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PABATHËNIE 


Ky tekst përmban dy kurse të përgjithshme teorike. Pjesa e varë 
MEKANIKA TEORIKE iu dedikohet studentëve të fizikës së vittt të 
dytë të studimeve, ndërsa pjesa e dytë, ELEKTRODIN AMIKA studen- 
teve te mtit të tretë. Tëksti është përpiluar duke u bazuar në plan-pro- 
gramm e studimeve të fizikiis pranë FSHM Natyrore në Prishtinë 
por në vetveti përmban edhe disa kapituj të cilët iu dedikohen le- 
xuesve tjerë të cilët dëshirojnë t’i zgjerojnë dituritë nga fieika apo t'i 
vazhdojnë studimet posuniversitare . 

Në tërë tekstin i kemi qëndruar besnik metodës së shpjegimit 
mduktiv . Mendojmëje kjo metodë është më e lehtë që të kuptohet 
nga lexuesi i cili për herë të parë i zgjeron dituritë e veta teorike 
Gjatë tërë shpjegimit të materialU janë dhënë plotësime nga matema- 
Uka, por është përdorur ai aparat i cUi për lexueszn është më i afërt 
dhe të cilin e dëgjon në kurset e analizës matematike I dh II Besojme 
se këtu plotësisht ia kemi arrijtur qëllimit. 

Vazhdimisht kemi pasur parasysh lidhmërinë e teorisë me ekspe- 
rimentin, sepse paraqesin një tërësi të pandarë. Fundi i fundit gjith- 
monë fjalën e fundit e jep eksperimenti, ndërsa lexuesi të cilit i de- 
dikohet , ende është z orientuar për hulumtim teorik apo eksperimental. 

Tërë materiali është ndarë në XXII kapituj dhe në një shtesë 
matematike vendin e së cilës nuk e gjetëm gjatë shpjegimit. Në këtë 
shtesë kemz dhënë elementet e analizës vektoriale të vlefshme për kup- 
timin e tekstit si dhe zhvillzmm e operatorëve në koordinata të vijë- 
përkulta. Materiali është shkruar në sistemin ndërlcombëtar SL 

Emërtimi i shprehjeve është dhënë vetëm me një numër. Ka- 
pitujt i kemi shënuar me numra romakë, ndërsa mësimet dhe shpreh- 
numra tjerë. Nëse bazohemi në ndonjë shprehje e cila ka të 
bëjë me të njëjtin mësim, atëherë është shënuar vetëm numri rendor 
i saj, meqë çdo mësim fzllon nga numri një. Por , nëse kërkojmë 
shprehjen në ndonjë mësim të mëparshëm , atëherë së pari shënohet 
numri i kapitullit, pastaj numri i mësimit në të dhe më në fund num- 
ri rendor i saj në atë mësim. 

Jemz të bindur, se në tekst nuk ka gjetur vend tërë materiali i 
cili ceket në Uteraturë nga lëmenjtë e shtjelluar. E dijmë se këtu 
është dhënë vetëm një minimum i tij. 

Të gjithë lexuesve të cilët mund të na bëjnë vërejtje objektive 
për gabimet e lëshuara iu jemi mirënjohës. 


Autorët 







Pikë materiale e quajmë trupin fizik, dimensionet e të cilit mund 
t'i mos përfillim në procesin e shqyrtimit të lëvizjes së tij. Kur i çmoj- 
më dimensionet e tij, që të mund ta mendojmë si pikë materiale, du» 
het ta krahasojmë me dimensionet e hapësirës nëpër të cilën ai lëviz. 
Kështu, në hankën lahoratorike, në hapësirë prej një m?, si pikë mate- 
riale mud ta mendojmë sferën prej disa mm, ndërsa në hapësirën e 
dhomës së lahoratorit si pikë materiale mund ta mendojmë edhe tru- 
pin me vëllim prej disa cm 3 . Në hapësirën e Galaktikës sonë edhe To» 
ken mund ta mendojmë si pikë materiale. 

Do të mendojmë se pika materiale i ka të gjitha vetitë e trupit 
fizik. Përderisa pika gjeometrike është vetëm element i hapësirës pa 
kurrfarë vetish fizike, pika materiale i ka të gjitha vetitë e trupit me 
dimensione të caktuara. 

Studimi i mekanikës, zakonisht fillon me shqyrtimin e lëvizjes së 
pikës materiale, sepse lëvizja e saj është ndër më të thjeshtat ndaj 
lëvizjeve të trupave me dimesione të caktuara. Përveç kësaj, çdo trup 
mund ta zhërthejmë në pjesë përhërse të vogla, të cilat mund t’i men» 
dojmë si pika materiale dhe kësisoji lëvizja e trupave mund të inter- 
pretohet si lëvizje e grumhullit të pikave materiale. 


2. SHPEJTËSIA DHE NXITIMI 
a) Deflmcioni i shpejtësisë 

Të mendojmë se pika materiale lëviz nëpër një vijë të lakuar. Në 
përgjithësi kjo vijë mund të jetë një lakore në hapësirë, kurse në raste 
të veçanta të lëvizjes mund te qëndrojë në një rrafsh. Vijën e lakuar 
nëpër të cilën lëviz pika materiale e quajmë rrugë të saj. 

Pozita e pikës materiale mund të përcaktohet me ndihmën e vek- 

torit të pozitës. Këtë vektor do ta shënojmë me r. Ky vektor fillon 
nga një pikë arhitrare dhe përfundon aty ku gjendet pika materiale. 
Le të gjendet pika materiale në kohën t në pozitën A. sPozitën e fcësaj 

pike e përcakton vektori i pozitës r(t). Kur pika materiale lëviz, atë- 
herë do të ndërrojë edhe vektori i pozitës. Kuptojmë se ky vektor va- 
ret prej kohës t Lëvizja do të jetë e njohur kur dijmë varshmërinë 
funksionale të vektorit të pozitës sipas kohës. 
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Pas një kohe shumë të shkurtër Af, pika materiale do të gjendet 
në pozitën B, e cila është shumë afër pikës A. Për të kuptuar marrë- 
dhëniet gjeometrike më lehtë në fig. 1 largësia në mes të pikave A dhe 
B është paraqitur mjaft e zmadhuar. Vektori i pozitës së pikës B do 

të jetë r(l+Af). Ky vektor ndryshon 

nga vekfcori r(i) edhe për nga in- 
tensiteti edhe për nga kahu. Ndë- 
rrimi i vektorit të pozitës është ve- 
ktori i cili hashkon phcat A dhe B. 

Do ta shënojmë me A r. Sipas rre- 
gullës së zbritjes së vektorëve sho- 
him se vlen 


A r ~ r(i+Af) ~ r(t) 

Ky vektor është sekante e rrugës 
në mes të pikës A dhe pikës B dhe 
shumë pak ndryshon nga harku në 
mes të këtyre pikave. Harku A s ësh- 
të i barabartë me rrugën të eilën 
do ta kalojë pika materiale gjatë kohës Af. 

Në jetën e përditshme me nocionin shpejtësi kuptojmë rrugën e 
kaluar në njësi të kohës. Por ky definim nuk është plotësisht i saktë, 
sepse në përgjithësi në natyrë, pikat materiale nuk kalojnë në të gjitha 
njësitë e kohës rrugë të njëjta. Për këtë arsye, rrugën e kaluar në njësi 
të kohës do ta qujmë shpejtësi mesatare të pikës materiale në interval 
të caktuar të kohës. 

Në rastin të eilin po e shqyrtojmë, pika materiale gjatë kohës Af 
ka kaluar rrugën As. jKur këtë rrugë e pjesëtojmë me kohën Af, fi- 
tojmë shpejtësinë mesatare. Pra> 







A S 
Af 


( 1 ) 


Në vend të harkut A s, mund të zëvendësojmë tetivën Ar, e cila shumë 


7T _ Ar rCf+Af) - rU ) , ^ 

Vm — “ss: — 

A t Af 

'Tani, intervalin e kohës do ta zvogëlojmë sistematikisht, kështu që në 
kalimin kufitar Af—>0. Ateherë pika B sistematikisht i afrohet pikës A, 

. •<-♦'. 

kurse sekantja Ar i afrohet tangjentes së rrugës në pikën A. Në kali- 
mih kufitarë shpejtësia mesatare është e barabartë me shpejtësinë në 
pikën A. Do të kemi: 
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vW~hm 

A^O 


Ar 

At 


^lim 

Af-*0 


r(£* At) - r(t) 
Af 


( 3 ) 


Formula e fituar na përkujton derivatin e funksionit r(t) sipas kohës, 
prandaj shkruajmë: 




dr(t) 

dt 


( 4 ) 


Në mekanikë është përvetesuar, që derivatet sipas kohës të shënohen 
me një pikë mbi ndryshore, prandaj për shpejtësi mund të shkruajmë: 

v = r ( 5 ) 

Kuptojmë se shpejtësia e pikës materiale definohet si derivat i parë 
i vektorit të pozitës sipas kohës. Shpejtësia është madhësi vektoriale 
dhe gjithmonë e ka kahun e tangjentes në pikë të dhënë të rrugës. 
Intensiteti i shpetjësisë fitohet duke kryer në formulën (1) kalimin 
kufitar të përshkruar. Fitojmë: 


Shprehja e fundit mund të sMrytëzohet, nëse rruga e kaluar është 
funksion i njohur i kohës. 


b ) Def micioni i nxitimif 

Shpejtësia e pikës materiale gjithashtu varet prej kohës. Pra, 
shpejfcësia ndërron gjatë kohës. Në kohën t, përkatësisht në pikën A 

të rrugës, shpejfcësia e pikës materiale është v(t). Pas kohës së shkur- 
tër Af, kur pikaf materiale gjendet në pikën B të rrugës së vet, do të 

ketë shpejtësinë v(t+At). Që të përcaktojmë ndërrimin e shpejtësisë, 
do tl bartim vektorët e shpejtësive në pikë të përbashkët ashtu siç 
shihet në fig. 1. Ky ndërrim do të jetë: 


v^v(t+At) -v(t) 

Këtë ndërrim shpejtësie do ta pjesëtojmë me intervalin kohor Af. Do 
fcë fitojmë ndërrimin mesatar të shpejtësisë në nj ësi të kohës: 


Av = V(t+At) -V(t) 
At At 


(7) 


Prapë do të kryejmë kalimin kufitar për A£~»0. Fitojmë: 
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— ► At? 

A/-»o A t 


v(t+M) ~~ v(t) 

-hm : 

A<-o A t 


( 8 ) 


Këtë vlerë kufitare e quajmë nxitim të pikës materiale. Ana e djathtë 
e formulës (8) është identike me formulën e definicionit të derivatit 
prandaj mund të shkruajmë: 

a(t ) = — - =v (9) 

dt 


Shohim se nxitimi është derivati i parë i shpejtësisë sipas kohës. Meqë 
shpejtësia është derivati i vektorit të pozitës sipas kohës për nxitim 
mund të shkruajmë: 


a-a (10) 

Fra nxitimi është derivati i dytë i vektorit të pozitës sipas kohës. 


c) Zbërthimi i nxitlmit në komponente natyrore 

Shpejtësia e pikës materiale gjithmonë ka kah të tangjentes në 
rrugë të lëvizjes. Vektorin unitar në kah të tangjentes do ta shënojmë 

me t Q > kurse vektorin e shpejtësisë mund ta shkruajmë si prodhim të 
këtij vektori dhe intensitetit të saj: 

v~ t a v (11) 

Që të fitojmë nxitimin, shpejtësinë duhet derivuar sipas kohës. Bo të 
kemi: 



a » v t 0 4* v t Q (12) 



Vektori t Q është vektor me gjatësi kon- 
stante, por me kah të ndryshuar. Pran- 
daj ky varet nga koha. Derivatin e tij si- 
pas kohës do ta njehsojmë sipas formu- 
lës së derivatit të funksionit të përhër. 
Në të vërtetë, mund të mendojmë se ve- 
ktori unitar i tangjentes varet nga har- 
ku i rrugës s f kurse ky i fundit nga ko- 
ha t Fitojmë: 


t 0 ~ 


dt 0 

ds 


ds dt 0 

— - = v 

dt ds 


( 13 ) 


sepse sipas (6) 


ds 


v. 


Fig. 2 
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Në fig. 2 është vizatuar harku i rrugës në mes të pikave A dhe B, 
mjaft i zmadhuar. N6 këto pika janë vizatuar vektorët unitarë në kahe 

të tangjenteve: t 0 (t) dhe t 0 (t + A t). Normalet në këto tangjente prehen 
në pikën S. Kjo pikë ështe qendër e lakueshmërisë se vijës së rrugës 
ne mes të pikave A dhe B. Largësia e 'kësaj pike nga pika A quhet rreze 
e lakueshmërisë dhe do ta shënojmë me p. Nga vizatimi .shohim se 
vlen: 


ds = pdy ( 14 ) 

Këtu me d<p kemi shënuar këndin në pikën S të cilin e mbyllin rrezet 
e lakueshmërisë në pikat e shqyrtuara të rrugës. 

Do t’i bartim vektorët unitarë të tangjenteve në pikë fillestare të^ 
përbashkët. Këta dy vektorë gjithashtu mbyllin këndin dy, sepse tan- 
gjentet janë normale ndaj rrezeve. Ndryshimi i tyre paraqet ndërri- 

min e vektorit unitar kurse intensitetin dt 0) e njehsojmë nga trekëndshi. 
i cili ka dy brinjë me gjatësi një njësi dhe këndin në mes tyre ckp. 

I dt a \ =21 41 sin At. =2 AfL = d <i> 

2 2 

sepse \t 0 1=1, kurse sinusi i këndit të vogël është i barabartë me vet 

këndin. Vektori dt 0 ka kahun i cili shumë pak ndryshon nga kahu e 
normales në pikën A të rrugës. Nëse vektorin unitar në kah të norma- 

Ics e shënojmë me n 0 atëherë do të kemi: 


dt 0 ~n a \dt Q \-n 0 dcp 

Pjesëtojmë (15) me (14) 


(15) 


dt 0 tTq 

ds p 

Vierën e fituar e zëvendësojmë në (13), përkatësisht në (12) dhe fi- 
tojmë: 

. . * — * 

a~ vt 0 + n a — (16) 

P 

Shprehja e fituar na tregon se nxitimi mund të zbërthehet në dy kom- 
ponente. Komponentja e parë e ka kahun e tangjentës në vijë të rru- 
gës dhe quhet komponente tangjentore. Kjo komponente e ka intensi- 
tetin 
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Komponentja tjetër e ka kahun e normales në vijë të lëvizjes. Kjo 
komponente është e drejtuar kah qendra e lakesës së rrugës. Për këtë, 
quhet komponente centripetale e nxitimit dhe e ka intensitetin: 

« 2 

— (18) 
P 

Ky zbërthim 1 nxitimit në komponente të veta është kryer duke u ba- 
zuar në vetitë gjeometrike të rrugës së pikës materiale. Shpesh këto 
komponente quhen komponente natyrore të nxitimit. 

Nga formulat (17) dhe (18) kuptojmë se komponentja tangjento- 
re e nxitimit paraqitet si rezultat i ndryshimit të intensitetit të shpej- 
tësisë kurse ajo centripetale nga ndryshimi i kahut së saj. 

Nëse rruga e lëvizjes është e drejtë, atëherë p—°° dhe në formulën 
(16) mbetet vetëm anëtari i parë. Pra në lëvizjet drejtvizore ekziston 
vetëm komponentja tangjentore e nxitimit. Nëse te këto lëvizje mbetet 

i pandryshuar edhe intensiteti i shpejtësisë, atëherë ^-0 dhe nuk do 
të ketë nxitim fare. Lëvizja e këtillë quhet lëvizje e njëtrajtshme drejt- 
vizore. 

Nëse pika materiale lëviz nëpër vijë rrethore me shpejtësi kon- 

stante, dhe në formulën (16) mbetet vetëm anëtari i dytë. Shihet 

. , v 2 

se kjo lëvizje do të ketë nxitim konstant centripetal me intensitet . 


d) Komponentet e shpejtësisë dhe nxitimit në koordinate kënddrejta 

Në fizikë njehsimet i kryejmë në ndonjë sistem koordinatash, që 
marrëdhëniet gjeometrike mund t’i shqyrtojmë në mënyrë analitike. 
Ndër këto sisteme të koordinatave shpesh përdoret sistemi i koordi- 
natave kënddrejta. Ky sistem përcaktohet me tri drejtëza ndërmjet 
veti normale të cilat dalin nga një pikë. Kjo pikë quhet qendër kurse 
drejtëzat, boshte të koordinatave. Vektorët unitarë në kah të boshteve 

shënohet me i, j dhe k. Këta vektorë unitarë janë konstantë edhe për 
nga kahu edhe për nga intensiteti në të gjitha pikat e hapësirës. 

Kur vektorin e pozitës r të ndonjë pike e zbërthejmë në kompo- 
nente të tij në kah të boshteve, shohim se këto komponente janë të 
barabarta me koordxnatat x, y dhe z të asaj pike. Prandej vektorin e 
pozitës së pikës së dhënë mund ta shkruajmë me ndihmën e kompo- 
nenteve të saj kësisoji: 
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f = ix + j?t/+fc2 (19) 

Shpejtësinë e gjejmë duke derivuar shprehjen (19) sipas kohës. Në këte 
rast duhet të merret në konsiderim vlera konstante e vektorëve unitarë: 

v~r~ix + jy+kk (20> 

Kjo sbprehje na tregon se shpejtësinë mund ta zbërthejmë në trl kom- 
ponente të saj ku çdo njëra prej tyre ka kahun e njërit prej boshteve. 


/ > 


( ♦ 

v x 


£ 

t>y 

li 

V 

\ V z ; 


\ % ) 


Komponentet e vektorit sipas rregullave të matematikës i shkruajmë 
në formë të matricës me një shtyllë. Elementet e kësaj matrice janë 
komponentet e shpejtësisë v y dhe v Z} kurse shprehja (20) tregon se 
këta janë koeficientët të cilët qëndrojnë pranë vektorëve unitarë. Pra, 
komponentja e shpejtësisë, në kah të njërit prej boshteve kënddrejta 
është derivati sipas kohës i koordinatës gjegjëse të pikës materiale. 

Nxitimin e fitojmë kur shprehjen (20) e derivojmë sipas kohës. 

Pra: 

a~ix + jy + k& ( 22 ) 

ose 



( \ 

/ » \ 


a x 


X 

a— 

a y 


y 


\ a z ) 


V 9 


Shohim se komponentet e nxitimit janë të barabarta me derivatin e 
dytë sipas kohës së koordinateve gjegjëse, 

e) Komponentet e shpejtësisë dhe të nxittmit në koordinata p>^are 

Koordinatat polare të ndonjë pike në rrafsh janë: gjatësia e vek- 

torit të pozitës r dhe këndi cp që ky vektor e mhyll me boshtin polax 
të sistemit koordinat. Vektorin e pozitës së pikës së dhënë A do ta. 
shprehim si prodhim të vektorit unitar polar dhe intensitetit të tij 
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r = r 0 r (24) 

Në këtë mënyrë vektori i pozitës së pikës është lidhur me një koordi- 
natë polare. Shpejtësinë e fitojmë duke derivuar shprehjen e fundit 
:sipas kohës: 


“♦ . o — •* 

v = T ^ r r 0 + r To (25) 

Ka mbetur të përcaktohet derivati i vektorit unitar r 0 . Në fig. 3 janë 
paraqitur vektorët e pozitës ,së pikave A dhe B të rrugës së pikës ma- 
teriale. Ndryshimi i vektorëve imitarë për këto pozita shprehet me 

vektorin dr 0 . Intensitetin e këtij vektori e njehsojmë në mënyrë analo- 
;ge sikur te (15). Fitojmë: 


dr 0 \ ~dy 


Kahu i këtij vektori shumë pak ndryshon nga normalja në r 0 . Vekto- 

rin unitar normal në r 0 do ta shënojmë me cp 0 . Do të kemi 

— > — > 
dr Q — <ç 0 dy 


Nga figura 3 shohim se ndërrimx i vektorit unitar shprehet në for- 
mën 


r 0 dy 

Kur të dy shprehjet e fundit i pjesëtojmë me kohën dt fitojmë: 


r 0 = cp 0 cp 
^ 

cp 

Zëvendësojmë (26) në (25) 

v .= r~rr 0 + r<ç<po 

Pra shpejtësia në koordinatë polare ka këto komponente 


/ \ 

/ . \ 

V r 


r 

v<p 

\ 




(26) 

(27) 


(28) 


( 29 ) 
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Shpejtësinë në koordinatën polare 
mund ta njehsojmë direkt duke de- 
rivuar sipas kohës koordinatet: 

X"T coscp <4 

y=r sincp f f 

do të. fitojmë / / 

x—r cosc p-~r sin - /X 

y—r sincp+r coscp cp AjSV 

I ngrisim në katror dhe i mble- ^ ^ ry& 

dhim //V\ 

. . 0 
t> 2 = x 2 + 2/ 2 ™ 2 ?/ + vq? = r 2 + r^cpf 

... . . „ Fig. 3 

Komponentet e nxitimit i fitojme 

duke derivuar (28) sipas kohës 

“4 ► # # —4 , — **♦ * t ^ f f — + , 

a ~v~r r 0 +r r 0 +r<p cp 0 +rcp cp 0 +rcp cp 0 
Zëvendësojmë vlerat nga (26) dhe (27) 

a = r 0 (r - rcp 2 ) + cp 0 ( rcp + 2r p ) 

Shohim se komponentet e nxitimit në koordinate polare janë 


a r __ r-r<p z 
acp rcp+2rcp 


Lidhja në mes të koordinateve kënddrejta dhe cilindrike paraqitet 
me shprehjet 

x—r coscp 
y~r sin<p 
z^z 

Pasi t’i derivojmë sipas kohës dhe i ngrisim në katror fitojmë: 

X 2 + yZ + g2— r Z 4. r 2çp2 4. g2 


v<p rcp 
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Në mënyrë analoge sikur më parë, nga lidhja në mes të koordinateve 
kënddrejta dhe sferike: 


x~r s in%' cosç 
y~r sinft sincp 
z—r cos'B’ 

pas derivimit sipas kohës fitojmë: 

&+y z +k?~r z +r 2 ¥+r 2 sin^y 5 (33) 

Lehtë mund të njehsohet katrori i elementit të gjatësisë së harkut në 
sistemet e cekura të koordinatave kur dihet se në koordinatat kënd- 
drejta ka formën dl 2 -dx 2 +dy z +dz\ 


3. LIGJET THEMELORE TJË MEKANIKËS 


a) Ekitaeioni themelor i dinamtkës 

Përvoja tregon se në mes të trupave fizxkë ekziston një veprim re- 
ciprok. Veprimin e një trupi në trup stjetër e quajmë forcë, prandaj 
themi se një trup vepron në trupin tjetër me një forcë. Forca është 
madhësi vekfcoriaie, sepse plotësisht është e përcaktuar kur dijmë inten- 
sitetin dhe kahun e veprimit të saj. Nëse në trup veprojnë dy apo më 
shurnë forca, a.to mund të zëvendësohen me një, forcë kjo e cila fito- 
het duke i mhledhur në mënyrë vektoriale. 

Kur në pikën mafceriale vepron ndonjë forcë, ajo pikës ia ndërron 
gjendjen e lëvizjes. Me lëvizje të pikës materiale mund të lidhim një 

madhësia vektoriale p e cila është proporcionale me shpejtësinë e saj 
— ► 

v. E quajmë sasi të lëvizjes, Sasinë e lëvizjes e shprehim në formën: 


p~mv ( 1 ) 

Meqë forca pikës materiale i ndërron sasinë e lëvizjes, atëherë du- 
hefc të ekzistojë një lidhje në mes të forcës dhe sasisë së lëvizjes. Këtë 
lidhje e shpreh ligji i Njutnit. Sipas ketij ligji forca është e barabartë 
me derivatin e sasisë së lëvizjes sipas kohës. E shprehim në formën: 

* 

7 “P (2) 

Masa e trupit, te shpejtësitë të cilat janë të papërfillshme ndaj 
shpejtësisë së dritës, mhetet e pandryshuar, prandaj kur zëvendësojmë 
(1) në (2) fitojmë: 
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—* — * 

f = mv ( 3 ) 

Meqë v është nxitimi i pikës xnateriale, shprehja e fundit shkruhet 
në formën: 


— > * 

f~ma ( 4 > 

Në këtë formë ligji i Njutnit tregon se forca pikës materiale i jep nxi- 
tim i cili është proporcional me atë forcë. Nëse nxitimin e shprehim 

në formën a = r, fitojmë: 


f = mr (5) 

Nëse forca është funksion 1 njohur i vendit dhe kohës, atëherë shpre- 
hja (5), paraqet ekuacion diferencial, zgjidhja e të cilit na jep var- 
shmërinë e vektorit të pozitës prej kohës, me çka lëvizja është e për- 
caktuar plotësisht. Për këtë arsye shprehja (5) paraqet ekuacion the- 
melor diferencial të mekanikës së pikës materiale. Do të na shërbejë 
për zgjidhjen e shumë problemeve në mekanikë. 

Nëse shpejtësia e pikës materiale është konstante, atëherë "v = 0 
dhe nga (3) rrjedh: 


/ = 0 ( 6 ) 

Shprehja e fundit na shpreh ligjin e inercisë sipas të cilit pika mate- 
riale lëviz me shpejtësi konstante kur në të nuk vepron kurrfarë force. 
E shumëzojmë relacionin (2) me dt dhe fitojmë: 

/ dt~ dp 

Kjo formulë tregon se ndërrimi i sasisë së lëvizjes është i barabartë me 
prodhimin fdt i cili quhet impuls i forcës. 


h) Ligji i aksionit dhe reaksionit 

Në mes të dy trupave A dhe B gjithmonë veprojnë forcat recipro- 
ke që do të thotë se kur trupi A vepron në trupin B, atëherë duhet në 
të njëjtën kohë edhe trupi B të veprojë në trupin A. Marrëdhënien e 
këtyre forcave reciproke e përcakton ligji i aksionit dhe i reaksionit. 
Sipas këtij ligji, këto forca janë të baraharta për nga intensiteti, por 
të kundërta për nga kahu. Ëakonisht njëra prej këtyre forcave quhet 
aksion, kurse tjetra reaksion. Duke shfrytëzuar nocionet e fundit, ky 
ligj mund të shprehet kësisoji: Aksioni dhe reaksioni gjithmonë janë 
të barabartë, por me kahe të kundërta. 


2 Hyr.te në fizikë teorike 



ia 
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Ligjin e aksionit dhe të reaksionit mund ta shprehim edhe me 

— ► 

ndihmën e sasisë së lëvizjes. Nëse lorcën e aksionit e shënojmë me U, 
kurse atë të reaksionit me / 2 , atëherë do të kemi: 

7i=-7. < 7 > 


ose 


Pi Pa 

integrojmë dhe fitojmë 

Pi Pa + C 


ose 

Pi + p 2 = C (8) 

Nga kjo kuptojme se forcat e veprimit reciprok të dy pikave materiale 
nuk mund të ndërrojnë sasinë totale të lëvizjes së tyre. Ky është iigji i 
ruajfcjes së sasisë së lëvizjes. 

c) Sistemef inerciale 

Për përshkrimin e proceseve të cilat ndodhxn në natyrë, është e 
nevojshme njohja e sistemit. Me sistem të referimit kupojmë atë sis- 
tem të koordinatave i cili shërben për përcaktimin e pozitës së grimcës 
në hapesirë dhe me të është e lidhur ora për matje të kohës. 

Ekziston një klasë e sistemeve të referimit në të cilën lëvizja e lirë 
e trupxt, pra lëvizja e trupit në të cilin nuk veprojnë forca të jashtme 
kryhet me shpejtësi konstante. Këto sisteme referimi quhen sisteme 

inerciale. 4 

Për klasën e këtyre sistemeve mund të shtrohet pyetja: A janë 
ligjet fizike të njëjtë në këto sisteme? Përvoja tregon se ligjet natyrore 
janë të njëjte në të gjitha sistemet inerciale fcë referimit. Me fjalë tjera, 
ekuacionet të ciiat i shprehin ligjet natyrore janë të pandryshuara ndaj 
transformimit të koordinatave dhe kohës nga një sistem inercial ne 
tjetrin. Kjo do të thotë se ekuacionet të cilat e përshkruajnë ndonjë 
ligj natyrorë në sisteme të ndryshme inerciale të referimit e kanë for- 

m g n Q 

Për dukuritë mekanike ky pohim ka qenë formuiuar qysh rnoti dhe 
njihet me emrin parim mekanik i relativitetit. Me asnjë lloj të dukaxi- 
ve mekanike nuk mund të vehet në dukje lëvizja e sistemit inercial. 

Nese dy sisteme të referimit lëvizin njëtrajtësisht në mënyrë tran- 
slatore njëri ndaj tjetrit dhe nëse njëri prej tyre është inercial, atëhere 
kuptohet se edhe tjetri do të jetë inercial. Lëvizja e lirë në sistemxn e 
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pare do të jetë lëvizje e lirë edhe në sistemin e dytë. Kuptojmë se ekzis- 
ton numër i madh i sistemeve të referimit të cilët njëri ndaj tjetrit 
lëvizin në mënyrë të njëtrajtshme drejtvizore. 

Mund të bëhet edhe kjo pyetje: A ekzistojnë sistemet inerciale, 
pra sisteme në të cilët trupi i lirë në të ciiin nuk ushtrohet kurrfarë 
veprimi lëviz me shpejtësi konstante? Përvoja përgjigjet pozitivisht në 
këtë pyetje. Pra ka sisteme të tilla. Më tepër i afrohet sistemi me qen- 
dër në Diell dhe me boshte drejt disa yjeve të caktuara. Sistemi i li- 
dhur me Tokën mund të konsiderohet i tillë në disa raste, por ka edhe 
aso problemesh që sistemi i tiiië nuk kënaq. 

Për të provuar nëse një sistem është inercial duhet provuar a është 
i zbatueshëm ligji i parë i Njutnit në të. Pra, si kriter për të provuar 
karakterin inercial të një sistemi merret vërtetësia e ligjit të parë të 
Njutnit në të. Nëse në sistemin e referimit të lidhur me yjet vërehet 
ndonjë shmangie e vogël nga ligji i parë i Njutnit, atëherë mund të për- 
fundojmë se ky sistem nuk është inercial ideal, por i përafërt. 


d) Momenti i saslsë së lëvizjes 

Prodhimi vektorial i vektorit të pozitës dhe sasisë së lëvizjes quhet 
moment i sasisë së iëvizjes 


L~ r X p (9) 

kurse prodhimi vektorial i vektorit të pozitës dhe vektorit të forcës 
quhet moment i forcës 


M ~ r x f (10) 

Shprehjet (9) dhe (10) mund të lidhen me një shprehje. Për këtë arsye 
është e nevojshme të derivojmë (9) sipas kohës: 


L~ rXp + rxp 

anëtari i parë është i barabartë me zero sepse: 


r x p ~ r x mv — r x mr = 0 


Pra vlen 


Nga (2) dhe (10) fitojmë 


: r x p 


L ~ r x f ~ M ( 11 ) 

Formula e fundit tregon se derivati i momentit të sasisë së lëvizjes si- 
pas kohës është i barabartë me momentin e forcës. 
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4. LËVIZJA NËN VEPEIMIN E FORCËS SË RENDIMIT : 
a) Zgjldhja e përgjithshme 

Forca tërheqëse e Tokës, iu jep të gjithë trupave në afërsi të sipër- 
faqes nxitimin g i cili vepron në kahe vertikale. Për gjerësi të caktuar 
gjeografike vlera e tij është konstante, dhe në gjerësitë e mesme e ka 
vlerën p=9,81 m/s 2 . Për iëvizje të pikës materiale në fushë të veprimit 

të forcës së rëndimit mund të shkruajmë: 

/ 

— H> ^ 

v = g 

Duke integruar këtë ekuacion diferencial fitojmë: 

— ♦ i — ♦ . . 

v- j gdt^=gt + v 0 (1) 

Kjo shprehje na përcakton varshmërinë e shpejtësisë së pikës mate- 
riale nga koha, gjatë lëvizjes në fushë të forcës së rëndimit. Shohim se 
shpejtësia është funksion linear i kohës. 

— 

Në formulën (1) na paraqitet konstantja e integrimit v 0 . Do të 
përcaktojmë kuptimin e saj fizik. Të supozojmë se t = 0. Atëherë fitoj- 

më v = v 0 . Pra v a është ajo shpejtësi të cilën e ka pasur pika mate- 
riale në fillim të lëvizjes. E quajmë shpejtësi fillestare. 

Në anën e djathtë të formulës (1) në vend të shpej-tësisë mund të 
shkruajmë derivatin e vektorit të pozitës sipas kohës. Kur e integrojmë 
edhe një herë fitojmë: 

— » ■< > V 

r = — gt z + v 0 i + r 0 (2) 

2 

Konstantja e dytë e integrimit r 0> paraqet vektorin e pozitës së pikës 
materiale në fillim të lëvizjes. Nga formula (2) kuptojmë se vektori i 
pozitës është funksion katror i kohës. 

Lëvizjet e veçanta i fitojmë kur paraqesim vlera speciale për shpej- 

r -._p — ■ 

tësinë fillestare v Q dhe pozitën fillestare r Q . Do të shqyrtojmë disa 
shembuj të lëvizjes nën veprimin e forcës së rëndimit. 

b) Eenia e lirë 

. . 

^ Rënia e lirë është lëvizje e trupit të lëshuar pa shpejtësi fillestare 
nën veprimin e forcës së rëndimit. Në këtë rast duhet të merret: 
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— ■> 

» 0=0 

kurse shprehja (2) merr formën 

* 1 > > 

r = — g t z + r 0 
2 


(3) 


Fikën f illestare e vendosim ashtu që vektori r Q të jetë i orientuar ver- 
tikalisht përpjetë. Atëherë të gjithë vektorët qëndrojnë në vijë vertika- 
k dhe-PS shprehje mund të shkruajmë vetëm intensitetet e tyre. Lar- 
tësinë fillestare të trupifc e shënojmë me h. Atëherë h është intensiteti 

i vektorit të pozitës fillestare \r 0 \~h dhe formula (3) merr formën: 


gt 2 


(4) 


Parashenja minus e cila paraqitet në anëfcarin e dytë tregon se nxitimi 

i rënies g ka kah të kundërt nga kahu i përvetsuar i vertikales, Që të 
përcaktojmë shpejtësinë e trupit gjatë rënies në formulën (1) duhet 


zëvendësuar v Q — 0. Fitojmë: 


v —— g t 

Rruga e kaluar te rënia është: 


(5) 


dhe nga (4) rrjedh 



( 6 ) 


Lehtë mund të shprehim shpejtësinë si funksion të rmgës së kaluar. 
Meqë vlen 


shprehja (6) na jep: 



v = ^/2gs 


(7) 


c) Medhja e pjerrët 

Kjo është lëvizje të cilën e kryen pika materiale nën ndikimin e 
forcës së rëndimit kur hedhet pjerrtas. Pikën fillestare të vektorit të 
pozitës e vendosim në pikën e hedhjes. Atëherë do të vlejë: 
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To—0 


dhe shprehja (2) merr formën: 


r — + — pf 2 <8> 

2 

Boshtet e koordinateve kënddrejta i vendosim në atë rrafsh vertikal 

në të cilin gjendet shpejtësia fillestare v 0 ashtu Që boshti x ka drejtim 
të horizontales, kurse y të vertikales. Në këtë zgjedhje të sistemit të 
koordinatave vektori i pozitës do të ketë komponentet. 

r - i x + jy 


kurse nxitimi i rëndimit: 

Do të shënojmë me a këndin të cil in e mbyll shpejtësia fillestare me 
boshtin x. Ky kënd quhet këndi i elevacionit. E zbërthejmë shpejtësinë 
fillestare në komponentet e veta: 


v 0 ™ iv 0 cosa + j v 0 sina 
dhe (8) do të ketë formën 


r l 


i x + j y - i v 0 t cosa + j v 0 i sina — j — gt z 

2 


I barazojmë koeficientët e vektorëve unitarë dhe do të fitojmë: 

x — v 0 t cosa 

y — v 0 t sina - — gt z (9) 

2 

Me ndihmën e sistemit (9) mund të njehsojmë koordinatat e pikës ma- 
teriale te hedhja e pjerrët në çfarëdo kohe. Këto paraqesin ekuacionefc 
parametrike të rrugës së hedhjes së pjerrët. Nëse dëshirojmë të fitojmë 
ekuacionin eksplicit të rrugës, atëherë në (9) duhet të eliminohet koha 
t Nga ekuacioni i parë i (9) kemi: 


v 0 cosa 

Zëvendësojmë në ekuacionin e dytë vlerën e fituar: 
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y ~ x tga ~ 


g 

2v 0 z co s z a 


x z 


( 10 ) 


Kuptojmë se kemi fituar ekuacionin e parabolës, prej nga përfundojmë 
se trupi gjatë hedhjes së pjerrët lëviz nëpër parabolë. 

Te hedhja e pjerrët ka rëndësi largësia e hedhjes, Kjo është ajo 
vlerë e abshisës x~d për të cilën ordinata y~ 0. Zëvendësojmë këto vle~ 
ra në (10) dhe do të kemi: 


0 ~d tga — 


gd? 

2v 0 z cos % 


ose 




2 Vp z 

0 


cos 3 atga 



9 


sin z a 


( 11 ) 


Nga shprehja e fundit kuptojmë se të njëjtën largësi të hedhjes mund 
ta arrijmë me dy kënde të elevacionit. Njëri kënd është a, kurse tjetri 

— “«* Përveç kësaj shohim se për shpejtësi fillestare të dhënë largësia 

do të jetë maksimale për kënd të elevacionit «=45°. 


d) Hedhja hormmtale 

Nëse këndi i elevacionit është a=Q do të kemi hedhje horizontale. 
Do të specializojmë formulat (9) për a^O, Fitojmë: 

x — v 0 t 

y^~~ y gt 2 (i2> 

Këto janë koordinatat e pozitës së pikës materiale te hedhja horizonta- 
le, Ekuacioni i rrugës fitohet duke specializuar formulën (10): 

2/ =- ~ X 2 (13) 

2v 0 z 

Prapë kemi fituar ekuacionin e parabolës. 


e) Hedhja vertikale 

Hedhja vertikale është rast i veçantë i hedhjes -te e cila këndi i 
elevacionit është —90°. Kur këtë vlerë të këndit të elevacionit e zëven- 
dësojmë në sistemin (9) fitojmë: 
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X — 0 

y-Vot-' — gt 2 (14) 

2 

Pra, lëvizja kryhet nëpër drejtëz vertikale, sepse x—0 paraqet ekuacio- 

hin e saj nëpër pikë fillestare të hedhjes. 

Lehtë mund të njehsojmë lartësinë e ngritjes së trupit. Për këtë 
arsye duhet njehsuar maksimumin e y në (14). Derivojmë sipas kohës 
dhe e barazojmë me zero: 


y' = v 0 - g t = 0 


prej nga 

g 

zëvendësojmë në (14) dhe fitojmë larfcësinë e hedhjes: 




Vo 

2 g 


Duhet theksuar se të gjitha formulat e fituara për rënie dhe he- 
dhje vlejnë vetëm për boshllëk, sepse përveç forcës së rëndimit nuk 
kemi marrë në konsiderim kurrfarë force tjetër. Nëse rënia apo hedhja 
kryhen në ajër, atëherë duhet të shqyrtohet edhe forca e rezistencës 
së ajrit. 


5. HEBHM N® MJEDIS REZISTOES 


Kur hedhja kryhet në ajër, atëherë përveç veprimit të forcës së 
rëndimit duhet marrë në konsidorim edhe veprimin e rezistencës së 
ajrit. Eksperimentet tregojnë se forca e rezistencës së ajrit është pro- 
porcionale me shpejtësinë e trupit i cili lëviz nëpër të, prandaj do ta 
shkruajmë në formën: 


a fez ^~ yv (l) 

Parashenja minus duhet të shkruhet meqë kenii te bëjmë me nxitim 
të ngadalësuar. Paktori i proporcionalitetit y shpreh rezistencën e mje- 
disit, kurse prodhimi my quhet koeficient i rezistencës së mjedisit. 
Kur këtij nxitimi i shtojmë edhe nxitimin e forcës së rëndimit fitojmë: 
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dv 

dt 


g-yv 


( 2 ) 


Do të paraqesim ndryshoren e re në formën: 


prej nga rrjedh: 


dhe (2) do të ketë formën: 


ose 


u . = g ~~ y v 


du =~ y dv 


1 du 
Y 


u 


du 

dt 


=~ y u 


Meqe derivati ,i funksionit të panjohur është proporcional me vetë 
funksionin, kuptojmë se kemi të bëjmë me funksion eksponencial: 


u — C e-v 


(3) 


Që të përcaktojmë konstanten e integrimit supozojmë se për t — 0 

— ■> — ► — * 

v ” ku v 0 është shpejtësia fillestare. Do të fitojmë: 

g~yv 0 = C 

Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (3): 

— > — * — > — > 

g~YV = (g ~ r v 0 ) e-v 


prej nga shpejtësia do të jetë: 


v = 2-- f-fiL- ) e-Y* (4> 

Y V T / 

Në vend të shpejtësisë v mund të shkruajmë derivatin e parë të vek- 
torit të pozitës sipas kohës dhe të integrojmë edhe një herë: 
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e -ft + Jg 


Konstanten e dytë të integrimit do ta përcaktojmë nga konditat filles- 
tare. Supozojmë se në kohën f = 0, pozita e pikës materiale është e për- 

caktuar me vektorin r Q . Zëvendësojmë këto kondita dhe fitojmë: 







ose 


B 



Pasi të zëvendësojmë vlerën e fituar të konstantes B përfundimisht 
fitojmë: 


r = r 0 +^-t- d-e-v') (5) 

Formula e fundit na e mundëson njohjen e pozitës se pikës materiale 
në çfarëdo momenti të kohës. Shprehjet (4) dhe (5) janë mjaft të ndër- 
likuara, prandaj do ta kufizojmë diskutimin vetëm për dy raste ku- 
fitare. 

Së parx do të shqyrtojmë rastin yf«l i cil i i përgjigjet kohës menjë- 
herë pas fillimit të lëvizjes. Fër këtë rast funksionin eksponencial mund 
fca zhvillojmë në rend dhe dhe t’i marrim në konsiderim vetëm anëtarët 
e shkallës së parë dhe të dyfcë: 


ose 




1 + rt - * g i 2 j 


r — r Q + v 0 1 + 


—v 0 y t 2 
2 2 


( 6 ) 


Shohim se të tre anëfcarëfc e parë janë të njëjtë sikurse të hedhja në 
boshllëk, kurse rezistenca e mjedisit vjen në shprehje vetëm te anë- 
tarët ku koha paraqitefc në shkallë të dytë apo më të madhe. 

Rast tjetër kemi për yf»l, qe i përgjigjet kohës shumë vonë pas 
fillimit të lëvizjes. Në këtë rast e~' yl -> 0 dhe fifcojmë: 
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r 0 + 2 *. + 
T 



kurse nga formula (4) për shpejtësi do të kemi: 


r 


(7)' 


( 8 ) ; 


Pra pas një kohe të gjatë, rruga e pikës materiale i afrohet vertikales, 

■ — > 

sepse atëherë shpejtësia ka kahun e vektorit g. 

Sipas formulës (7) vektori i pozitës r përbëhet nga tre vektorë: 
Vektori i parë r 0 përcakton pikën fillestare të hedhjes, vektori i dytë 


V 

— © ka kahun e shpejtësisë fillestare, 

r 

kurse i treti e ka kahun e vertikales. Kë- 
ta vektorë si dhe rruga e pikës materia- 
le te hedhja në mjedis rezistues janë pa~ 
raqitur në fig. 4. Kruga fillon nga pika P 
sikurse në rastin e shqyrtuar në boshllëk 
pastaj shpejt lakohet dhe në fund merr 
kah të vertikales. Nga figura shihet se 
hedhja nuk mund të jetë më e gjatë se 

v 

komponentja x e vektorit — 

r 

b) Eënia në mjedis rezistues 

Pormulat e fituara më parë mund të specializohen për rënie. Për 

këtë rast duhet zëvendësuar r 0 ^h dhe v Q = 0. Te rënia të gjithë vekto- 
rët kanë kahe të vertikales prandaj mund të shkruajmë vetëm inten- 
sitetet e tyre. Nga formulat (4) dhe (5) fitojmë: 

= •$- (1 - err*) (9> 

r 



r = h + -£■ 

r 


t 


— ( 1 - 0 ^) 
r 


ao> 
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Shprehja (9) tregon se shpejtësia e rënies gjatë kohës në mënyrë asi- 


mtotike i afrohet vlerës konstante — . Për këtë arsye pikat e shiut të 

Y . . 

cilat bien nëpër ajër disa qindra metra, arrijnë në sipërfaqe të Tokës 
me shpejtësi konstante. 

6. PXJNA DHE ENEEGJIA 

Punë të forcës konstante nëpër rrugë të drejtë quajme prodhimin 
skalar të vektorit të forcës dhe gjatësisë së rrugës, 

A-f~s 

Nëse forca nuk është konstante dhe rruga nuk është e drejtë, atë- 

herë rrugën duhefe zbërthyer në elemente të vegjël. dr. Puna në këtë 
element -të rrugës është: 

dA~ f • dr 

Fastaj duhet mbledhur këto elemente të punës. Per punë fitojmë for- 
mulën: 

pdr (1) 

fi 

ku integrimi duhet të kryhet nëpër vijë të rrugës. Pra, puna është in- 
tegrali vijor i forcës përgjatë rrugës. 

Vlera e këtij integrali në përgjithësi varet prej formës së vijës së 
integrimit. Por ekziston një kategori e forcave te të cilat puna nuk va- 
ret prej kësaj forme. Këto forca quhen forca konservative, Porcat 
konservative kryejnë të njëjtën punë nëpër të gjitha rrugët të cilat 
bashkojnë pikën fillestare dhe të fundit. Këto forca duhet të këna- 
qin një konditë të cilën do ta përfitojmë. 

Në fig. 5 pika fillestare Pi dhe ajo e fundit P 2 janë 
të lidhura me rrugët s x dhe s 2 . Nëse puna nuk va- 
ret prej formës së rrugës, atëherë mund të shkru- 
ajmë: 

Pi Pl 



ose 


/ dr = 0 


p, 

i* — > — * 

I f dt HK 

Pi(*i) h($2) P{(s ( ) p s (<g 

Këto integrale mund t’i bashkojmët në një. Fitoj- 
më integralin nëpër vijë të lakuar të mbyllur. Pra, 


= 0 


(2) 


Shohim se puna e forcës konservative nëpër çfa- 
rëdo rruge të mbyllur është e barabartë me zero. 
Duke zbatuar teoremën e Stoksit, integralin vijor (2) e shndërrojmë 
:në integralin sipërfaqësor: 
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rot f dS = 0 


Formula e fundit duhet të vlejë për çfarëdo sipërfaqe të mundshme të 
rrethuar me vijën e integrimit si dhe për çfarëdo force konservative. 
Kjo do të jetë e mundur vetëm atëherë kur vlen: 


rot f — 0 


(3) 


Shprehja e fundit tregon se fusha e forcës konservative është fushë 
joshtjellore. 

E dijmë nga analiza vektoriale se fushat e këtilla mund të shpre- 
hen me ndihmën e gradientit të një funksioni skalar U 

f~~~gradU (4) 

sepse rot grad U = 0. Funksioni skalar i paraqitur në këtë mënyrë qu- 
het potencial i forcës /. 

Në rastin e veprimit të forcave konservative, ekuacioni i lëvizjes 
mund të integrohet një herë në formë të përgjithshme. Fiilojrnë nga 
ekuacioni x lëvizjes 


f — m 


dv_ 

dt 


E shumëzojmë këtë ekuacion në menyrë skalare me faktorin dr — vdt 
dhe fitojmë: 


f dr~m — — v dt — mvdv 
dt 

Për forca konservative duhet shfrytëzuar shprehja (4) 

— ♦ * — > 

~~ grad U dr~ mvdv 

— > 

Nga analiza vektoriale e dijmë se vlenë dr • grad U - dU } prandaj fi- 
tojmë: 

mvdv~~dU 


Integrojmë 
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^dhe fitojmë: 


.'Shprehjen: 


m 


/ 


v dv ■ 


v% 

h 

v s 


mv z __ m v\ z 

2 2 


e quajmë energji kinetike. Nga kjo fifcojmë: 

T z — T^ — U\ — U 2 

~ose 

r* + = 2^ + 17, (6) 

Kjo formuie tregon se te lëvizja në veprimin e forcës \konservative 
.shuma e energjisë kinetike dhe potenciale mbetet e pandryshuar. Ky 
është ligji i ruajfcjes së energjisë mekanike, Shohim se ky ligj paraqet 
integralin e parë të ekuacionit të lëvizjes. Prandaj mund te zgjidhja e 
problemeve mekanike, ku veprojnë forcat konservative, mund fcë fi- 
llojmë nga ligji mbi ruajtjen e energjisë, në vend që fcë fillojmë nga 
ekuacioni i lëvizjes. Kësisoji njehsimi është shkurtuar për një integrim. 


Forca, drejtimi i veprimifc të së cilës ëshfcë i përcakfcuar me rreze 
vektorin e një pike të përforcuar, quhet forcë qendrore. Kjo pikë quhet 
qendër e forcës, ndërsa vetë forca përkufizohet në këfcë formë fcë për- 
„gjithshme: 


f = f(r)r 0 ^g(r)r 


ku është g(r) = f(r)/r dhe si madhësi skalare mund të jenë pozifcive 
apo negative në varshmëri prej fakfcifc, a është dëbuese apo fcërheqëse. 
Për lëvizje nën veprimin e forcës qendrore vlen ligji i sipërfaqeve fcë 
barabarta të cilin do ta përfitojmë në vazhdim. 

Qendrën e forcës do ta marrim për fiilim të vekfcorit fcë pozifcës së 
.grimcës. Ekuacionin e lëvizjes 



LEVIZJA E PIKJËIS MATERIALE 


31 


/ = m v 

do ta shmnëzojmë nga ana e majtë me vektorin e pozitës në mënyrë 
vektoriale. 



Te forcat qendrore vektori i forcës / është paralel me vektorin e pozi- 
■ > 

tës r, prandaj prodhimi i tyre vekfcorial ëshfcë i barahartë me zero. Pra, 


r 


Në anën tjetër vlen 


rxy = o 


I mhledhim këto dy formula 

rxv+rxv = 0 
ose 

-j-(rxv) =0 

dt 

E integrojmë këtë shprehje dhe fitojmë: 

7xv = 2C < 1 ) 

ku C është një vektor konstant. Pra, te lëvizja nën veprimin e forcës 
qendrore prodhimi vektorial i vektorit të pozitës dhe i vektorifc të 
shpejtësisë mbetet konstanfc. Meqë prodhimi vekfcorial qëndron normai 

në rrafshin të cilin e përcaktojnë vektorët r dhe v edhe ky rrafsh do 
të mbetet konstant. Kështu kerni arrijtur deri te përfundimi mjaft i 
rëndësishëm për forcat qendrore i cili tregon se rruga e pikës mate- 
riale e cila leviz nën veprimin e forcës qendrore qëndron në një rrafsh. 
E shumëzojmë fomulën (1) me masën e pikës mafceriale: 

r x mv = 2 mC 

Në anën e majtë të shprehjes kemi fituar momentin e sasisë së lë- 
vizjes: 
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dr 



. L = 277ZC (2) 

Kuptojmë se te lëvizja nën veprimin e for- 
cës qendrore momenti i sasisë së lëvizjes 
ëshfcë ko'nstant. 

Do t'i japim një interpretim gjepmet- 
rik shprehjes (1). Këtë shprehje mund ta 
shkruajmë edhe në formën 


ose 


rXtj = rx 


dr __ r x dr 
dt dt 


Fig. 6 


r x dr 
2 dt 



Në fig. 6 është paraqitur sipërfaqja e paralelogramit e cila është e 

barabartë me intensitetin e prodhimit vektorial r x dr . Vektori dr 
shumë pak dallohet nga rruga e kaluar e pikës materiale. Gjysma e 
kësaj sipërfaqeje është vijëzuar dhe tregon sipërfaqen të cilën e për- 
shkruan vektori i pozitës në kohën dt Kur këtë e pjsëtojmë me di fi- 
tojmë siperfaqen të cilën e përshkruan vektori i pozitës në njësi të 
kohës. Pormula (1) tregon se kjo .sipërfaqe është konstante. Kështu 
treguam se te lëvizjet qendrore rreze vektori në njësi kohe të harabartë 
përshkruan sipërfaqe të barahartë. Ky ligj vlen edhe për lëvizjen e pla- 
neteve rreth Diellit dhe njihet si ligji i dytë i Keplerit. Natyrisht se ka 
kuptim më të gjerë meqë vlen jo vetëm për lëvizje të planetëve, por 
për çfarëdo lëvizje nën veprimin e forcës qendrore. 


8. E PLAMETEVE 


Planetët lëvizin rreth Diellit nën veprimin e forcës së gravitacionit. 
Kjo forcë është e drejtuar kah qendra e Dieilit dhe përcaktohefc me 
ligjin e Njutnit për gravitacion 


G 


M ra 


r<> 


( 1 ) 


Në këtë shprehje janë: M — masa e Diellit apo në përgjithësi masa e 
trupit qendror, m — masa e planetit apo në përgjithësi masa e trupit 
i cili lëviz rreth trupit qendror, r — largësia në mes të qendrave të kë- 
tyre trupave. Ligji i Njutnit për gravitacion shpreh faktin se forca tër- 
heqëse në mes të trupave është proporcionale me masat e tyre dhe 
proporcionale e zhclrejtë me kafcrorin e largësisë nga qendrat e tyre. 
Faktori i proporcionalitetit G quhet konstante universale e gravitacio- 
nit dhe në sistemin MKS ka vlerën G = 6,664 ♦ 10- 11 m 3 kg~ l s~V 
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Shenja minus duhet të shkruhet sepse forca është tërheqëse, forcë 
e cila ka kah të kundër nga r 0 , 

?? P ari do të tregojmë se forca e gravitacionit është konservative 
Per ketë arsye formulën (1) do ta shkruajmë në formën 


/ 


r Mm ~ + 

■ o- r 

r 5 


Kërkojmë rotorin e kësaj force, duke shfrytëzuar formulën për rotorin 
e prodhmut të skalarit dhe vektorit. Pitojmë: 


roif 


G- rot r — G Mm grad — x r 

r 3 r 3 


Anëtari i parë është i barabartë me zero, sepse rot r — 0. Do të kemi: 


rot f — 3 M m G 


r a x r 


prej nga 


rot / = 0 


sepse prodhimi vektorial i vektorëve paralelë është i barabartë me 
zero Meqe fusha e gravitacionit qenka fushë pa shtjella, atëherë kio 
mund te shprehet me ndihmën e potencialit të vet sipas formulës 

/ grad U 

Pasi që forca e gravitacionit është edhe force qendrore gradientin mund 
ta shprehim si derivat në kah të r. Pra, 


/ 


dU 

dr 


shumëzojmë me dr 


ose 


/ dU r Q 


dU =— / dr 

Zëvendësojmë vlerën e forcës dhe fitojmë 


U = GMm 


/■ 


dr 

r 2 


d.m.th. 


3 Hvrift nii fcn. ib-Q 
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u= - E M J1L ( 2 ) 

r 

Shprehja (2) tregon se potenciali i gravitacionit është proporcional i 
zhdrejtë me largësinë në mes të qendrave të trupave. 


h) Përcaktimi i rrugës 

Më parë treguam se forca e gravitacionit është konservative, pran- 
daj për trup i cili lëviz rreth trupit qendror mund të shkruajmë ligjin 
mbi ruajtjen e energjisë mekanike. Energjinë totale do ta shënojmë 
me E . 


m v 2 
2 


4 U^E 


(3) 


pjesëtomj me 


2 


m m 

Njehsimin do ta kryejmë në koordinata polare të rrafshit. Katrorin e 
shpejtësisë do ta shprehim si shumë të katrorëve të komponenteve 
polare 

v l ~ Vr + v 2 = r 2 + r\ f 
Këtë vlerë dhe (2) e zëvendësojmë në (3') 


r 2 4 r*cp 2 


2 GM = 2J& 
r m 


Ne dëshirojmë të përcaktojmë rrugën e planetit apo të pikës materiale 
rreth trupit qendror, në të cilin ekuacioni r duhet të shprehet si funk- 
sion i cp. Prandaj do të tentojmë që në shprehje të paraqesim derivatin 
e r sipas <p. E kryejmë sipas rregullës së de rivatit të funksionit të për- 
bërë 


Zëvendësojmë: 



(4) 
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Nga (4) duhet të eliminohet <p e cila në vetveti përmban kohën t E 
dijme se lëvizja kryhet nën veprimin e forcës qendrore, prandaj duhet 
te vlejë hgji i shpejtësisë sipërfaqësore konstante. Pra, 


r x v = 2 C 

Gjithashtu e dijmë se 


) r x u| = r.v^ — rr<p~ r 2 cp 


prej nga për 9 fitojmë 


Këtë e zëvendësojmë në formulën ( 4 ) 

1 / dr \ 3 + J GM _ E 

r 4 V d<p j r 2 2CV 

Do të shënojmë shkurtimisht me 


dhe 


do të fitojmë: 


4C 2 

GM 


_E s a -X 

2 mC 2 v ?r 


(5) 


( 6 ) 

(7) 


JL / dr \8 + JL _ JL ^ JrJ 

r 4 \ dty / r 3 pr p 2 
Paraqesim ndryshoren e re 


( 8 ) 


1 

P=-— (9) 

dhe derivatin në anëtarin e parë të (8) e shprehim si derivat të funk> 
sionit të përbërë 

dr _ dr dp 1 dp 

d<ç dp d<ç p 2 d<ç 

Zëvendësojmë 
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dhe litojmë 



( 10 ) 


I ndajmë ndryshoret 


Integrojmë 


dhe fitojmë: 



( 11 ) 


( 12 ) 


ose 


pp — 1 -1- s sin (<p + <p 0 ) (13) 

Konstanten e integrimit e përcaktojmë nga konditat fiilestare. Do të 
vendosim hoshtin polar të sistemit koordinat kështu që të kalojë nëper 
afel, nëpër atë pikë të rrugës e cila është më së largu nga qendra e for- 
cës tërheqëse. Atëherë për <p = 0, r duhet të ketë vlerë maksimale, kurse 
p vlere minimale. Vlera më e vogël e prodhimit pp sipas formulës (13) 
është e harahartë me 


PPmin " 1 & 

Këtë vlerë do ta ketë shprehja (13) atëherë kur 

sin 1 


ose kur 


3tc 

Vlerën e fituar të konstantes së integrimit e zëvendesojmë në (13). Do 
të kemi: 
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pp — 1 + s sin 



= 1 — £ COScp 


Shfrytëzojmë (9) dhe përfundimisht fitojmë: 


Ky është ekuacioni i rrugës të cilën e përshkruan trupi te lëvizja nën 
ndikimin e forcës tërheqëse. Nga gjeometria e dijmë se ekuacioni (14) 
mund të jetë elipsë, parabolë apo hiperbolë. Forma e lakores varet 
prej vlerës së ekscentricitetit numerik e. Kur 

e < 1 do të kemi elipsë 
e — 1 parabolë 
e > 1 hiperbolë. 

Qendra e forcës tërheqëse gjendet në njërën vatër të këtyre lakoreve. 

Te planetët të cilët vazhdimisht qëndrojnë në afërsi të Diellit vjen 
në shprehje vetëm ajo lakore e cila nuk ka pika pambarim të larguara, 
e kjo është elipsa. Kështu përfituam ligjin e parë të Keplerit i cili vër- 
teton se planetët lëvizin rreth Diellit nëpër rrugë eliptike në njërën va- 
tër të së cilës gjendet Dielli. Ky ligj ka kuptim më të gjerë, sepse vlen 
edhe për lëvizjen e satelitëve rreth planetëve të vet, për lëvizje të sate- 
litëve artificialë rreth Tokës apo për lëvizje të kometave. Vlen të ceket 
se kometat apo meteorët mund të kenë edhe rrugë parabolike apo hi- 
perbolike. 

Ekscentricitetin numerik s të cilin e kemi paraqitur me formulën 
(7) tregon se forma e rrugës varet prej energjisë totale E. Kur është 
E < 0, rruga është elipsë, për E = 0 parabolë, kurse për E > 0 hiperbolë. 
Prandaj është e nevojshme të diskutohet mundësia e energjisë totale. 
Kjo është e barabartë me shumën e energjisë kinetike dhe potenciale 
në . çfarëdo kohe ’ pra edhe ne kohën 1 - 0 kur kemi filluar të shqyr- 
tojmë lëvizjen. Nëse vlerat e veçanta në kohën t = 0 i shënojmë me in- 
deksin zero do të kemi: 


E = T 0 + V Q 

prej nga shohim se parashenja e energjisë totale varet nga kondita 

T 0 '~=,~~V 0 

> 


Shpejtësinë fillestare të trupit do ta shënojmë me v ot kurse poziten fi- 
llestare me r 0 dhe për energji kinetike përkatësisht potencial do të 
kemi: 
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mVp < GMn 
2 ^ T 0 

ose 

2 < 2GM 

v 0 2 ~ — 

> r w 


( 15 ) 


Shohim se forma e rrugës varet prej shpejtësisë fillestare të trupit. Në- 
se ajo është më e vogël se vlera kritike në anën e djathtë të formulës 
(15) rruga do të jetë elipsë, nëse nuk është, rruga do të jetë parabolike 
apo hiperbolike. Në rastin e parë trupi do të lëvizsë rreth qendrës tër- 
heqëse, kurse në dy rastet tjera do t*i afrohet qendrës tërheqëse nga 
njëra anë dhe prapë do të largohet duke mos u kthyer kurrë më. 

Nëse dëshirojmë që trupi i hedhur në lartësinë r 0 të bëhet satelit 
i Tokës, atëherë duhet dhënë shpejtësi fillestare më të vogël se ajo 
kritike. Për Tokën kjo shpejtësi kritike ka vlerën 11,2 km/s. Për shpej- 
tësi me të madhe se ajo kritike, trupi do të lëshojë fushën e tërheqjes 
së Tokës. Kjo shpejtësi kritike quhet Shpejtësi e dytë kozmike. Fërveç 
saj ekziston edhe shpejtësia e parë kozmike. Trupi me këte shpejtësi 
bëhet satelit artificial i Tokës. Për Tokën e ka vlerën 7,9 km/s. 


c) Ligji i tretë i Keplerit 

Bo të kufizohemi për lëvizje nëpër rrugë eliptike. Elipsa është la- 
kore e mbyllur, prandaj mund të definojmë kohën e një rrotuliimi të 
plotë. Do ta shënojmë me T. Meqë C është shpejtësi e sipërfaqes atëherë 
prodhimi CT paraqet sipërfaqen të cilën e përshkruan vektori i pozitës 
për kohën e një rrotullimi rreth qendrës tërheqëse, Kjo sipërfaqe, 
është sipërfaqja e elipsës. Pra duhet të vlejë 

CT = ab% (16) 

ku me a dhe b kemi shënuar gjysmëboshtet e rrugës eliptike. E dijmë 
nga gjeometria se parametri i elipsës p është i lidhur me gjysmëbosh- 
tet e saj sipas formulës 

b 2 

P= — 
a 

Ngrisim në katror (16) dhe zëvendësojmë vlerën e fundit: 

C*T Z = a 3 pn z 

dhe sipas (6) 

2“ = a? (17) 

GM 

Shprehja e fxmdit njihet si ligji i tretë i Keplerit që thot: Katrorët e 
kohëve të rrotullimit të planetëve rreth Diellit janë proporcionalë me 
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kubet e largësive të tyre mesatare nga Dielli. Këtu merret në konside- 
rim fakti se gjysmëboshti i madh i elipsës është i barabarfcë me vlerën 
mesatare të pikave ekstremale të larguara nga njëra vatër e elipsës. 
Sipas përshkrimit të këtij ligji planetët më afër Diellit duhet të rro- 
tullohen rreth tij për kohë më të shkurtër. 

9. LËVIZM E SATELITËVE E SHNDËEEUAE NË FROBLEM 

TE DY TRXJPAVE 

Do të shënojmë me m x masën e satelitit i cili rrotullohet rreth pla- 

— » — > 

netit me masë m y kurse me n dhe R vektorët e pozitave të tyre, Atë- 
herë vektori i pozitës së sateliiit ndaj planetit shprehet me vektorin 

r = n~R (X) 

Të gj ithë satelitët e sistemit planetar fcë Diellit lëvizin në afërsi të pla- 
netëve, ashtu që intensiteti 1 vektorit (1) është shumë i vogël në kra- 
hasim me largësinë s të planetit nga Dielli. Për këtë arsye edhe largë- 
sxnë e satelitit nga Diellx mund ta shënojmë me s. Gjithashtu mund të 
supozojmë se forcat tërheqëse në mes të Diellit dhe planetit përkatë- 

sisht në mes të Diellit dhe satelitit janë paralele. Nëse me s 0 shënoj- 
më vektorin unitar prej planefcit kah Dielli, kurse me M masën e tij, 
forca tërheqëse do të jetë: 


kurse për satelifc 


F' 


~ Mmi — 

Q $ 


Nëse nuk i përfillim forcat tërheqëse të trupave tjerë të sistemit Di- 

ellor, atëherë në planet përveç forcës F vepron edhe forca tërheqëse e 
satelxtifc: 


?,=g 

r 3 


Kurse në satelit përveç forcës F' edhe forca tërheqëse e planetxt e 
shprehur në formën: 

~> , Gmmt -* 

Fi =- r 


Ekuacioxiefc dxferenciale të lëvizjes së planetit dhe safcelitxt do të kenë 
formën: 
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m 




d 2 R 

= G ■ 

Mm 

- s 0 + G 

m 
+ ** 

(2) 

d t 2 

s 2 

/ 

r 3 


• = G 

Mm% 


mm x 
• 2- r 

(3) 


r 3 


Shuma e këtyre ekuacioneve është: 


d z R . d 2 n ~ M(m + m } ) -* 
rn + rn x — — = G s rt 


dt z 


dt 2 


Nëse me A shënojmë qendrën e masave m dhe m ly atëherë vektori i 
pozitës së kësaj pike shprehet me ekuacionin 


(m + m ± ) h — mR + m{r x 


prej nga rrjedh 


, , , d z h d z R d z r, 

(m + m x ) — m + m x 

dt 2 dt 2 dt 2 


zëvendësojmë (2) dhe (3) 


, , , d 2 h ^ M(m + md z* 

(m + m x ) “ G s Q 

dt 2 s 2 


(4) 


Ky është ekuacioni i lëvizjes së qendrës A të masave m dhe m x . Kup- 
tojmë se qendra e përbashkët e masës së planetit dhe satelitit lëviz 
rreth Diellit thuajse në të është e koncentruar masa (m + m x ). Thjesh- 
tojmë me m ekuacionin (2) dhe me ekuacionin (3), i zbresim dhe 
shfrytëzojmë (1). Do të kemi: 

dfr x __ d z R ^ d z 7 
dt 2 dt 2 dt 2 


përkatësisht: 

d 2 r _ m x (m + m\) 

mi — ~~ G r 

dt 2 r 3 

Ky është ekuacioni diferencial i lëvizjes së satelitit rreth planetit dhe 
na tregon se sateliti lëviz ashtu sikur planeti të ishte i palëvizshëm, të 
kishte masën (m + mv) dhe vetëm kjo do të tërhiqte satelitin. Kështu 
problemi i satelitit redukohet në problem të dy trupave. 
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Nëse kohën e rrotullimlt të satelitit rreth planetit e shënojmë me 
Ti, kurse me a x gjysmëboshtin e madh të elipsës së tij, atëherë në më- 
nyrë analoge sikurse në (17) të mësimit te kaluar do të kemi: 

G(m -r m\) = — i — - 
T* 

Do të shënojmë me T kohën për të cilën pianeti rrotullohet rreth Die- 
Ilit, kurse me a gjysmëboshtin e rrugës së saj dhe fitojmë: 

G(M + m + m t ) = 4 LLL 

Nga të dy ekuacionet e fundit kemi: 


m + m x __ /a t V / T \ 2 
M + m + \a/ \Ti) 

Zakonisht masa e satelitit është shumë e vogël në krahasim me masën 
e Diellit apo planetit, prandaj si e tillë është e papërfillshme. Duke u 
bazuar në këtë arsyetim formula e fundit reduktohet në 

m _ /ai_\ 3 / T 
M \a) IrJ 

Me ndihmën e kësaj shprehje, duke njohur kohën e rrotullimit të sa- 
telitit rreth planetit (T x ), kohën e rrotullimit të planetit rreth Diellit 
(T) dhe gjysmëboshtet e mëdhenj të rrugëve të tyre ai dhe a mund 
të njehsojmë marrëdhënien e masës së planetit ndaj masës së Diellit. 
Në këtë mënyrë Njutni në „Principe” e ka njehsuar masën e Tokës, 
Jupiterit dhe Saturnit. Aso kohe Urani dhe Neptuni kanë qenë të pa~ 
njohur sikurse edhe satelitët e Marsit. 


Gjatë shqyrtimit të lëvizjes së planetëve është e nevojshme që për- 
veç forcës tërheqëse me të cilën vepron Dielli në to të merret në konsi- 
derim edhe tërheqja e tyre reeiproke. ICy problem njihet si problem i 
„n” trupave. 

Që problemin ta shprehim në gjuhën e matematikës vektorët e 
pozitave të masave m 2 , m 3 ,.. r„. ndaj një pike O të sistemit koordi- 

nat të cilin do ta mendojmë të palëvizshëm do t’i shënojmë me n , r 2 , 

r 3 . . . r„. Pozita relative e masës ndaj masës m { shprehet me vek- 
torin: 
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> 

r ik » r fc - n 

Nëse me s,-* shënojmë intensitetin e vektorit r,*, atëherë herësi — - pa- 

&ik 

raqet vektorin unitar nga masa rrii kah masa m k . Meqë gjatësitë s ik dhe 
Sh gjithmonë janë pozitive, do të vlejë: 


Sik Ski 

Nga kjo rrjedh se masa m k vepron në masën m { me forcën: 


morik r ik 
S 2 tk s ik 


— G m{m k 


n - Tj 
S*ik 


Forcat tërheqëse të masave tjera m x , m z . . .m n në masën i fitojmë 
nëse në shprehjen e fundit indeksin k e zëvendësojmë me 1, 2, 3 . . .n. 
Nëse marrim në shqyrtim të gjitha forcat të cilat veprojnë në masën 
??? ; atëhere fitohet ky ekuacion diferencial i lëvizjes së saj: 


rrii - 


6} r k 

df 



mim k 


nzJs 

s** 


Nën shenjë të shumës duhet të merren në konsiderim të gjitha masat e 
sistemit përveç masës m t . 

Ekuacioni i fundit në të njëjtën kohë na paraqet ekuacionin e lë- 
vizjes së çfarëdo mase m x , m 2 , m 3 . . .m n nëse në vend të indeksit „i” 
shkruajmë indeksit 1, 2 Prandaj „n” ekuacionet vektoriale të 
shrehura në formën: 

vhi ~~ = G V rri{fn k — — --- 1,2, .. .n (1) 

dt z Zj 

k 

paraqesin ekuacionet diferenciale të lëvizjes së masave ra x , m 2 . . . m n . Të 
gjitha këto ekuacione diferenciale janë të rendit të dytë dhe se integri- 
mi i tyre i plotë do të jepë 2 n ekuacione vektoriale apo §n ekuacione 
skalare, në të cilat vektorët e pozitës dhe vektorët e shpejtësive të „n'* 
trupave do të shprehen si funksion të kohës t. Me aparat matematik 
është e mundur të përfitohen vetëm tri integrale vektoriale dhe një 
skalar nga të gjitha integralet pa marr parasysh numrin „n” të trupa- 
ve qiellorë. Këto integrale njihen si integrale të përgjithshme të pro- 
blemit të „n” trupave. 
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11. INTEG-RAIiET E PËRGJITHSHME TË PROBLEMIT 
TE „n” TRUPAYE 

Në ekuacionet (1) çdo kombinim i dy masave arbitrare m t dhe m k 
paraqitet dy herë. Këtë mund ta kuptojmë lehtë nga fakti se kur në- 
anën e majtë të (1) gjendet shprehja: 

d z r f 


atëherë në anën e djathtë paraqitet anëtari: Gmorrik 



Ti 


ndërsa, kur 


në anën e majtë gjendet shprehja: 


m k 


6} r t 

dt z 


në anën e djathtë do të kemi anëtarin: Gmjn k 


Ti - n 
s% 


Meqë s ik — s kh atëherë të gjitha çiftet e anëtarëve prej të cilëve përhë* 
het ana e djathtë e ekuacioneve të larta paraqitet me këto çifte: 


Gm(m k — — — dhe Gm s m k — — — 

Nëse kërkojmë shumën e n ekuacioneve (1), atëherë ana e djathtë mund^. 
të shndërrohet në çifte, kështu që çdonjëri prej tyre do të jetë i ba- 
rabartë me: 


Gm(m k — — — + Gm{m k - — — = 0 

S S ik S S i k 


Në këtë mënyrë ana e djathtë e ekuacioneve (1) do të jetë e barabartë ; 
me zero. Fitojmë: 



( 2 >: 


Do fc'i shumëzojmë ekuacionet (1) me radhë me vektorët e pozites 

r u . . . r n> në mënyrë vektoriale dhe i mbledhim. Në shumën e anës; 
së djathtë çdo çift gjegjës i anëtarëve do të jepë: 
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g Wi7W> [ n x (7 t - r.) +T t x (7, - n) ] = 

S*ik 

— G T ” lWt - t -[r,x7 t + r t Xr l ] =0 
s 3 «jfe 

Duke u bazuar në këtë ana e djathtë e (1) do të jetë e barabartë me 
zero. Do të kemi: 



t 


Nëse ekuacionet (1) i shumëzojmë me radhë, në mënyrë skalare me 

— v — > 

dr ly dr z . . . dr n dhe i mbledhim në shumën e anës së djathtë çiftet e 
përmendura do të jenë: 

G [<r t - r,) dr, + (r, - r t ) dr k \ = 

S 3 ik 


s\k 


Meqe vlenë 


(n ” n) = r ik dr ik = s ffc ds* 

çiftet do të reduktohen në: 


dhe fitojmë: 


G 


d 2 r t r* 

m i__ 


S 2 j fe 


ds ife 


G 


V 


mm k 


j Z-u s ^ 


ds lfe 


(4) 


Në shumën e dyfishtë në anën e djathtë paraqitet çdo kombinim i ma- 
save dhe m k vetëm një herë, meqë çdonjëri prej çifteve të larta ka 
dhënë nga një anëtar. 

Ekuacionet diferenciale të përfituara (2), (3) dhe (4), lehtë mund 
të integrohen. Fillojmë nga (2) i cili pas integrimit të parë dp të ketë 
formën: 
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rrh 




dri 


dt 




(5) 


ku me B kemi shënuar një vektor konstant i cili nuk varet nga koha. 
E integrojmë edhe një herë shprehjen e fundit dhe fitojmë: 



rrti Ti = D + Bt 


( 6 ) 


ku vektorx D gjithashtu nuk varet nga koha. 
Që të integrojmë (3) fillojmë nga shprehja: 


7 , x = A / 7, x *L'k 

dt 2 dt \ dt } 

zëvendësojmë në (3) 



f 


dhe integrojmë 



i 


(7) 


ku C gjithashtu është vektor konstant. 

Edhe ekuacioni (4) lehtë mund të integrohet. Në të vërtetë ana e 
djathtë e tij paraqet diferencialin e shprehjes skalare: 


U = G 



( 8 ) 


në të cilin çdo komhinim i masave m { dhe m k paraqitet vetëm një herë. 
Skalari U quhet funksion i forcës së sistemit. 

Meqë 


dri 

~dt 




- Vi 


( 9 > 


paraqet vektorin e shpejtësisë së masës m { dhe pasi vlen 
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d 5j- d r'^A. 

dt 2 dt 


dr t ~ Vi dVi 


tekuacioni (4) do të ketë formën: 

rrii Vi dvi — XJd 


(dhe pas integrimit fifcojmë: 


ku me h kemi shënuar konstanten e infcegrimit. 

Integralefc e fituara (5), (6), (7) dhe (10) të cilat së bashku mund 
fcë zëvendësohen me dhjefcë integrale skalare quhen integralet e për- 
;gjithshme të probiemifc të „n” trupave. 

Të dy integralet (5) dhe (6) quhen integralet e qendrës së masës. 
Vektori i pozitës S i qendrës së masave m lt shprehet me 

ekuacionin vektorial: 



/ 


Derivojmë dy herë sipas kohës dhe fitojmë: 



/ i 


( 11 ) 


ishfrytëzojmë (2): 


d 2 S 
dt z 


- 0 


'Shprehja e fundit paraqet vektorin e nxitimifc fcë qendrës së masës dhe 
pasi gjithmonë është i barabartë me zero, kjo qendër lëviz në mënyrë 

të njëfcrajtshme drejfcvizore. Nëse me v shënojmë vektorin e shpejtë- 
.sisë së kësaj qendre, atëherë nga derivati i parë i (11) do të kemi: 



/ 
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ose 



kurse nga (6) dhe (11) rrjedh: 



( 12 ) 


Ky eshtë ekuacioni i lëvizjes së njëtrajtshme drejtvizore të qendrës së 
sistemit, ku t luan roiin e parametrit. 

Integrali vektorial (7) quhet integral i sipërfaqes. Sikurse edhe në 
problemin e dy trupave, prodhimx vektorial: 



paraqet dyfishin e sipërfaqes të cilën e përshkruan vektori i pozitës n 
i masës rrii në njësi të kohës. Ekuacioni (7) tregon se shuma e sipër- 
faqëve e shumëzuar me masat gjegjëse 'të trupave është një vektor 
konstant. 



II. OSHILIMET 
1. OSHILIMET HARMONIKE 

a) Oshilatori iinear 

Pika materiale e Hdhur për një pikë të caktuar të hapësirës me 
forcë e cila është proporcionale me largësinë nga kjo pikë quhet oshi- 
lator. Pika e hapësirës ndaj së cilës tërhiqet pika materiale quhet po- 
zitë e ekuilibrimit të oshilatorit. Kur kjo gjendet në pozitë të ekuilibri- 
mit, atëherë në të nuk vepron forca. Largësia e pikës materiale nga 
pozita e ekuilibrimit quhet eiongacion i oshilatorit. Nga veprimi i for- 
cës e cila oshilatorin e lidhë me pozitë të ekuilibrimit, pika materiale 
mund të largohet deri te ndonjë pikë maksimale të cilën e quajmë 
amplitudë të oshilimit. Lëvizja të cilën e kryen oshilatori e quajmë 
oshilim. 

Së pari do të shqyrtojmë rastin me të thjeshtë te e cila pika ma- 
teriale mund të lëvizë vetëm nëpër një drejtim. Do të kemi oshilatorin 
linear. Për këtë oshilator do të përcaktojmë varshmërinë e elongacio- 
nit nga koha. 

Do të vendosim qendrën e sistemit të koordinatave në pozitën e 
ekuilibrimit të oshilatorit me boshtin x në drejtim të oshilimit. Duke 
shqyrtuar lëkundjen në këtë sistem të koordinatave elongacioni do të 
jetë i barabartë me abshizën x . Sipas definicionit forca është propor- 
cionale me elongacionin, prandaj mund të shkruajmë: 

f ~~ kx (1) 

ku me Jc kemi shënuar nje konstante proporcionaliteti e cila ka këtë 
kuptim fizik: Kjo është forcë kur pika materiale e ka elongacionin një 
njësi. Parashenja minus duhet të shkruhet, meqë forca gjithmonë vep- 
ron kah pozita e ekuilibrimit, kurse ky kah është i kundërt me elon- 
gacionin e oshilimit. 

Sipas ligjit të Njutnit për forcë do të shkruajmë prodhimin e ma- 
sës dhe e nxitimit: 


mv kx 


( 2 ) 


Shënojmë shkurtimisht 




(3) 



dhe nga (?) fitojmë 
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V + o (4) 

Për të gjetur varshmërinë e elongaciqnit nga koha këtë ekuacion di- 
ferencial duhet ta integrojmë. Për këtë qëllim do ta shumëzojmë me 

2v =? 2x. Fitojmë: 

2vv + Z<s) O 'XX^0 

Integrojmë: 

v 2 + to/ar 1 = A ( 5 ) 

ku me A kemi shënuar konstanten e integrimit. Këfcë do ta zëvendë- 
sojmë me një konstante tjetër e cila ka kuptim fizik. Kur pika mate- 
riale gjendet në largësi maksimale nga pozifca ekuilibruese, x = a ajo 
do të ndalet për një kohë të shkurtër që të ndërrojë kahun e lëvizjes. 
Në këtë pozitë shpejtësia e saj është e barabartë me zero. Zëvendësoj- 
më në (5) dhe fitojmë: 


A — (0 o 2 a 2 

Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (5) dhe shpejtësinë e shkruajmë si 
derivat të koordinatës sipas kohës: 

( z ) "• 


I ndajmë ndryshoret: 


co 0 dt 


dx 



dhe me integrim fitojmë: 


0 ) o t + 6 == arc sin 


x_ 

a 


ose 


x = asin (co 0 t + 5) 


( 6 ) 


4 Hyrje në fizlkë teorike 
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Elongacioni ndërron sikurse funksioni sinus dhe do tl ketë të gjitha 
vlerat prej — a deri në a, ku a është ampiituda e lëkundjes. Kjo në 
shprehje është paraqitur si konstante e integrimit. Konstantja e dyte 
e integrimit 8 quhet konstante e fazës. 

Pika materiale kryen lëvizje rreth pozitës së ekuilihrimit. Elon- 
gacioni përshkruhet me funksion sinus. Këto lëkundje quhen lëkundje 

sinusoidale ose oshilime harmonike. ■ . .. . , 

Për të caktuar kuptimin fizik të madhesise o> 0 te cilen formalisht 
e kemi paraqitur me (3) duhet theksuar se oshilimi është iëvizje ptf- 
riodike e cila përsëritet pas një kohe T. Kjo kohë quhet periode e le- 
kundjes. Kur kohën t e zmadhojmë në t + T, duhet të fitojme te njejtm 
elongacion sikurse në kohën t Pasi perioda e funksionit sinus eshte^, 
edhe argumentet e funksionit sinus duhet të ndryshojnë per 2ic. Pra f 




(t+T) + 8-<Oot + 8 + 2Tc 


ose 


0) o T = 2ir 


d.m.th. 


0) o = 


2tc 

T 


(7) 


Kë vend të periodës T } mund të paraqesim vlerën e saj reciproke 


Ji_ = v 

T 

Këte madhësi e quajmë frekuencë dhe është e barahartë me numrin e 
oshilimeve të kryera në një sekondë. Me ndihmën e frekuencës, (7) 
mund të shkruhet në formën: 


o) 0 = 2izv ( 8 ) 

Kuptojmë se 0) o është numri i oshilimeve të kryera në 2ic sekonda. Kjo 
madhësi quhet frekuencë rrethore apo ciklike. Tani mund ta njehsojmë 
periodën e lëkundjeve. Sipas (3) është: 


2tc 

"F- y m 



_ 1/ k 


kurse sipas (7) 
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dhe për periodë fitojmë forrrmlën: 





(9) 


Në zgjidhjen e përgjithshme (6) paraqiten edhe dy konstante të inte- 
grimit. Nga aspekti matematik ato janë plotësisht arbitrare. Që t'i për- 
caktojmë për lëvizje konkrete fizike, duhet të dijmë gjendjen fillestare 
të lëvizjes së pikës materiale. Të supozojmë se në fillim të lëvizjes pika 
materiale është nisur nga pozita ekuilibruese me shpejtësi të njohur 
t^o. Pra, 

për t “ 0, x = 0 dhe x~ v 0 (10) 

Pasi të zëvendësojmë në (6) fitojmë: 


0 = a sinS 
v 0 ~ co 0 a cos6 


Nga ekuacioni i parë fitojmë: 5 = 0, kurse nga i dyti: a ~ 
fundimisht fitojmë: 



dhe për~ 


V Q 

x= — smco 0 f ( 11 ) 

Zgjidhjen (6) do ta paraqesim edhe në një formë e cila është mjaft 
karakteristike. Për këtë arsye e zhvillojmë formulën (6): 

x — a sin c o 0 t cos5 + a cos c o Q t sin5 

Në vend të a dhe 5 paraqesim dy konstante të reja me zëvendësim 

A = a cos5 B = a sino 

dhe zgjidhjen e fitojmë në formën: 

x = A sin c f> 0 t + B cos c %t ( 12 ) 

Shohim se oshilimet (6) mund të shprehen si superponim të dy 
oshilimeve harmonike, njërës të shprehur me funksionin sinus, kurse 
tjetres me funksionin kosinus. Punksionet sinw 0 £ dhe cosc o 0 t e këna- 
qm ekuacionin diferencial të eilin mud ta shkruajmë në formën: 

x+o) 0 2 x = 0 ( 13 ) 

Kët funksione quhen integrale partikulare të ekuacionit diferencial 
(13). Integrali i përgjithshëm (12) i ekuacionit diferencial (13) para- 
qitet si kombinim linear i këtyre integraleve partikulare. Kjo është 
rregull e përgjithshme matematike e cila vlen për të gjitlia ekuacionet 
lineare diferenciale.i' 



HYRJE NSS FXZIKE TSOBIKE 


U b) Mënyra e dytë e zgjidhjes së oshil^torit Jtn$#r 
Ekuacionin diferencial të oshilatorit linear 

X + b) 0 z X = 0 

do .ta zgjidhim në një mënyrë tjetër, e çila përdoret për zgjidhjen e 
prohi.eiheye të kësaj natyre. E1 derivojmë edhe një herë sipas kohës t 

'x + w 0 2 x = 0 

zëvendësojmë 

y=-x 

dhe fitojmë 


y + tafy = 0 

Kemi fituar të njëjtin ekuacion diferencial prej të cilit edhe kemi fi- 
lluar. Shohim se funksioni x(t) e kënaq të njëjtin ekuacion diferencial 
sikurse edhe derivati i tij y. Kjo është e mundur atëherë kur kemi të 
bëjmë me funksion eksponencial. Prandaj do të marrim si zgjidhje 
të ekuacionit diferencial funksionin eksponencial: 

x = e pt 

Ka ngelur të përcaktojmë konstanten p. Zëvendësojmë funksionin e 
propozuar në ekuacion diferencial dhe pasi të thjeshtësojmë me fak- 
torin eksponencial fitojmë ekuacionin karakteristik algjehrik: 

p 2 + (d z = 0 


Zgjidhja e tij është: 


p ~+ i(j) Q 


kurse integralet partikuiare: 

Integrali i përgjithshëm fitohet si kombinim linear i integraleve parti- 
kulare: 

x^Ç e 1 ®** + D e-% 1 ( 14 ) 

I perçaktiOjmë konstantet e integrimil;. d»ke sMrytëzuar konditat fiUes- 
tare (lp). Mtojmë: 


O = C + D 
% = i ♦ (C-D) 


Nga ekuacionx i parë C — — D, kurse nga i dyti C — 
Zëvendësojmë në (14) dhe fitojmë: 


Vo 

2 m Q 


v 0 e l ' w o f + 
0) o 2i 


ose 
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v 0 

x — - — smc o 0 t (15) 

Mirnd të paraqesim kondita tjera fillestarë të lëvizjes dhe te fitojmë 
shprehje tjetër për ëlongacion, Le të jetë i zhvendosur oshilatori për a 
nga pozita ekuilibruese dhe është lëshuar pa shpejtësi fillestare. Pra, 

për t-Q t x = a dhe x == 0 

Nga (14) fitojmë 

a = C + Z> 

0 = i (C - D) 
ose 


2 

dhe prapë zëvendësojmë në (14) 

e i<0 o t -f e -mj 

x-a — * : 

2 

ose 

x^a cos o ) Q t (16) 

Bezultati i fituar tregon se nga konditat fillestare të lëvizjes varet se 
a do te kryhet oshilimi sipas funksionit sinus apo kosinus. Kur oshi- 
latori vihet në veprim asisoji që së pari të zhvendoset dhe pastaj të 
lëshohet pa shpejtësi fillestare, atëherë elongacioni përshkruhet me 
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funksion kosinusi, por kur në pozitën ekuilibruese i jipet një shpejtësi 
fillestare, atëherë elongacioni shprehet me funksionin sinusi. Nëse oshi- 
latori vihet në veprim në çfarëdo mënyre tjetër, atëherë në shprehjen 
per, elongacion paraqiten të dy funksionet. 


c) Oshilatori tredimenzional 

Lirohemi nga supizimi se oshilimi mund të kryhet vetëm në një 
drejtim. Tani supozojmë se ajo mund të ketë zhvendosje në çfarëdo 
kahu. Edhe në këtë rast forca e cila vepron në pikën materiale do të 
veprojë gjithmonë kah pozita ekuilibruese dhe do të jete proporciona- 
le me zhvendosjen nga kjo pozitë. Kësisoji kemi të bëjmë me oshila- 
torin tredimenzional. Si shembull të kësaj force mund t’i cekim forcat 
elastike. Kur në pikën materiale vepron forca elastike dhe kjo është 
zhvendosur nga pozita ekuilibruese, atëherë paraqitet lëvizja oshiluese 
e pikës materiale. 

Për shqyrtim analitik të oshilatorit tredimenzional prapë do të 
vendosim qendrën e sistemit të koordinatave në pozitën ekuilibruese 
të tij. Elongacionin e përcakton vektori i pozitës së pikës materiale, 
kurse ligji i lëvizjes në këtë rast shprehet: 


m r —-k T ( 17 > 

Duke paraqitur konstanten <o 0 sipas (3) fitojmë: 

r+co/r—O ( 18 ) 

Ky ekuacion diferencial është identik me ekuacionin (13) vetëm se në 

këtë rast e panjohura është r. Për këtë arsye fitojmë të njëjtën zgji- 
dhje: 

r — A sin t o 0 i + B cos <o 0 t ( 19 ) 

Në anën e majtë gjendet madhësia vektoriale prandaj edhe anëtarët në 
anën e djathtë duhet të jenë vektorë. Meqë simo 0 £ dhe cosco^ janë ska- 
larë e vetmja mundësi mbetet që A dhe B të jenë vektorë. Për këte 
arsye në zgjidhje A dhe B janë paraqitur të karakterit vektorial. 

Shprehja (19) tregon se vektori i pozitës së pikës materiale mund 

të paraqitet si shumë e dy vektorëve: A sin<o 0 £ dhe B , cosw 0 £ të cilët 
kanë kahe konstante dhe vetëm gjatë kohës mund të ndërrojnë intensi- 
tetin e vet. E dijmë se kahet e dy vektorëve gjithmonë përcaktojnë një 
rrafsh dhe se shuma e tyre duhet të qëndrojë në të, Nga kjo rrjedh se 

vektori 1 pozitës r gjithmonë qëndron në s një rrafsh çka tregon se 
edhe pika materiale duhet të lëvizë në një rrafsh. Kjo është në pajtim 
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me faktm se te levizjet oshiluese vepron një forcë qendrore, nië forcë 
e_ drejtuar gjithmonë kah pozita ekuilibruese. Kemi treguar se lëvizia 
nen vepnrnm e forcës qendrore kryhet në një rrafsh e kështu ndo dh 
edhe te oshilatori. 

i f Përcaktojmë vijën të cilën e përshkruan pika materiale në 

kete rrafsh duhet zgjedhur disi fillimin e matjes së kohes. Më së lehti 
eshte qe kohën ta masim kur oshilatori kalon nëpër pikën më të lareët 
nga pozita ekuilibruese. Për këtë arsye duhet përcaktuar maksimumin 
e katrorit te vektorit të pozitës. Intensitetin e largësise së pikës ma- 


teriale nga pozita ekuilibruese e përcakton ]/ r\ prandaj mund të gjej- 
më maksimumin e r 2 . Sipas (13) kemi; 

r 2 = A 2 sin z 0 ) o t 4- B 2 cos * 0 > o t + ABsm 2 w 0 t 
derivati i kësaj shprehje duhet të barazohet me zero: 


2w 0 \{A 2 — B 2 ) sin2co 0 £ +2AB cos2oj 0 i J =0 

Kohën fillojmë ta masim nga kjo pozite ekstremale e oshilatorit. Në 
kete moment t - 0 kurse shprehja e mëparshme do të kënaqefc për 

AB=* 0 


E dijmë se prodhimi skalar i dy vektorëve është x barabarfcë me zero 
vetem nese ata qëndrojnë normai njëri ndaj tjetrit. Në kahe të këtyre 
vektoreve do te vendosim boshtet x dhe y të sistemit të koordinatave 
kenddrejta. Per kete rast do të kemi: 


A~iA 


B = jB 


ku me i dhe j kemi shënuar vektorët unitarë në kahe të boshteve Pi- 
tojme: 


r = i A sinoy 0 t + jB coso> 0 t 


Vektori r në këtë sistem të koordinafcave do të ketë komponenfcet: 

x — A sinw 0 i 

y = Bcoso> 0 t (20) 

Që të gjejmë lakoren nëpër të cilën lëvxz pika materiale nga (20) duhet 
fce elimxnohet koha. Pasi të ngrisim në katror dhe tl mbledhim anë 
per a,ne fitojmë; 
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& + t 
A ' 5 B 2 


( 21 ) 


Pra pika materiale te oshilatori tredimenzional lëviz hëpër elipsë. Me 
fjalë të tjera oshilimet eliptike paraqesin formën më të përgjithshme 
të oshilimeve. 

d> Zhërtnimi i oshiiimeve eMptike hë komponente lineare 

Do të marrim tani kondita të përgjithshme fillestare. Le të jetë 
— k — * — » — » 

në kohën t = 0, r = r Q dhe shpejtësia fillestare r = v 0 . Zëvendësojmë 
në (19) dhe fitojmë: 

» * — t — ♦ 

r Q - B v 0 = u> 0 A 


~ * 2) 

r = f 0 cosw 0 t + sinto 0 i 


( 22 ) 


Boshtin x e vehdosim ashtu që të përputhet me r 0 . Atëherë mund të 
shkruajmë: 


— > 

r 0 - i x 0 


Shpejtësia fillestare le të fcetë çfarëdo kahu. Do ta zhvillojmë në kom- 
ponente 


v 0 = i V dx H- j v \ 




dhe zëvendësojmë në (22): 


r = i l x 0 cos(o 0 i + sintOoi^ + j ~ 
\ to 0 / OJ 


sinto 0 i 

(0 o 


Shënojmë shkurtimisht: 




to 0 


Do të paraqesim konstantet e reja a dhe 5 me zëvendësim: 

x D = a sinS = a coso 


to 0 


dhe shprehja në kllapa kalon në 
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a(sin5 coso ) 0 t + eos5 sinto 0 i) = a sin(a> 0 t + 5) 

Prandaj vlen 

r = i a sin{m 0 t + 5) + j b $mm 0 t 
prej nga vektori i pozitës i ka komponentet: 

x — a sin(o ) 0 t + 5) 

y ^ b sinto 0 £ (23) 

Nga (23) shohim se oshilimi eliptik përhëhet nga dy oshilime lineare 
me frekuenca të njejta, por me amplituda të ndryshme dhe me një 
ndryshim faze 5. 

Nëse ndryshimi i fazës 5 i ka vlerat O dhe te atëherë vlen: 

x—±a sinw 0 £ 

dhe kur i pjesëtojmë: 

JL =± A 

x a 

fitojmë ekuacionin e drejtëzës. Pra, kur në mes të komponenteve nuk 
ka ndryshim faze ose ky ndryshim është iz, atëherë lëkundja eiiptike 
degjenerohet në lëkundje lineare. 

Rast tjetër kemi kur 5 ~ — dhe të dy amplitudat janë të njëjta 

2 

a = b. Atëherë (23) kalon në: 

x — a cosm 0 t (24) 

y~a sinw 0 i 
ose 

x 2 + y 2 — a z (25) 

Në këtë rast elipsa shndërrohet në rreth. 

e) Energjia e lëvizjes oshiluese 

Lëvizja oshiluese kryhet nën veprimin e një force konservative. 
Këtë do ta vërtetojmë së pari. Porca e cila e lidh pikën materiale me 
pozitën ekuilihruese është: 
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f~-kr (26) 

Rotori i saj është i barabartë me zero: 

rot f =— k rot r = 0 

meqë rot r = 0 

Meqë forca është konservative, kjo mund të shprehet me ndihmën e 
potencialit të saj. Që të përcaktojmë ketë potencial fillojmë nga for- 
mula e njohur: 

f -- grad U 

zëvendësojmë në (26) dhe shumëzojmë me dr 

grad U dr^ krdr 

integrojmë duke dijtur se vlen grad U dr = dU 

U = — kr z 
2 

Nëse zëvendësojmë vlerën për k — m co 0 2 mund të shkruajmë: 

U= — mm/r 2 (27) 

2 

Pika materiale e cila lëkundet e ka edhe energjinë e vet kinetike që 
shprehet me formulën: 

T = —m? (28) 

2 

Energjia totale e oshilatorit është: 

E = T+U = — (f 2 + (o 0 V) (29) 

2 

Për vektor të pozitës kemi shprehjen: 

r = A costo 0 t + B sina) 0 t 
Nga derivati sipas kohës fitojmë: 
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r =— A o> 0 si na) 0 t 4- B (o 0 cosc %t 


prej nga fitojmë: 

r 2 + o) a 2 r 2 » o) 0 2 (A 2 + B 2 ) 

dhe për energji fitojmë: 


E « — (0 o 2 (A 2 + B 2 ) 

2 

Shohim se energjia e oshilatorit është konstante dhe proporcionale me 
katrorin e amplitudës së lëkundjes. 

2. OSHiLIMET E SHUAEA 

a) Zgjidhja e ekuacionit të levizjes 

Deri më tani është supozuar se në pikë materiale e cila oshilon vep- 
ron vetëm forca që atë e lidh me pozitën ekuilibruese. Në këtë rast 
pika mund të oshxlojë lirisht, prandaj oshilimet e këtilla quhen oshi- 
lime të lira. Por nëse oshilimet kryhen në ndonjë mjedis rezistues, ky 
mjedis do të veprojë në lëvizje të tij . Oshilatori vazhdimisht do të har- 
xhojë një pjesë të energjisë së vet për zotërimin e rezistencës së mje- 
disit, Meqë energjia varet prej amplitudës së lekundjes, në mjedis re- 
zistues amplituda do të zvogëlohet vazhdimisht. Oshilimet në mjedis 
rezistues quhen oshilime të shuara, nëse në oshilator nuk vepron ndo-- 
një forcë e jashtme. 

E dijmë se forca e rezistencës së mjedisit është proporcionale me 
shpejtësinë e lëvizjes së trupxt. Këtë forcë do ta shkruajmë në formën 

— > 

f r =~ av, ku a është koeficient i rezistencës së mjedisit dhe paraqet 
forcën me të cilën mjedisi vepron në trup kur ky e ka shpejtësinë një 
njësi. 

Më parë kemi theksuar se çdo oshilim mund të përbëhet prej dy 
oshilimeve lineare, prandaj do të jetë e mjaftueshme të shqyrtojmë 
vetëm oshilimet lineare. 

Boshtin x te sistemit koordinat e vendosim në kah të oshilimit me 
qendër në pozitën ekuilibruese të tij. Në oshilator veprojnë dy forca, 
forca e cila e lidh me pozitën ekuilibruese dhe forca e rezistencës së 
mjedisit. Sipas kësaj që u cek, ekuacioni i lëvizjes do jetë: 

m x kx-ax 
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ose 

•• , cc • , Jc 

x + x + x — 0 

m m 

do të shënojmë shkurtimisht me 

— ~ to 0 2 dhe - 2b (1) 

m m 

dhe për lëvizje shkruajmë: 

x + 2bx + o) 0 2 x = 0 ( 2 ) 

Ky është ekuacion Iinear diferencial i rendit të dytë me koeficient kon- 
stant. Zgjidhja e ka formën eksponenciale: 

x = e?* 

Zëvendësojmë në (2) dhe thjeshtësojmë me faktorin ekspohencial. Fi- 
tojmë ekuacionin karakteristik: 

p 2 + 2 bp + 0) o 2 = 0 (3) 

zgjidhja e tij është: 

Pu 2 =" & ± V & r “'w7 (4) 

kurse integrali i përgjithshëm e ka formën: 

x = C, &>i* + C 2 en* (5) 

Këtu duhet dalluar dy raste të ndryshme, sipas natyrës së rrënjëve të 
(4), a janë reale apo komplekse. 

fe) Kasti periodik 

Së pari do të marrim në shqyrtim rastin 

b z < 0) o 2 

•që sipas (1) do të thotë a < 2 V km. Atëherë madhësia nën rrënjë është 
negative dhe do të shkruajmë; 

b 2 ~ o) 0 z =” o) 2 

dhe për rrënjët (4) kemi: 
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Pi, 2 b ±m 


Zgjidhja ka formën: 


x ™ Cj e~ bt e iwt + C z e~ bt e~ i(0t 


Në vend të konstanteve të integrimit do të paraqesim dy konstante të 
reja me zëvendësim: 

C,= — a e* C 2 =- — a e~« 

2i 2i 

Dhe per zgjidhje do të kemi: 

x — a e~ bt — [e i(wf+5> — e~K«'+6> j 
2 i 


Nga formula e Ojlerit fitojmë: 


x — a e ~bt s i n + g) 

Kjo formulë na tregon se pika materiale kryen oshilim me amplitudën 

A = a e~ bt 


Kjo amplitudë varet prej ko- 
hës dhe zvogëlohet sipas fun- 
ksionit eksponencial. Kështu 
përfundojmë se në mjedisin 
rezistues oshilatorxt i zvogëlo- 
het amplituda vazhdimisht. O- 
shilogrami i kësaj lëvizje është 
paraqitur në fig. 7. Që ta viza- 
tojmë ate së pari duhet viza- 
tuar amplitudën ±a e~ bt . Ky 
është funksion eksponencial 
zvogëlues që në mënyrë asim- 
totike i afrohet boshtit të ab- 
shisës. Pastaj duhet vizatuar 
sinusoidën ashtu që vlerat ek- 

stremale të saj duhet të qëndrojnë në vijën e amplitudës. 

Si masë për intesitetin e shuarjes mund të marrim marrëdhënien 
e dy amplitudave sukcesive. Nëse këto i shënojmë me A x dhe A z do të 
kemi: 



Fig. 7 


A\ __ ae u g bT 

A 2 a e~ bt e~ bT 

Sx masë për shuarje të oshilimit definohet logaritmi natyror i dy amp- 
litudave sukcesive: 
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A 2 

Këtë madhësi e quajmë dekrement logaritmik i shuarjes së oshilimit. 
Nga formula e fundit rrjedh se 

A = bT 


ose nga (1) 


Shohim se shuarja është më e madhe kur është më i madh koeficienti 
i rezistencës së mjedisit dhe kur masa e pikës materiale është e madhe. 

Madhësia a dhe § janë konstante të integrimit: a është amplituda 
në fillim të lëvizjes, kurse 8 konstante e fazës. Këto duhet përcaktuar 
nga konditat fillestare të lëvizjes. Frekuenca rrethore e oshilimeve të 
shuara përcaktohet me madhësinë ■ to, të dhënur me formulën: 

<o = V M. 2 - & ! = I/ u>/ - -A- (8) 

y 4 m* 

Shprehja e fundit na tregon se frekuenca e oshilimeve të shuara është 
pak më e vogëi se sa frekuenca e oshilimeve të lira. Pra, 

(0 < ( 0 o 

Zvogëlimi i frekuencës varet nga koeficienti i rezistencës së mjedisit. 
Nëse ky koeficient është i vogël kështu që katrori i tij mund të mos 
përfillet, atëherë këto frekuenca nuk ndryshojnë ndërmjet veti. 

Sipas rezultatit të fituar teorik oshilatori duhet të kthehet në po- 
zitë ekuilibruese pas një kohe shumë të gjatë. Por nga përvoja e dijmë 
se oshilatori qetësohet në kohë të caktuar. Kjo shpjegohet me faktin 
se ligji i varshmërisë së forcës së rezistencës së mjedisit, të cilin e kemi 
shfrytëzuar për njehsimet tona është i kufizuar vetëm për shpejtësi të 
caktuar. Te shpejtësitë shumë të vogla, të cilat i arrin oshilatori, para 
se të shuhet oshilimi i tij vlen tjetër ligj i rezistencës së mjedisit dhe 
atëherë arrihet deri te qetësimi i plotë i oshilatorit. 

c) Easti aperiodik 

Do të shqyrtojmë rastin kur përmbushet kondita b 2 > w 0 2 . Atëherë 
(4) do të ketë vlerë reale dhe të dy rrënjët janë negative. Që të thek- 
sojmë këtë do të shkruajmë: 
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-■&+ V 

- b - V 2> 2 - =- p 2 


dhe zgjidhja ka formën 

x = C t e-M + C 2 e~fV (9) 

Në këtë rast nuk do të ketë fare lëvizje periodike, sepse elongacioni 
shprehet si komhinim i dy fimksioneve eksponenciale. Themi se kemi 
rast aperiodik dhe paraqitet kur a>2 V km. 

Do të paraqesin këto kondita fillestare të lëvizjes 

në t = 0, x — x 0 dhe x — 0 

•që shprehin faktin se oshilatori ka filluar oshilimin duke u zhvendosur 
nga pozita ekuilibruese për x 0 dhe është lëshuar pa shpejtësi fillestare. 
:Nga (9) do të kemi: 


X 0 C* + C 2 
o =- PA - feC 2 

prej nga vlerat e konstanteve janë: 

p fizX 0 p 

11 

3.-P. Pt-Pi 

Zgjidhjen (9) do ta paraqesim grafikisht. Së pari vizatojmë funksionet 
Cj e-Pi' dhe C 2 e-h*. Këto janë funksione eksponenciale rënëse. Meqë i 
kanë parashenjat e kundërta konstantet C x dhe C z , njëra do të jetë mbi, 
'kurse tjetra nën boshtin e abshisës. Meqë !fel > [gj funksioni i dytë 
bie më shpejt se sa i pari. Paraqitjen grafike të varshmërisë së elon- 
gacionit nga koha e fitojmë duke zbritur për çdo vlerë të abshisës t 
vlerat gjegjëse të ordinatës x. 

Këtu duhet dalluar dy raste të mxmdshme. I pari, kur ICJ >| C 2 | . 
Atëherë fitojmë lakoren e vizatuar në fig. 8. Nga vizatimi shohim se 
pika materiale afrohet ngadalë kah pozita ekuilibruese. Në rastin tjetër 
është j CJ <| C 2 | dhe fitojmë lakoren e paraqitur në fig. 9. Shohim se 
•në këtë rast pika materiale nga pozita fillestare shkon kah pozita ekuili- 
briuese, kalon nëpër të, pastaj largohet pak nga ajo duke iu afruar më 
në fund kësaj pozite në mënyrë asimtotike. 
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Ka mbetur të diskutohet rasti b — o> 0 , Ekuacioni karakteristik do 
të ketë vetëm një zgjidhje p =—fe. Sikurse mësohet në matematikë, ne 
këtë rast integrali i përgjithshëm i ekuacionit diferencial do të ketë 
formën: 

x - C y e~ u + C 2 e~ bt 

Edhe ky rast është aperiodik sepse kemi të bëjmë me funksione reale 
eksponenciale. 


3. 0SHI1IMET E DETTKHARA FA SHUARJE 

a) Sgjidhja matematike 

Frekuenca rrethore e oshilimeve të lira to 0 2 = k/m quhet frekuencë 
vetiake e oshilimit. Të mendojmë se në oshilator i cili oshilon me këtë 
frekuencë vepron një forcë e jashtme e cila gjithashtu ka karakter 
oshilues. Oshilimet e këtilla quhen oshilime të detyruara. 

Së pari do të shqyrtojmë rastin e oshilimit nën veprimin e forcës 
së jashtme në boshllëk. Frapë njehsimin do ta kryejmë për oshilatorin 
linear. 

Forca e jashtme e karakterit oshilues, varet prej kohës sipas funk- 
sionit: 

/(£) = a coscof 

( 1 ) 

ku: a është amplituda e forcës oshiluese, kurse a> frekuenca rrethore 
e saj. Kjo frekuencë është plotësisht e pavarur nga frekuenca vetiake 
e oshilimit. 

Përveç forcës ( i ) në pikë materiale vepron edhe forca e cila atë 
e lidh me pozitë ekuilibruese, prandaj ekuacioni i lëvizjes do të ketë 
formën: . . .. ... ,, 
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m x =~ Jcx + a cosoyt 
zëvendësojmë si më parë me: 


dhe fitojmë 


o V 


k 

m 


x + tsJ'X = -5- eos(Di (2) 

m 

Prapë kemi fituar ekuacxon linear diferencial të rendit të dytë, por 
nuk është homogjen. Johomogjeniteti i tij qëndron në faktin se në anën 
e djathtë figuron anëtari a cos u>t i cili nuk e përmban funksionin e pa- 
njohur x . Për integrim të tij shfrytëzojmë teoremën e njohur nga ma- 
tematika e ciia vërteton se integrali i ipërgjithshëm i ekuacionit joho- 
mogjen është i barabartë me shumën e integralit të përgjithshëm të 
pjesës gjegjëse homogjene dhe një integrali parfcikular të ekuacionit 
johomogjen. 

Para se të kalojmë në zgjidhjen e ekuacionit do të njihemi me një 
operim matematik i cili shfrytëzohet shumë në shqyrtimin e lëvizjeve 
oshiluese. Shfrytëzojmë formulën: 

e mt ~ cos o)t + i sineof 

Nga kjo shohim se funksioni coso ot është vetëm pjesa reale e funksio- 
nit kompleks eksponencial. Shkruajmë: 

coscot = Re e i<at 

E dijmë se çdo funksion kompleks z(t) mund ta shprehim si shumë 
të pjesës së tij reale dhe imagjinare: 

Z = X 4* iy 

prej nga: 

x = Re z 

Me ndihmën e kësaj që u cek, ekuacionin diferencial (2) mund ta 
shkruajmë siç vijon: 

4- w 0 2> | Rez= — Ree iwt 
\ dt* J m 

prandaj mund ta zgjidhim ekuacionin: 

z H- m„ 2 z = ( 3 ) 

m 


5 HvtIg në fiv.ilcii fpnrilm 
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Ekuacioni diferencial i fundit ka zgjidhje komplekse, por nga zgjidhja 
e tij duhet të marrim vetëm pjesën reale x. Në <3) vjen në shprehje 
funksioni eksponencial, kurse në (2) funksioni trigonometrik, por më 
lehtë eshtë të njehsojmë me funksion eksponencial sesa trigonome- 
trik. 

Do të merremi vesh që në fillim se nuk do të shkruajmë shenjën 
për pjesën reale të funksionit kompleks, por gjithmonë nga zgjidhja 
komplekse do të marrim vetëm pjesën reale. 

Që ta zgjidhim ekuacionin (3), së pari duhet të gjejmë një inte- 
gral të tij partikular. Nga forma e tij shohim se (3) mund ta kënaqë 
vetëm funksioni eksponencial me eksponent mt. Prandaj këtë integral 
do ta marrim në formën: 

z = C e ivit (4) 

Ka mbetur të përcaktojmë konstanten e integrimit C. Zëvendësojmë 
(4) në (3) dhe fitojmë: 

(~ Co) 2 + Cw/) e iwf = — e ibit 

m 


prej nga: 


c = a / m 

( 0 o 2 “ 0) 2 

dhe integrali partikularë i ekuacionit (3) e ka formën: 

s = — 2/2? — e <M * ■ 

C0 o 2 — (O 2 


(5) 


Prej tij duhet të marrim vetëm pjesën reale: 

x — — — cos (oi (6) 

( 0 o 2 - « 2 

Ekuacioni gjegjës homogjen i (2) është: 

x + o) 0 z x = 0 

Këtë e kemi zgjidhur më parë dhe për integral të tij të përgjithshëm 
kemi fituar: 

x = C x coso) 0 f + C 2 sin <o 0 f 
kurse integrali i përgjithshëm i (2) është: 
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x — 


a J m r ~ costof + Cj costo^ + C 2 sinco 0 f 

<0 o 2 “ O) 2 


(7) 


Konstantet e integrimit i gjejmë nga konditat fillestare. Supozojmë 
se në fillim të veprimit të forcës së jashtme oshilatori ishte në qetësi 
në pozitë të ekuilibrimit. Pra, 

në t = 0 r = 0 dhe i = 0 


zëvendësojmë në (7) dhe fitojmë 

a/m 


0 


(0 o 


&r 


+ C, 


dhe C 2 = 0 


prej nga: 


dhe përfundimisht: 


a/m 
0) o 2 - co 2 


s — — (coseot - cos ft) 0 f ) (B) 

co 0 2 - ft) 2 


b ) Biskutlmi i rezultatit 

Shprehja (8) na tregon se kemi të bëjmë me lëvizje e cila përbë- 
het nga dy oshilime harmonike, njëra me frekuencë <*>„, me frekuencën 
vetiake të oshilatorit, kurse tjetra me fre- 
kuencën ft), me frekuencën e forcës së ja- 
shtme. Amplituda e ketyre oshilimeve va~ 
ret prej frekuencës së forcës së jashtme. 

Në të vërtetë sipas (8) për amplitudë fi- 
tojmë: 


m(ft) 0 a “ (o 2 ) 

Kjo formulë tregon se amplituda do të je- 
të e vogël nëse frekuenca e forcës së jasht- 
me ndryshon shumë nga frekuenca vetiake 
e oshilatorit. Nëse co == ft) 0 , atëherë amplitu- 
da të jetë pa mbarim e madhe. Ky rast ësh- 
të shumë i rëndësishëm dhe quhet rezo- 
nancë. Themi se oshilimi i detyruar është 
në rezonancë me lëkundjet vetiake të oshilatorit. Varshmëria e ampli- 
tudës prej frekuencës së forcës së jashtme është paraqitur në fig. 10. 
Shohim se lakorja e ka asimtotën paralele me boshtin e ordinatës në 
pikën e abshisës to = o> 0 . 



Fig. 10 
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Do të shqyrtojmë rrjedhjen e oshilimit në rast të rezonancës. Zgji- 
dhjën (8) mund ta paraqesim edhe në formën: 


a cosw t ~^oos(j) 0 t 
m w/ ~ w 


.55 


Në rast të rezonancës këtu duhet të zëvendësohet w 0 2 = w 2 , por fitojmë 
shprehjen e formën 0/0. Sipas rregullës së zgjidhjes së shprehjeve të 
papërcaktuara, duhet derivuar emëruesin dhe numëruesin sipas ndry- 
shores w. Pra, 


a __ 

m 


t sin t 


a 


2 j cw=sa> 0 2W 0 77Z 


ism 


( 9 ) 



Kjo shprehje tregon oshilimin me 
frekuencën dhe amplitudë të 
ndryshuar: 


A 


at 


2 ma)o 


e ciia rritet gjatë kohës sikurse fun- 
ksioni linear. Që të vizatojmë osht 
logramin e këtij oshilimi, së pari 

at 

duhet vizatuar drejtëzën- e ci- 

2mo> 0 

la tregon varshmërinë e amplitudës 
nga koha. Kjo është vizatuar në fig. 
11. Pastaj duhet vizatuar sinusoidën në mes të këtyre drejtëzave. Nga 
oshilogrami shohim se në fiilim amplitudat janë të vogla, pastaj rriten 
me kohën dhe pas një kohe pa mbarim të gjatë bëhen pa mbarim të 
mëdha. 

Përveç rezonancës është mjaft i rëndësishëm edhe oshilimi i cili 
paraqitet kur frekuenca e forcës së jashtme shumë pak ndryshon nga 
frekuenca vetiake ë oshilimit. 

Do të shënojmë shkurtimisht me 


0) o - (0 = 


Atëherë mund të shkruajmë: 

W + COa 


coswt - cos <d 0 t - 2 sin 


t sin — — t = 2 sinSt sin 


C0 + Wo ^ 


Ne këte rast (8) kalon hë: 
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2 a 


. w + «o 

sm8 tsm — — f 


7H{(i) 0 2 Ct) 2 ) 2 

Shprehja (10 tregon oshilim harmonik me frekuencën rrethore 

— (xo + (o„) dhe me amplituudë të ndryshuar: 


( 10 ) 


A 


2 a 

m(o) o 2 — (o 2 ) 


sindt 



Fig. 12 


Edhe kjo amplitudë 
gjatë kohës ndryshon si 
një funksion oshilues. 

Frekuenca rrethore e 
oshilimit të amplitudës 
5 == <o 0 — o) është shumë 
e vogël, prandaj perio- 
da e ndërrimit të saj 
është e madhe. Oshilo- 

grami i këtij oshilimi të detyruar është paraqitur në fig. 12. Së pari 
është vizatuar sinusoida e ndërrimit të amplitudës, Pastaj është viza- 
tuar sinusoida me frekuencë të madhe e cila vlerat e veta ekstremale 
1 ka në sinuosidën e amplitudës. Oshilogrami trsgon se fitojmë lëkund- 
je të cilat periodikisht e ndërrojnë amplitudën e vet, pra ajo periodikisht 
zmadhohet dhe dobësohet. Këto oshilime quhen oshilime të moduluara, 
Këto mjaft qartas shprehen te tingulli dhe atëherë dëgjojmë se si toni 
periodikisht zmadhohet dhe dobësohet. 


4. OSHILIMET E EBETYEUARA ME SHUAEJE 

Do të analizojmë oshilimet e detyruara në mjedis rezisfcues. Afcëhe- 
rë në pikë materiale veprojnë këfco tri forca: Forca e eila pikën mate- 
riale e lidh me pozitën ekuilibruese — kx, forca e rezistencës së mje- 

disit — otx dhe forca e jashtme oshiluese a cosut. Ekuacioni i lëvizjes 
do të ketë formën: 


mx + ax + kx ~ a coscof 

Përdorim zëvendësimet e mëparshme dhe shkruajmë ekuacionin për 
funksion kompleks: 

z + 2b i + o) 2 z » — e iti)t ' (i) 

m 


Integrali partikular i këfcij ekuacioni e ka formën: 
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z p -C e i(at 
Zëvendësojmë në (1) dhe fitojmë: 

C(~ o) 2 + 2b io) + o) 0 2 ) = a/m 


prej nga: 


o/ “ o) 2 + i 2b o) 

kemi fituar konstante komplekse. E dijmë se çdo numër kompleks 
mund ta shprehim në formën pe**, ku p është moduli, kurse i> faza e 
tij. Kështu do ta shprehim edhe emëruesin e shprehjes (2): 

o/ ~ o> 2 + i 2&o = pe f * 

Në këtë mënyrë kemi paraqitur dy madhësi të reja p dhe por këto 
lehtë mund t'i shprehim me ndihmën e madhësive të njohura. Kështu 
katrori i modulit të numrit kompleks është i barabartë me shumën e 
katrorëve të pjesëve të tij reale dhe imagjinare: 


p= V (0) o 2 - o) 2 ) 2 + 46V (3) 

Në anën tjetër tangensi i fazës së numrit kompleks është i barabarte 
me herësin e pjesës imagjinore dhe reale të tij: 


tg4> = 


2ëo) 

0) o 2 “ o ) 2 


(4) 


Kur kësisoji e shprehim emëruesin e formulës (2) do të kemi: 


C - 

mp 

dhe integrali partikularë i ekuacionit (1) e ka formën: 


z p 


a 

mp 




dhe pjesa e tij reale: 


acos(a)f“40 

x n = ? (5) 

roV (o) 0 2 - o) 2 ) 2 + 4h 2 o) 2 

Kësaj zgjidhje duhet shtuar edhe integralin e përgjithshëm të ekuacio- 
nit homogjen. Ekuacioni homogjen i (1) është identik me ekuacionin 
diferencial të oshilimeve të shuara, prandaj mundemi menjëherë të 
shkruajmë zgjidhjen e tij: 
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x h - a Q e~ bl s miuit + 5) 

kurse integrali i përgjithshëm i ekuacionit (1) do të jetë: 

£ = aoe-h'sinitoj + S) + cos.(w£ - <b) (6) 

mp 

Si rezultat kemi fituar superponimin e dy oshiltmeve. Oshilimi i parë 

është i shuar dhe kryhet me frekuencën rrethore oh = dhe 

paraqet frekuencën vetiake të oshilatorit. Oshilimi i dytë nuk është i 
shuar dhe kryhet me frekuencën e forcës së jashtme. Pas një intervali 
kohor oshilimi vetiak do të shuhet dhe do të ngelë vetëm oshilimi i 
detyruar (5) të cilin do ta shqyrtojmë. 

Nga (5) shohim se ampHtuda e oshilimit të detyruar nuk varet 
nga koha, çka do të thotë se oshilimet nuk do të shuhen edhe pse kry- 
hen në mjedis rezistues. Kjo është e mimdur sepse forca e jashtme 
i jep aq energji oshilatorit, sa humb gjatë çdo periode për zotërimin e 
forcës së mjedisit. 

Amplituda e oshilimeve të detyruara është faktori i cili në (5) 
qëndron para cos o)t, 


dhe tregon se varet nga frekuenca e forcës së jashtme w. Në rast të 
rezonancës o> = co 0 amplituda nuk bëhet pa mbarim e madhe sepse në 
emërues të formulës (7) gjendet anëtari 4bV = a z u z /m\ Nga prezenca 
e këtij anetari i cili varet nga koeficienti i rezistencës së mjedisit emë- 
mesi nuk mund të jetë i barabartë me zero, Kur rezistenca e mjedisit 
është mjaft e vogël në momentin e rezonancës do të kemi amplitudë 
të madhe, por të kufizuar. Në mjedise me rezistencë të madhe ampli- 
tuda mund të jetë mjaft e vogël. 

Do të shqyrtojmë varshmërinë e amplitudës së oshilimeve të de- 
tyruara nga frekuenea e forcës së jashtme. Kur frekuenca e forcës së 
jashtme dhe ajo vetiake ndryshojnë shumë në mes veti, emëruesi në 
(7) është shumë i madh, kurse amplituda shumë e vogël. Këtë rast 
e fitojmë edhe kur oj»o) 0 edhe kur w«ov Për këtë arsye në mes tyre 
duhet të ekzistojë një maksimum, të cilin do ta përcaktojmë. Do të kër- 
kojmë maksimumin e (7) që do të thotë se kërkojmë minimumin e 
madhësisë nën rrënjë. Pra kemi shprehjen: 

(co/ — to 2 ) 2 + 4 frV 

Derivatin e kësaj shprehje sipas to e barazojmë me zero. Fitojmë: 

■" 4(0)/ “ o) 2 )oo + 8 ~ 0 

prej nga rrjedh se vlera ekstreme e amplitudës gjendet te frekuenca: 
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<*> 2 max ~ Wo 2 ~ 2& 2 “ G> 0 * — 

2m 2 

Ky rezultat na tregon se maksimumi i amplitudës nuk gjindet plotë- 
sisht në oj = co 0 por nuk është i zhvendosur kah frekuencat e vogla. 
Zhvendosja e këtij maksimumi varet prej koeficientit të rezistencës së 
mjedisit. Për intensitet në maksimum fitojmë shprehjen: 




a/m 


Shihet qartas se ky maksimum do të jetë më i madh, sa më i vogël të 
jetë rezistenca e mjedisit. Varshmërinë e amplitudës së oshilimeve të 
detyruara prej frekuencës e tregon fig. 13. Lakorja I i përgjigjet mje- 
disit me rezistencë shumë të vogël. Shohim se maksimumi është mjaft 
i theksuar dhe gjendet afër frekuencës o> = co 0 . Lakorja II tregon mje- 
disin me rezistencë mesatare. Ky maksimum është mjaft i gjerë dhe i 
dobët. Më në fund lakorja III i përgjigjet mjedisit me rezistencë mjaft 
të madhe. Në këtë rast maksimumi është shumë i ulët dhe mjaft i gje- 
rë sa që vështirë mund të dallohet. 

Nga formula (5) shihet se oshiiimet e detyruara nuk lëkunden me 
të njëjtën fazë sikurse lëkundet forca e jashtme. Në mes të lëkundjeve 
të tyre ekziston një ndryshim faze i cili përcaktohet me formulën 



(4). Ky ndryshim faze deri te oo = o> 0 është pozitiv, kurse për co > <o 0 bë- 
het negativ. Vlera e tij varet jo vetëm prej frekuencës, por edhe nga 
rezistenca e mjedisit. Në fig. 14 është vizatuar varshmëria e ndryshimit 
të fazës nga frekuenca për tri mjedise të ndryshme. Lakoret i përgji- 
gjen rezistencës së mjedisit në fig. 13. Shohim se të gjitha lakoret për 

o)~ (q 0 e kanë të njëjtin ndryshim faze <b ~ — . Vija e ndërprerë i për- 

2 

gjigjet rastit kur rezistenca e mjedisit nuk ekziston fare. 
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5. LAVJEERËSI MATEMATIK 

Lavjerrësi matematik quajmë pikën materiale e cila nën ndikimin 
e forcës së rëndimit mund të lëvizë nëpër harkun e rrethit vertikal. 
Duke shfrytëzuar emërtimin në fig. 15 komponentja tangjentore e pe~ 
shës së pikës materiale do të jetë: 

/ — — mg sincp 


Parashenja minus duhet të shkruhet sepse for- 
ca / vepron në kah të kxmdërt të zmadhimit të 
këndit cp. Forcën do ta shprehim me ndihmën e 
masës dhe nxitimit: 

/ = m$ 

sepse rruga e kaluar është e harahartë me har- 
kun s të rrethit. Zëvendësojmë dhe fitojmë eku- 
acionin e lëvizjes: 


s =— g sincp 

E shprehim gjatësinë e harkut me ndihmën e 
këndit qendror: 


S — l(Ç 



Fig. 15 


ku me l kemi shënuar gjatësinë e perit në të cilin është varë pika ma- 
fceriale. Fitojmë ekuacionin diferencial: 

cç — — JL sincp ( 1 ) 

Shënojmë shkurtimisht me 

0) s = S- (2) 

l 

dhe e shumezojmë ekuacionin diferencial me 2 9 . 


2 99=“ 2co 2 sincp 9 


integrojmë dhe fitojmë 


9 2 ~ 2w 2 coscp + C (3) 

Konstanten e integrimit e zëvendësojmë me një konstante të re e cila 
ka kuptim të cakfcuar fizik. Kur lavjerrësi e ka zhvendosjen maksimale 
cp — ol për një çast do të ndalet për të ndërruar kahun e lëvizjes, pran- 

daj në këtë pikë shpejtësia do të jetë e baraharfcë me zero, pra 9 ~ 0 . 
Zëvendësojmë këto vlera në (3) dhe fitojmë: 
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0 — 2o> 2 cosa + C 


pse 

C =—2to 2 cosa 

dhe (3) kalon në 

<p 2 - 2o) 2 (cos^ “ cosa) 

Zëvendësojmë gjysmëkëndet me ndihmën e formulave trigonometrike, 

a 


cosa = 1 — 2 sin 2 


2 


dhe fitojmë: 


cpp s= 4c> 2 { sih 


• 2 9 
- sm 2 — 


ose 


<^9 „ o 1 / / . 2 a . 2 9 
— j/ i — sm 2 — - 

dt V \ 2 2 


I ndajmë ndryshoret 


d — 




snr 


sin* 


dhe integrojmë sipas kendit cp nga 0 deri në a. Pjesa e lëvizjes së la- 
vjerrësit në këta kufij i përgjigjet kohës së një të katërtës së periodës. 
Do të kemi: 


T 

“ J ' d t = 

O 


c "(f) 

/ Tr ! 77“” 

J !/ srn- 


a . - cp 

T “ sm T 


o i 

Do ta shënojmë shkurtimisht me .5C integralin në anën e djathtë: 


d 


K = 


/ . 2 a • ? 9 
sm 2 — - sm 2 


(4) 


dhe kemi 
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T = 4 



(5) 


K është integral eliptik i llojit të parë. Do ta shprehim në formën stan- 
darde me zëvendësimet: 


sin 



sin 


— ~ k sinv 
2 


rrjedh: 


dhe 


<n m 

cos — d— ~ k cosv dv 
2 2 


cos 


9 - 


1 - sin 2 = V 1 ~ k z sin z v 
£ 



sin a — — sin 2 — ~ k z (1 ~ sm z v) = k 2 cos 2 v 
2 2 


I përcaktojmë kufijtë për ndryshoren e re 
për 9 = 0, v = 0 


për çp = t? = — sepse sin u = 1 
2 


Fitojmë: 


jt jt ^ 

K — f — — = ~ f ( 1 - k 2 Sm 2 V ) 2 (lv 

J Vl“fc 2 sin 2 *; J 

o o 


E zhvillojmë funksionin nën integral në rend të binomit: 


K = f (l+ — fc a sin 2 t> 4- -i — — k 4 sin 4 v 4- . . .) dv 
J 2 2*4 

o 

Pasi rendi i binomit konvergjon në mënyrë të njëtrajtshme, mund të 
integrojmë anëtarë për anëtarë. Në çdo anëtarë paraqitet integrali i 
formës: 
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/ 


sin 2n vdv = 


1 • 3. 


2 • 4 


(2 n 


. 2 n 


1) iz 
~2 


zëvendësojmë dhe fitojmë: 


3T« 2« 


1 + 


2 / 


/c 2 + 


1 : 3 
2 • 4 j 


fc 4 + 


•ose 


T = 2ir 


1 4- 


sm" 


a 

2 


H- 


1 ; 3 

2 • 4 


sixi 


+ 


( 6 ) 



Për amplituda të vogla të oshilimit 
mundemi në (6) të mos i përfillim 
të gjithë anëtarët përveç anëtarit të 
parë. Kësisoji fitojmë formulën e 
përafërt: 


T 0 ^ 2n 


(7) 


Fig. 16 


Kjo është formula e njohur për pe- 
riodë të lavjerrësit matematik. Kjo 
vlen për ato amplituda të vogla për 
të cilat sin 2 a/2 mund të mospërfi- 
llet. Për amplituda më të mëdha në njehsim duhet të merren edhe 
anëtarët tjerë të rendit (6). Në fig. 16 është shprehur grafikisht var- 
shmëria e periodës së lavjerrësit nga amplituda. Shohim se perioda, 
ndaj periodës për amplituda të vogla T 0 rritet ngadalë me rritjen e 
amplitudave të oshilimit. 


Lavjerrësi i cili . lëviz nëpër harkun e rrethit vertikal nuk e ka të 
njëjtën periodë të oshilimit, për amplituda të ndryshme. Hajgensi ka 
treguar se lavjerrësi i cili lëviz harkun e cikloidës periodën e oshilimit 
e ka të pavarur nga amplituda. Këtë do ta tregojmë. 

Ekuacioni i cikloidës analitikisht shprehet në formën parametrike: 
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Nga fig. 17 shohim se komponentja aktive e peshës së lavjerrësit është 
mg sina. Nga trekëndëshi infinitezimai rrjedh: 


sina ~ — “ 
ds 


kurse ekuacioni i lëvizjes ka formën: 

dv 

v g sina g — — ( 2 > 

ds 


Nga ekuacioni i cikioidës gjejmë: 


dx = a (1 — cosç) ckp = 2 a sin* — d<ç 

2 


dy a sincp d<ç~— 2a sin — cos — d<p 

2 2 


dhe për element të gjatësisë së harkut kemi: 


ds 2 = dx z H- dy 2 ~ / 4a 2 sin 4 — + 4a 2 sin 2 — cos 2 — \ do z = 4a 2 sin 2 — dcp 2 
\ 2 2 2 / 2 


ose 



Sipas' definicionit të shpejtësisë: 



Në vend të ndryshores 9 do të pa- 
raqesim ndryshoren e re me zëven* 
desim 


Fig. 17 
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Cp 

u — CGS — (5) 

2 

1 . <p • 
u — sm — <p 

2 2 


prej nga 


Zëvendësojmë në (4) 


dhe 


9 

sm — 
2 


<p 2w 


=~ Aau 


( 6 ) 




4a« 


Kga (3) rrjedh 

®L=-u 

ds 

Zëvendësojxnë në ekuacionin e lëvizjes dhe fitojmë: 

- 4 a u — gu 


ose 


u + -- --- u - 0 
4a 


Shënojmë shkhurtimisht me 


(O 2 ™ 


X 

4a 


dhe fitojmë ekuacionin diferencial: 


u + = 0 


zgjidhja e të cilit është: 


u — A cos o>f + B sinoof 


(7) 


( 8 ). 


Shfrytëzojmë (5) 
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cos J!_ — A costot + B sincof (9) 

2 

Konstantet e integrimit i përcaktojmë nga konditat fillestare të lëviz- 
jes. Supozojmë se në kohën t = 0 , lavjerrësi është zhvendosur nga po- 
zita ekuilibruese për 9 = 9 0 dhe është lëshuar pa shpejtësi fillestare 
v = 0. Nga këto kondita dhe (9) fitojmë: 

, ®o 

A = cos — 

2 


Pastaj nga ( 6 ) kemi 


kurse nga ( 8 ) 


- 4a u = 0 ose u = 0 


~~ A<& sinoit + Bco coscof = 0 


dhe për t = 0, B = 0 

Zëvendësojmë vlerat e fituara në (9) dhe fitojmë: 


cos JL ~ cos jfe. cos 0 )t 
2 2 


( 10 ) 


Shohim se ndryshorja 9 e ciia përcakton 
vendin në cikloidë ndërron në mënyrë oshi- 



Perioda e oshilimeve është konstante. Për 4a = l fitojmë të njëjtën for- 
mulë, sikurse te lavjerrësi matematik për amplituda të vogia. Por, 
formula për periodën e lavjerrësit të cikloidës është ekzakte. Pakti se 
kemi të bëjmë me cikloidë jep mundësinë jqë ky lavjerrës lehtë të 
ndërtohet. E dijmë nga matematika se evolventa e cikloidës është pra- 
pë cikloidë. Kështu duhet nga materiali i fortë të ndërtojmë dy gjysma 
të cikloidës dhe tl bashkojmë sikurse në fig. 18. Në pikën e takimit 
yarim lavjerrësin me gjatësi 4a. Kur këtë lavjerrës e zhvendosim, atë- 
herë një pjesë e perit mbështetet për murin e fortë të cikloidës, kurse 
pjesa tjetër paraqet tangjente në të. Kështu pika materiale gjendet 
plotësisht në evolventën e cikloidës. Kjo vlen për çfarëdo zhvendosje të 
lavjerrësit, Edhe me matje është vërtetuar se perioda e lavjerrësit të 
këtillë nuk varet nga amplituda. 
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7. OSHILIMET E LIDHURA 

Supozojmë se kemi dy oshilatore harmonikë. Këto janë dy pika 
materiale të lidhura me pozitat e veta të ekuilihrimit me forca pro- 
porcionale me elongacionin e çdonjërit oshilator. Do të supozojmë se 
oshilatorët mund të lëvizin vetëm në kahe të boshtit y i cili qëndron 
normal ndaj vijës e cila i bashkon pozitat ekuilibruese të tyre, siç tre- 
gon fig. 19. Për lehtësim shqyrtimi supozojmë se oshilatorët janë plotë- 
sisht të njëjtë. Kjo do të thote se pikat materiale kanë të njëjtën masë 
m dhe me pozita të ekuilibrimit janë të lidhura me forca të cilat për 
elongacionin një njësi e kanë intensitetin k. Çdonjëri nga këta oshila- 
torë i zhvendosur nga pozita e ekuilibrimit oshilon me frekuencën ve- 
tiake 


(D' 



m y t =- 

kurse për oshilatorin e dytë 

my 2 =— 


m 

Pastaj do të supozojmë se në mes 
të oshilatorëve veprojnë forcat re- 
ciproke / të cilat janë proporciona- 
le me largësitë në mes tyre. Nga kë- 
to forca në çdonjërin oshilator vep- 
ron vetëm ajo komponente e cila e 
ka kahun e lëvizjes y. Nga fig. 19 
shohim se kjo komponente është 
proporcionale me largësinë BC=y x ~~ 
— y 2 dhe këtë forcë mund ta shkru- 
ajmë l(y x - y 2 ) ku l është faktor 
proporcionaliteti. Prandaj ekuacio- 
ni i lëvizjes së oshilatorit të parë' 
është: 

ky i - KVt-yz) 


ky 2 + l(y x y 2 ) 


Pjesëtojmë me masën m } shfrytëzojmë (1) dhe zëvendësojmë me 

a = . Do të kemi: 

m 


Vx + (*% =- *{y x ~ y 2 ) 
y 2 + u z y z = a(y x - y 2 ) 


( 2 ) 


Kemi fituar sistem të ekuacioneve diferenciale. Qe të zgjidhim ketë sis- 
tem ekuacioriet një herë do t’i mbledhim e një herë do t'i zbresim dhe 
do të paraqesim dy koordinata të reja: 
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atëherë fitojmë: 


u = y x ^r y 2 
v^Vi -y % 


(3) 


u + o> z u = 0 
v + o) z v =— 

Në këtë mënyrë, nga sistemi i ekuacioneve cliferenciale kemi fituar dv 
ekuacione diferenciale të zakonshme: 

u + u?u — 0 

V + ( 0 ) 2 + 2cc) v = 0 

Quajmë koordinatë norxnale ato koordinata në të cilat ekuacionet e 
lëvizjes përshkruhen në formë të sistemit të ekuacioneve lineare dife- 
renciale me koeficient konstant. Çdo ekuacion përmban vetëm një 
ndryshore. Oshilimet e përshkruara vetëm me një ndryshore quhen 
tip normal ose modë normale të oshilimit dhe karakterizohen me fre- 
kuencën vetiake normale. 

Shënojmë shkurtimisht: 


oh 2 = co a + 2oc 


ose 


a>! = V o> 2 + ~ a) + — (4) 

co 

dhe ekuacioni i dytë do të ketë formën e ngjashme me të parin: 

V + <X)yV = 0 

Zgjidhja e përgjithshme e tyre do të jetë: 

u — a x cosc ot + b x sincot 

(5) 

v - a z cosc oit + b z sin 

Për përcaktimin e konstanteve të integrimit duhet të dijmë konditat 
fillestare të lëvisjes. Supozojmë se në fillim të lëvizjes e kemi zhvendo- 
sur oshilatorin e parë për gjatësin y x = c, kurse i dyti qëndron në pozi- 
te te ekuilibrimit y z = 0. Të dy oshilatorët fillojnë pa shpejtësi fillesta- 

re, y x = 0 dhe y 2 ~ 0. Këto kondita duhet t’i zbatojmë per funksione të 

reja. Sipas (3) rrjedh se në t = 0, u = c, v = c, « = 0 dhe u = 0. Zëven- 
dësojmë në (5) dhe në derivatin e tij sipas kohës. Bo të fitojmë: 
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Fra, do të vlejë: 


Kga (3) rrjedh: 


•dhe fitojmë: 


(h = a 2 =.e dhe hj — = 0 

w = c cosoii 
v — c coseoi t 


y t =S + ??) 

2 


2/ 2 ~ ^ 


y x = — (coso)t + cosco x i) 


y n — — (cosoh - cosooit) 

2 

I zhvillojmë shprehjet në kllapa: 

0)x ~ «0 , 0), + (0 

= c cos ■ — t ■ cos — t 

2 2 

0 >. "* 0 ) . . <0 1 + {0 , 

?/. = c sm — - t ■ sm — t 

2 2 

Shrfytëzojmë formulën (4) dhe përfundimisht do të kemi: 

a 


o>x o> : 


0> 


a ^ o>x + co 

2 /x = c cos f • cos t 

2o> 2 


OC . 0>X + 0) , 

y 2 = c sm — t * sm — i 

2o> 2 


( 6 ) 


.. X 


Shohim se të dy oshilatorët lëkunden me të njëjtën frekuencë — (^+co) 

£ 

e cila paraqefc mesataren arifchmetike të frekuencave (o t dhe co, Kjo 
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frekuencë është e barabarte mew+ — dhe te lidhjet e dobëta, për « 

2w 

të vogëi shumë pak ndryshon nga frekuenca vetiake e oshilatorit. Am- 
plituda e këtyre oshilimeve nuk është konstante, por gjatë kohës ndry- 
shon si funksioni kosinus apo sinus. Pasi « është e vogël, këto funksio- 
ne kanë periodë të madhe. Oshilogramet e njërit dhe tjetrit oshilator 
i kemi vizatuar në fig, 20. Shohim se kemi fituar rrahje. Këto rrahje nuk 
paraqiten në të njëjtën kohë, por ashtu që, kur oshilatori i parë ka 
amplitudë maksimale, oshilatori i dytë qetësohet dhe anasjelltas. Ener- 
gjia, të cilën ia japim sistemit, periodikisht përcillet nga njëri oshilator 
në tjetrin. 

Sikurse kemi cekur në fillim, njehsimin e kemi bërë për dy oshila- 
torë të njëjtë. Mund të shqyrtohet rasti edhe per oshilatorë të ndryshëm. 
Prapë do të fitonim oshilime me amplituda të cilat gjatë kohës ndërroj- 
në në mënyrë periodike, por oshilatorët nuk ndalen si në rastin që e 
shqyrtuam. Amplituda e tyre do të kalojë nëpër një minimum i cili 
ndryshon nga zeroja. 



Më në fund mund të përgjigjemi në pyetjen: për çfarë kondita fi- 
llestare nuk do të ketë rrahje, por të dy oshilatorët do të oshilojnë me 
amplituda konstante. Këto oshilime quhen oshilime fundamentale të 
sistemit. 

Konditat fillestare për këto oshilime janë: 

Vi “ c, y. z = ± c, = 0 dhe y z = 0 

Pra në fillim të dy oshilatorët duhet zhvendosur për gjatësinë c në të 
njëjtin kah apo në kah të kundërt dhe duhet lëshuar pa shpejtësi fi- 
llestare. Së pari le të zhvendosen në njërën anë, y>> = c. Në kohën t = 0, 
nga (3) fitojmë: 
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u = 2 c dhe v = 0 

fitojmë 

a t = 2c, «2 - 0, bi = b 2 = 0 
kurse funksionet w dhe t? janë: 

u — c coscof, t) = 0 
ose 

y x — c coscof dhe y 2 = c coswf 

Nëse në fillim të lëvizjes oshilatorët janë zhvendosur në kah te 
kundërt do të kemi: 

në t = 0, y 2 c 

atëherë 

w = 0 dhe == 2c 

fitojmë: 

= 0, = 2c dhe — b 2 == 0 

ose ' 

u ~ 0 dhe t? = 2c cosoo^ 
dhe përfundimisht fitojmë 

y x ~c cos oojf, y 2 =— coscoif 

Shohim se me të vërtetë me këto kondita fillestare oshilimet kanë amp- 
lituda konstante. 



1. YARGU I OSHILATORËVE Tfë LIDHUR 

Të mendojmë një varg të oshilatorëve të njëjtë harmonikë dhe një~ 
soj të larguar ndërmjet veti. Do ta vendosim boshtin x të sistemit të 
koordinatave në kah të pozitës ekuilibruese të tyre. Kahu i lëkundjeve 
le të jetë normal ndaj këtij boshti. Do të vendosim boshtin y në këtë 
drejtim, Këto oshilime quhen oshilime transverzale. Çdo oshilator le 
të jetë i lidhur me oshilatorët fqinjë, me forca të njëjta të cilat janë 
proporcionale me zhvendosjet momentale të tyre. Atëherë për oshila- 
torin „n” vlen ekuacioni i lëvizjes: 

m Vn liVn+l Vti ) ( 1 ) 

sepse në oshilatorin „n” veprojnë forcat tërheqëse nga oshilatorët n+ 1 
në njërën anë dhe n— 1 në anën tjetër. 

Supozojmë se oshilatorin e parë e detyrojmë të kryejë oshilime 
harmonike me frekuencën rrethore o>. Meqë ata janë të lidhur në mes 

veti, duhet pritur se çdonjëri prej tyre duhet të oshilojë me këtë fre- 
kuencë. Prandaj, do të tentojmë që për zgjidhje të ekuacionit ; të marrim 
funksionin: 

y n — A n e i<at (2) 


Zëvendësojmë (2) në (1): 

7Yio) 2 A n — l(A n + x + A n „i 2 A n ) 

dhe për amplitudë të oshilatorit „n” fitojmë formulën: 

2Z A n + 1 + A, 

21 — mo) 2 2 


Do të tentojmë që këtë konditë ta kënaqim me funksionin: 

A n = Ci e~ in * + C 2 e in( e 


(3) 


(4) 


do të fitojmë: 
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•^■n+1 -A.n~ 


2 


n 

2 


+ 



jJ-gt(n+% 4. g<(«-l)<pj| 


~ -_L. (Ci e- in <? + C 2 e^) (e^ + e-^> == A n coscp 
2 

Shohim se funksioni (4) kënaq konditën (3) vetëm nëse vlen 

21 coscp — 21- ma) 2 


prej nga rrjedh 


CQS9 “ 1 — 


mtif 

21 


(5) 


Zëvendësojmë (4) në (2) dhe fitojmë zgjidhjen: 

y n = 0^ + C 2 (6) 

Në veçanti do të marrim se C 2 = 0 dhe vlera reale e (6) është: 

y n — C x cos (u)t — Tzcp) (7) 

Shohim se oshilatorët e ndryshëm lë- 
kunden me faza të ndryshme. Në këtë 
mënyrë vija që bashkon këta oshilato- 
rë për një kohë të caktuar e ka for- 
mën e funksionit cosinus sikurse në 
fig. 21. Do të shqyrtojmë vendin ku 
gjendet maksimumi i oshilimit. Kë- 
shtu 

(x)t — ny —Q 

tregon se ky maksimum gjendet te o- 
Fig. 21 shilatori me numër: 

n= — t (8) 

<P 

Shohim se pozita e këtij maksimumi gjatë kohës lëviz nëpër sistem te 
oshilatorëve dhe me radhë kalon nëpër oshilator me numër rendor më 
të madh. 

Sikur në formulën (6) të merrnim vetëm anëtarin e dytë do të fi- 
tonim të njëjtin rezultat, por me parashenjë të kundërt, pra me kah 
tjetër të lëvizjes së maksimumit. 
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Jo vetëm maksimumi, por edhe çfarëdo faze tjetër e lëkundjes lë- 
viz nëpër varg të oshilatorëve me të njëjtën shpejtësi, Të përcaktojmë 
shpejtësinë me të cilën lëviz çfarëdo faze. Të shënojmë me a largësinë 
në mes të dy oshilatorëve sukcesiv. Atëherë për shpejtësi fitojmë: 


Pra, kur njërin oshilator e detyrojmë të lëkundet me frekuencën rre- 
thore co, atëherë lëkimdjet do të përhapen nëpër tërë vargun në të 
dy anët. Tërë vargu nuk lëkundet sikurse një tërësi e ngurtë, por në 
mes të oshiiatorëve fqinjë paraqitet një ndryshim konstant i fazës. 
Në këtë mënyrë vargu i oshilatorëve deformohet në formë të lakores 
së funksionit kosinus dhe me shpejtësi konstante lëviz nëpër tërë var- 
gun. Kjo lëvizje është karakteristike te valët. 


2. VALET ME MJEDIS NJËDIMEMSIONAL 

Mjedisin njëdimensional mimd ta mendojmë si varg të vazhduar 
të pikave materiale të renditura në një vijë. Këtu pikat materiale, janë 
të lidhura ndërmjet veti me forca tërheqëse. Mund ta supozojmë se këto 
forca janë proporcionale me largësitë në mes të pikave materiaie, që 
me të vërtetë është ashtu, nëse grimcat e mjedisit janë të lidhura me 
forca elastike, ashtu sikurse i gjejmë te trupat e ngurtë. Në këtë rasfe 
mjedisi njëdimensional nuk do të dallojë nga vargu i oshilatorëve, me 
përjashtim se në feë oshilatorët janë të renditura në mënyrë të vazh- 
duar. 

Te vargu i oshilatorëve kemi fituar këtë formulë për lëkundje: 

y — Ccos (&>f — mp) ( 1 ). 

dhe për shpejtësi të lëvizjes $ë fazës: 


9 

Që t'i zbatojmë për mjedis të vazhduar duhet të eliminojmë madhësi- 
të n dhe a të cilat në këtë rast e humbin kuptimin. E dijmë se prodhi- 
mi n • a paraqet largësinë e oshilatorit n nga i pari. Këtë largësi mund 
ta mendojmë si abshisë x të oshilatorit të shqyrtuar. Pra, 

x~n-a ( 3 ) 

Sipas kësaj në mjedisin e vazhduar shqyrtojmë ate pikë materiale e 
cila e ka abshisën x . Nga (2) rrjedh 

v 

kurse nga (3) 
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pra 



0) 

ny — — x 
v 


( 4 ) 


Zëvendësojmë në (1) dhe fitojmë: 

y = C coso) (^t — — j (5) 

Kësisoji i kemi eliminuar të gjitha madhësitë karakteristike për var- 
gun diskret të oshilatorëve, por jo edhe ato të cilat kanë kuptim për 
vargun e vazhduar. 

Nga formula (5) kuptojmë se lëvizja e shqyrtuar tregon periodici- 
tet edhe për nga koha edhe për nga abshisa x. Periodiciteti sipas kohës 
për çfarëdo x të zgjedhur tregon se grimca me abshisë x kryen oshili- 
me harmonike me frekuencën rrethore to. Në vazhdim do të shqyrtoj- 
më vetëm periodicitetin hapësinor. 

Në kohë të caktuar t grimcat me abshisa të ndryshme x i kanë 
elongacionet të cilat iu përgjigjen të gjitha fazave të mundshme të 
funksionit kosinus. Meqë ky është funksion periodik, pas gjatësisë së 
caktuar X, arrijmë deri te faza fillestare dhe pastaj në gjatësinë tjetër 
X do të përsëriten të gjitha fazat me të njëjfeën radhë. Gjatësia X quhet 
gjatësi valore e vaiës. Fra për x^X ndryshimi i fazës duhet të jetë 2n. 

X 

(0 — K 

V 

ose 

co_ 2n 

v X 

Këtë madhësi do ta shënojmë me Jc dhe e quajmë numër të valës. 

( 6 ) 

v X 

kurse formulën për elongacion mund ta shkruajmë në formën: 

y — C cos (co£ — kx) (7) 

Gjatësinë valore mund ta shprehim edhe me frekuencën e lëkundjes 
sepse nga (6): 
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X- 


2to) 

0) 


V 


( 8 ) 


Do të përcaktojmë ekuacionin diferencial zgjidhja e të cilit është (7). 
E derivojmë (7) dy herë sipas x dhe dy herë sipas t. 


d 2 y 
dx 2 


=-~ k 2 y 


d*y 
dt 2 


o y 2 y 


Eliminojmë y dhe fitojmë: 


d*y = Jc 2 _ Jfy 
dx 2 co 2 


Shfrytëzojmë (6): 


i c l = JL 

to 2 v 2 

dhe përfundimisht fitojmë: 

(9) 

do) 2 t? 2 3t 2 

Shprehja (9) paraqet ekuacion diferencial parcial të rendit të dytë, 
kurse zgjidhja (7) prej së cilës kemi filluar paraqet vetëm një integral 
partikular të tij. Nga matematika e dijmë se zgjidhja e përgjithshme 
e tij përmban dy funksione arbitrare. Do të tregojmë se zgjidhja e 
përgjithshme e (9) shprehet në formën: 

y = A f{<at — kx) + B g(<at + kx) (10) 

ku: / dhe g janë dy funksione arbitrare, kurse A dhe B janë konstante. 
Që të tregojmë se (10) është me të vërtetë zgjidhje e ekuacionit (9) 
njehsojmë derivatet parciale: 

j£L = k l Af" + k 2 Bg" = k 2 ( Af " + Bg") 
dx 2 


d 2 y 

dF 


— Af" + Bg" = (Af" + Bg ") 


dhe shohim se 
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J_ d z y ^ _J_ d*y 
k 2 dx 2 (o 2 dt 2 

Zgjidhja (7) është formë speciale e (10), për B~0 dhe nëse ne 
vend të / merret funksioni kosinus. Që të shpjegojme përmbajtjen e 
shprehjes (10) së pari do të marrim B = 0. Do të ngelë: 

y = Af(wt - kx ) 

Në kohën £ — 0 dhe në vendin x = 0 elongacioni do të jetë: 

y 0 ~ Af(Q) 

Të njëjtin elongacion do ta gjejmë në kohën t në vendin për të ciiin 
vlen: 


kx — («)£ = 0 


ose 


x = 



Fra ky elongacion lëviz me shpejtësi konstante 




oo 

& 


nëpër mjedis dhe në kah pozitiv të boshtit x. 

Anëtarin e dytë të shprehjes (10) e fitojmë për A = 0. Me të njëj- 
tën analogji gjejmë për shpejtësinë e fazës së oshilimifc: 


k 

pra në kahe negative të boshtit x. Nga kjo përfundojmë se anëtari i 
parë i (10) shpreh valën e cila përhapet në kahe pozitive, kurse anëtari 
i dytë valën në kahe negative. 

Valët të cilat i përshkruam deri më tani quhen valë transverzale, 
Te këto valë lëkundja e grimcave ka kah normal ndaj kahut të për- 
hapjes së tyre. Përveç këtyre ekzistojnë edhe valët longitudionale. Te 
këto valë lëkundja e grimcave kryhet në të njëjtin drejtim, në të cilin 
edhe përhapen. Dallime qenëse në mes tyre nuk ka. Nëse me Ç shënoj- 
më elongacionin e valëve longitudionale, atëherë do të kemi: 

Ç = C costo ^ t — — j 
dhe formulat tjera analoge. 

Te valët longitudionale dendësia e materialit të mjedisit oshilon 
sipas ligjit të ndërrimit të valëve. 
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3. KALIMI I VAMSVE NGA NJË MJEBIS NJËBIMENSIONAL 

NË TJETRIN 

Mjedisi njedimensional është varg i vazhduar i pikave materiale 
të cilat ndërmjet veti janë të lidhura me forca tërheqëse. Prandaj mje- 
diset e ndryshme njëdimensionale ndryshojnë ndërmjet veti për nga 
masat e pikave të veta materiale dhe për nga forcat tërheqëse të cilat 
veprojnë në mes tyre. Formula (III, 1.5) tregon se në valë, ndryshimi 
i fazës në mes të oshilatorëve fqinjë varet prej masës së grimcave dhe^ 
koeficientëve të forcave të lidhjes. Nga formula (III, 1.9) kuptojmë se 
edhe shpejtësia e valës varet nga këto elemente. Për këtë arsye valët 
në çdo mjedis njëdimensional përhapen me shpejtësi e cila është ka- 
rakteristike për atë mjedis. 

Të mendojmë dy mjedise të ndryshme njëdimensionale të lidhura 
në mes veti në një pikë. Supozojmë se në mjedisin e parë ekziston një 
burim valësh me frekuencë co. Këto valë përhapen nëpër mjedisin e 
parë dhe arrijnë deri në skajin e tij, deri te pika ku mjediset janë të: 
lidhura. Meqë pika e fundit e mjedisit të parë fillon të kryejë lëvizje 
oshiluese, këto oshilime do të përcillen edhe në pikën e parë të mjedi- 
sit të dytë, kështu që valët kalojnë dhe përhapen edhe nëpër këtë mje- 
dis. Do ta shqyrtojmë këtë dukuri më detajisht. 

Elongacioni i valës e cila përhapet nëpër mjedisin e parë shprehet 
me formulën: 


y x = Aj cos ( co^ — kiX') ( 1 > 

kurse vala e cila përhapet nëpër mjedisin e dytë: 

y z = A 2 cos ( oht ~ k 2 x) (2 )= 

Pika në të cilën lidhen dy mjediset 
le të ketë abshisë x = ^. Kësisoji, 
mjedisi i parë gjendet për x<Ç, kur- 
se mjedisi x dytë për x > g. Kjo ësh- 
të treguar në fig. 22, kështu që mje- 
disi i parë është vizatuar me vijë 
të trashë, kurse x dyti me vijë të 
hollë. Kur nëpër mjedis përhapet 
vala transverzale, që të dy mjediset 
do të deformohen në formë sinusoi- 
de dhe në kohë të caktuar t do të 
ketë formën sikurse në fig. 22. Pika 
e takimit x = Ç do të ketë elongacionin y . Kjo do të jetë x përhashkët 
për të dy valët. Prandaj mund të shkruajmë për çfarëdo kohe t, në 
pikën x = y x = y 2 . Kështu shprehëm njërën konditë kufitare për II- 
dhjen e valëve në mjedise të ndryshme. 

Nga fig. 22 shohim se në të njëjtën pikë të dy sinusoidat e kanë 
tangjenfcen e pëx’bashkët. Kjo konditë shprehet kësisoji: 
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dVi _ _djh 
dx dx 


r-sepse 


d£ 

dx 


është koeficienti i drejtimit të tangjentes në lakoren e var- 


shmërisë ,së y nga x. Se kështu duhet të jetë, mund të bidemi duke su- 
pozuar se hipoteza e kundërt nuk mund të realizohet. Sikur të dy sinu- 
soidët nuk do të kishin tangjente të përbashkët, atëherë derivatet.në 
pikën g nga ana e majtë dhe nga ana e djathtë nuk do të ishin të bara- 

d z V 

barta, kurse derivati i dytë — ---në këtë pikë nuk do të ishte i nakëpu- 

dx 2 

tur. For, nga ekuacioni diferencial i valëve i cili duhefc të viejë për të 
f dy mjediset, pra edhe për pikën x = Ç rrjedh: 


d 2 y _ JPy__ / 

dx 2 v 2 dxr j 

/ 

Meqë ana e djathtë e kësaj shprehje është funksion i pakëputur kështu 
duhet të jetë edhe ana e majtë. Që të mund të kënaqet kondita e pa- 
këputshmërisë së derivatifc të dytë, derivatet e para në të dy anëfc duhet 
fcë jenë të barabarta. Në bazë të gjithë asaj që u cek duhet të kënaqen 
këto kondita kufitare: 


për x = g, Vi-Vt dhe « — ----- (3) 

dx dx 

Zëvendësojme në këto kondita kufitare funksionet (1) dhe (2). Fi- 
-tojmë: 


A cos (co^ - k£) — A 2 cos (o) 2 t - /c 2 t;) 

(4) 

k /. Li sin (ayj - k£) = k 2 A 2 sin (w s f ™ k z %) 

’Që njehsimi të jetë më i lehtë e bartim fiilimin e sisfcemit të koordina- 
tave në pikën kufitare, Atëherë në sistemin e ri Ç = 0 dhe konditat ku- 
fitare thjeshtësohen në: 


A x cosmJ — A 2 cos o) 2 t 
kJL x sino)/ = k 2 A 2 sinc o 2 t 


(5) 


‘Qe të jenë të kënaqura këto shprehje në çfarëdo kohe t duhet të jetë: 

w i = w 2 (6) 

;Pra gjatë kalimit të valës nga një mjedis në tjetrin frekuenca nuk ndry- 
,‘Shon. Shfrytëzqjmë (5) dhe (6): 
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A\ — A% 


lC\Ai — k 2 A 2 


dhe fitojmë 


E dijmë se 


lC\ — Jc% 



dhe kondita e fundit kaion në: 


O) _ co 
Vi v 2 


prej nga rrjedh 


v t ^v 2 

Është e qartë se shprehja e fundit nuk është e saktë, sepse shpejtësia 
e përhapjes së valëve në çdo mjedis është e ndryshme. Nga kjo rrjedh 
se përfundimet tona janë nxjerrë nga hipotezat e gabuara. Ku është 
gabimi? Më parë kemi supozuar se kemi dy valë, valën rënëse e cila 
vjen nga ana e majtë deri në pikën e takimit dhe valën depërtuese e 
cila vazhdon nga kjo pikë djathtas. Mirëpo, pika e takimit gjithashtu 
lëkundet dhe nga ajo mund të dalin dy valë, njëra kalon në mjedisin 
e dytë, kurse tjetra kthehet prapa dhe vazhdon nëpër mjedis nga edhe 
ka ardhur. Do ta quajmë valë të reflektuar. Pi'a, gjatë kalimit të valëve 
nga një mjedis në tjetrin përveç valës depërtuese paraqitet edhe një 
valë refiektuese në vendin ku mjediset lidhen në mes veti. 

Tani do të përsërisim njehsimin e mëparshëm duke marrë në kon~ 
siderim edhe valën e refiektuar. Për elongacion të valës së reflektuar 
vlen formula: 


y Q = A 0 cos ( cox t H- Kx ) ( 7 ) 

Në shprehjen (7) parashenja plus tregon se në kahun negativ të bosh- 
tit x përhapet vala. 

Derivati i këtij funksioni është: 

- — — = — k\A 0 sin ( o>it + k\X ) (8 )' 

dx 

Në konditat kufitare, në anën e majtë duhet të merret shuma e të dhë- 
nave për valën rënëse dhe të reflektuar, Do të kemi: 
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Vi + Vo^ Vt, 

dyi + dVo _ dVx 
dx dx dx 

<dhe për x = ç = 0 kemi: 

A x COS 0) x t 4* A a COS Mxt — A 2 cosc o 2 t 
k x A x sincoii - k x A t) sinco^ = k 2 A 2 sinc o 2 t 

■Shohim se edhe këto shprehje mund të kënaqen në çfarëdo kohe nëse 
është 


COj — . co 2 


që tregon se frekuencat e lëkundjeve janë të njëjta në të tri valët. Pasi 
t’i harazojmë frekuencat, konditat kufitare reduktohen në: 


A\ + A 0 — A z 
^ 1(^1 A 0 } ~ k s A 2 


(9) 


prej nga rrjedh se k x dhe k 2 nuk janë të njëjtë .1 shprehim me ndihmën 
<e shpejtësisë së përhapjes 




0) ,, , to 

— dhe k 2 — — 
Vi v z 


( 10 ) 


udhe fitojmë: 


Ay 4 “ A 0 • A 2 
V 2 (Ai Aq ) ~ ^ 1^2 

Ky është sistem i dy ekuacioneve lineare. Nga ky mund të njehsojmë 
amplitudat e valëve depërtuese dhe të reflektuar, duke njohur amplh 
tudën A t të valëve rënëse. 

E shumëzojmë ekuacionin e parë me v 2 dhe i mbledhim: 

— 4 , (ii) 

Ol+l>2 

kur zëvendësojmë vlerën e fituar në ekuacionin e parë të (9) fitojmë: 

A„= - v -€^h- A, (12) 

Vi+V 2 


Në mjediset e dendura njëdimensionale, shpejtësia e fazës së valëve 
është më e vogël se sa në mjediset më të rralla. Kur vala kalon nga 
mjedisi i dendur në atë të rrallë: Vi < v 2 dhe nga (12) kuptojmë se 
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amplituda e valës së reflektuar ka të njëjtën parashenjë sikurse ampli- 
tuda e valës rënëse. Kjo tregomse vala e reflektuar kthehet me të njëj- 
tën fazë të lëkundjes me të cilën ka ardhur vala rënëse deri te kufiri 
i mjediseve. Mirëpo, kur jkalon nga një mjedis i rrallë në mjedis të 
dendur, atëherë v x > v z dhe sipas (12) amplituda e valës së reflektuar 
ka shenjë të kundërt nga amplituda e valës rënëse. jKjo do të thote 
se vala e reflektuar në këtë rast kthehet me fazë të kundërt nga ajo 
e valës rënëse. Pra, te reflektimi i valëve në mjedise të dendura arrihet 
deri te kërcimi i fazës për gjysmë gjatësie valore. 


4. VALËT E P&RQËNBRUABA 


Valët e përqëndruara janë lloj i veçantë i valëve dhe paraqiten kur 
bashkohen dy valë të njëjta të cilat përhapen në kahe të kundërta. Do 
të shkruajmë elongacionin e këtyre valëve në formën eksponenciale: 


y y ~ a e i{wt - kx) 
y z ~ a e i(<at + kx) 


( 1 ) 


Si rezultat të bashkimit të tyre fitojmë valën me elongacion: 




( e ikx + e~ ikx ) 


ose 


y — 2a cos kxe iw ' 

kurse pjesa reale e këtij funksioni është: 

y = 2a cos kx • cos u>t (2) 

Shohim se në këtë valë të gjitha pikat lëkunden me të njëjtën fazë wt, 
qe do të thotë se faza e lëkundjes nuk lëviz nëpër mjedis prej nga edhe 
marrin emrin. 

Vala e shqyrtuar nuk ka amplitudë konstante, por ajo i ndërron 
si funksion periodik i x. 


A ~ \ 2a cos fcr! 

Kështu do të kemi lëkundjet me amplitudë maksimale 

* 2a 


në vendet ku është: 
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ose 


x~n 


X 

2 


( 3 ) 


Këto pika të lëkundjeve maksimale, të larguara ndërmjet veti për 
gjysmë gjatësie valore quhen barqe të valëve të përqëndruara. 

4fn = 0 

gj enden në vendin ku është: 


ose 



(2 n+ Dtc 


x « 


\ n + 
\ 



(4> 


Në këto vende, të cilat gjenden në mes të barqeve, pika materiale nuk 
lëkundet fare. Këto pika i quajmë nyje të valëve të përqëndruara. Ny- 
jet dhe barqet janë veti karakteristike e valëve të përqëndruara. Këto 
lehtë mund të vërehen dhe matja e largësive ndërmjet nyjeve shpesh 
përdoret për përcaktimin e gjatësisë valore. 


5. SHFEJTËSIA E GRUFIT T& VALËVE 

Vala e një frekuence të caktuar rrallë paraqitet në natyrë. Zako- 
nisht në natyrë takojmë përzierje të shumë valëve frekuencat e të ci- 
iave nuk ndryshojnë shumë. Kjo përzierje e valëve quhet grup valësh. 
Shpejtësia me të cilën lëviz maksimumi i amplitudës së këtij grupi 
quhet shpejtësi grupi. Kjo shpejtësi në përgjithësi ndryshon nga shpej- 
tësia e fazës së valëve. 

Do të përcaktojmë shpejtësinë e grupit për grupin më te thjeshtë 
të valëve i cili përhëhet vetëm prej dy valëve, frekuencat e të cilave 
ndryshojnë shumë pak. Këtë ndryshim do ta shënojmë me 2dox dhe 
do të marrim se njëra prej tyre e ka frekuencën ox — dox, kurse tjetra 
frekuencën w + dox. Natyrisht se edhe numrat e valëve do të ndry- 
shojnë. Këtë ndryshim do ta shënojmë me 2 dk, ashtu që njëra valë e 
ka numrin e valës k — dk, kurse tjetra k + dk. Elongacionet e tyre i 
shënojmë kësisoji: 




Rezultati i mbledhjes së tyre është: 
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ose 


y = y x -f y 2 = a e i(b>t ~ kx ^ [e***®-*") + e~ i(l ^- xdk >j 


y = 2a cos (tdo ~ xdk) 

kurse vetëm pjesa reale: 

; , x — 2u cos - rcd/c) * cos (coi - kx) 

Amplituda e kësaj vale: 


U) 


A~2a cos (Mco - xdk) 

nuk është konstante. 

Kjo ka vlerën maksimale: 


aty ku vlen 


pra në vendin 


Aimiks 2 a 


tdh) — xdk — 0 


dco ^ 
x « - — t 
dk 


( 2 ) 


Shohim se ky vend lëviz gjatë kohës njëtrajtesisht me shpejtësinë 

dco 

v g ~ 

dk 


(3) 


dhe paraqet shpejtësinë e grupit të valëve. E dijmë se co = kv prandaj 

dv 


v e — v 4- k 


dk 


(4) 


Zakdnisht kjo formulë shprehet me ndihmën e gjatësisë valorë, sëpse 


nga: 






>* 

!f 

! • . •'.••■• • ■ 1 1 - ■ ‘ 


dl 

2tc 

X 


dk 

/c 2 

7c 


kurse 
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dv _ dv dX X_ dv 

dk dl dk k dX 


dhe pasi të zëvendësojmë në (4) fitojmë: 


v g = v ~~ X 



( 5 ) 


Nga formula e fundit shohim se shpejtësia e grupit është e barabartë 

me shpejtësinë e fazës, vetëm kur — 0» rne fjalë tjera kur shpejtësia 

dX 

e fazës nuk varet prej gjatësisë valore. Atëherë valët e të gjitha gjatë- 
sive valore përhapen me të njëjtën shpejtësi. Themi se në atë mjedis 
nuk ka disperzion. Nëse shpejtësia e fazës v =■ (X), varet prej gjatësisë 
valore themi se mjedisi tregon disperzion. Në atë mjedis ndryshojne 
shpejtësia e grupit diie e fazës. 


8. VALËT NË TËL TJs FËEFORCUAK N Ë SKAJE 

Të mendojmë teiin e hollë të përforcuar në dy skajet. Ky tel para- 
qet mjedis njëdimensional. Kur ndonjë pikë e tij zhvendoset nga pozi- 
ta e ekuilibrimit, ajo do të lëkundet dhe do të tërheq me vete edhe pi- 
kat tjera, pra edhe ato i detyron të lëkundën. Nëpër tel fonnohen va- 
iët, por me ndryshim nga rastet të cilat i kemi shqyrtuar sepse teli 
është i kufizuar në dy skaje, kufizim ky i cili do të ndikojë edhe në vale. 

Për valët në tel vlen ekuacioni diferencial: 

M- = „3 ( 1 ) 

at 2 dx 2 

Do të kërkojmë zgjidhjen e këtij ekuacioni për këto kondita kufitare: 

y = 0 për x — 0 dhe x = l (2) 

sepse pikat x = 0 6he x = l shprehin ^skajet e teiit të cilat janë të për- 
forcuara. 

Ekuacioni diferencial (1) e zgjidhim me metodën e ndarjes së ndry- 
shoreve. Supozojmë se funksioni i panjohur y mund të zbërthehet në 
dy faktor, prej të cilëve çdonjëri varet vetëm nga një ndryshore: 

y(x } t) = f(x) *■ git) (3) 


Zëvendësojmë në (1) 
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ose 


fg" » v z gf fl 


g" « V 
9 


f 


(4) 


Ana e majte varet vetëm prej ndryshores t dhe është e harahartë me 
nje fimksion l cili fare nuk varet prej t Kjo është e mundur vetëm në- 
se të dy anët janë të barabarta me të njëjtën konstante. Bo të shënoi- 
me me — eo 2 . Kështu ekuacioni zbërthehet në 


g" + a> z g =o 


r + — / = o 

i? 


(5) 




( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


P°r meqë — = fc, ekuacioni i dytë e ka formën: 
v 

f" -f fc 2 / = o 

Zgjidhja e ekuacionit të parë të sistemit (5) është: 

g(t) — A cos o)t + B sinu)t 

kurse zgjidhja e (6) 

/O) = sin (kx + 5) 

Tani duhet t’i shfrytëzojmë konditat kufitare. Për x = 0, y = 0 fitojmë 

0 — g sinS 

prej nga rrjedh: 8 = 0, kurse (3) do të ketë' formën 

V = g(t) sinkx 

SMrytëzojmë konditën tjetër kufitare y =* 0 për x - l 

0 ™ g(t) sin kl 

kjo është e mxmdur vetëm nëse vlen 

kt^mz n= 1 , 2 , 3 ... 

ose 


fc = 


n% 


(9) 


Meqë 
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X 


fitojmë 

X = ~ (10) 

. . . n 

Shohim se' nëpër tel mund të formohen vetëm valët gjatësitë valore 
të të cilave shprehen me (10). Kjo në të njejtën kohë e kufizon edhe 
frekuencën e tyre 


v = 


V 

X 


21 


n 


( 11 ) 


__ v 

Pra teli mund të lëkundet me frekuencën themelore v c — ose me 

çfarëdo frekuence harmonike të saj të lartë. Frekuenca rrethore e një 
lëkundje të mundshme është: 


o)„ ” 2 tcv = 


TZV 

— n 
l 


( 12 ) 


Zëvendësojmë (9) në (8) dhe (12) në (7) dhe fitojmë zgjidhjen par- 
tikulare: 

v n = sin x{A n cosc o n t + B n sinci), 2 f) (13) 

I 

Integralin e përgjithshëm e fitojmë duke i mbledhur (13) sipas n 


x{A n cos + B n sinw„f ) ( 14) 

a=»l • ' 

Kur prodhojmë ton me ndihmën e telit të ngrehur, ai do të ketë fre- 
kuencën themelore v„ dhe me të të përzier harmonikët e lartë nv 0 - Me 
çfarë intensiteti marrin pjesë në përzierje harmonikët e lartë varet 
prej amplitudave të tyre A n dhe B n . Meçjë këto janë konstante të inte- 
grimit duhet t'i përcaktojmë nga konditat fillestare. Për këtë nevojitet 
të dijmë shpërndarjen e shpejtësive fillestare dhe elongacioneve në 
kohën f = 0. Do të supozojmë se 

për f = 0, y — Fix) dhe y - G{x) 
janë funksione të njohura. E derivojmë (14) sipas kohës: 



(15) 
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oo 

y = 2J sin "2“ ^»<*>« sinw„£ + B n ay n cosa j) 

n = l 


(16) 


Zëvendësojmë në (14) dhe (16) konditat (15): 

F(x) 


oo 

\TH 


Z . . mz 

-4„sm x 

n^l 


G( x) 


oo 

2 

n — 1 


W7Ç 

sm x 

l 


(17) 


(18) 


Që të përcaktojmë A n e shumëzojmë (17) me sin rrmx/l - dx dhe e inte- 
grojmë për gjatësinë e telit: 


j F(x) sin xdx = 2 An J sixi ~~~ x ’ sin 

u= 1 






Integralin në anën e djathtë e zhvillojmë në formën: 


/ / 
77271 . 727C 1 

sm — — x - sm xdx = — 

2 l 2 II 

0 


/T 


cos 


(72*^m)7C 

l 


- X — cos 


(72+m)7t 

l 


dx = 


j_r — i — 

2 L ( 77 - 772 ) 71 : 


• sm x 

l 


i ? 


(72 + 772)Tt 


. (72+7?2)7t 

gm x 

l 


O 

J/ 

12 


Meqë 72 dhe m janë numra të plotë shprehja e fundit është e barabartë 
me zero për çdo n~£ m. Përjashtim bën anëtari për të cilin m = n, sep- 
se atëherë anëtari i dytë është i barabartë me zero, por i pari do të 
ketë formën e pacaktuar 0/0. Vlerën e këtij anëtari e njehsojmë duke 
shfrytëzuar rregullën e L’Hospitalit. E! derivojmë numëruesin dhe emë- 
ruesin sipas ndryshores (n~~ m) për x ~ l 


Sin(72— 772 )tc 
2(n~m)n 
l 


lim 

n — rn 


7X C0S(?2— 772)tc 


IX 


1 

2 


Për A n fitojmë 
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A n 


2 

l 


i 

J F(x ) sin 
0 


nx 

xdx 

l 


Duke ndjekur të njëjtën analogji nga formula (18) fitojmë: 




7VK 

G(x) sin — — xdx 
l 


dhe kështu i kemi caktuar të gjitha konstantet, Seria (14) quhet seri 
e Furieut* kurse A n dhe B n koeficientët e Furieut. 

Si shembull do të cekim lëkundjet e telit, nëse zhvendoset në pi- 
kën x — x 0 me një shpejtësi v 0 . Do të kemil këto kondita: 

për t = Q> y = F(x) - 0 


y = G(x) = 


0 për x & x 0 
v Q për x = t 0 


Kuptojmë se A n = 0 kurse për B„ fitojmë: 





UKXo 

sm 

l 


nëse me v shënojmë f rekuencën themelore, atëherë v„ = vn dhe për B n 
fitojmë: 


B n 


3_.. sin -J2S5t 

r 'dm l 


kurse për lëkundjet e telit: 


oo 



n-I 


Va 

Ttlnv 


t znx 0 , ^nx 

sm sm — — 

l l 


sin 2 nnvt 


7. VALIËT TEIDIMENSIONALE 
a) Vaietët e rrafshta 

Mjedisi njëdimensional është abstraksion. Në jetën e përditshme 
operojmë në hapësirën tridimensionale, prandaj do të zgjerojmë njo- 
huritë tona për këto mjedise. 
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Së pari do -të shqyrtojmë vaiët e rrafshta. Këto janë valë të cilat 
përhapen në kah të caktuar. Sipërfaqet e fazave të njëjta janë rrafshe 
normale në kah të përhapjes së valëve. Do të vendosxm hoshtxn Ç të 
një sistemi koordinatesh kënddrejta në kah të përhapjes së valëve. 
Atëherë 


5 =f= const 

paraqet ekuacionin e rrafshit në të cilin qëndrojnë të gjitha pikat të 
cilafc i kanë fazat e njëjta. Do ta shënojmë elongacionin e valës me u 
dhe për të mund të shkruajmë formulën: 

u = A fitot — 7cÇ) + B g(oit + fcg) ( 1 ) 

Kjo formulë është identike me formulën gjegjëse te valët në mjedisin 
njëdimensional, me ndryshim se këtu g është njëra koordinatë e pikës 
në të cilën e përcaktojmë elongacionin. Meqë e njëjta fazë gjendet në 
tërë rrafshin 1 = const, mund të marrin për dy koordinate tjera vlera 
arhitrarë. 

Shpeshherë nuk jemi në gjendje që të vendosim sistemin e koordi- 
natave në kah të përhapjes së valëve, por ai sistem përcaktohet me 
kondita tjera fizike. Prandaj formulën (1) duhet ta transformojmë 
për rastin kur sistemi i koordinatave ka pozitë arbitrare ndaj kahut 
të përhapjes së valëve. 

Do të marrim sistemin e koordinatave 0(x, y, s). Kahu i përhapjes 

së valeve përcaktohet me vektorin unitar n Q . Do ta vendosim boshtin 
\ të një sistemi ndihmës koordinat në kah të përhapjes së valëve. Në 
këtë sistem elongacioni i valës përcaktohefc me formulëh (1). Që të 
fitojmë valën në sistemin e dhënë të koordinateve duhet të kryejmë 
transformimin e koordinafcave, Do fcë përcaktojmë Ç në sistemin e 
dhënë. 

Në fig. 23 është vizatuar një rrafsh i fazave të njëjfca. Vektori i 
pozifcës i cilësdo pikë të këtij rrafshi është 

r. Kur e projektojmë në kahun e n ot për 
të gjxtha pikat e rrafshit të fazave të njëjfea 
fitojmë të njëjtën gjatësi të projeksionit Ç. 

E dijmë se projeksioni i vektorit në kah të 
dhënë është i barabartë me prodhimin ska- 
lar të atij vektori dbe vektorit unitar në 
kah të projektimit. Prandaj shkruajmë 


Ç - r • n a 

Kësisoji kemi kryer transformimin sepse 
koordinata £ është shprehur me ndihmën 
e koordinatave x , y, z, koordinata këto të 

— - •¥ 

vektorit të pozitës r. Zëvendësojmë në ( 1 ) : Pig- 23 
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u = A f(uit — k n 0 r) + B g(cdt + Jc n 0 r) 


Do ta definojmë vektorin e valës k i cili ka kah të përhapjes së valëve. 
Pra, 


k^n c k ( 2 ) 

kurse formulën për valë e shkmajmë kësisoji: 

u — Af((x)t~ kr) + Bg(u)t + kr) (3) 

Kjo është formula e kërkuar e valës së rrafshtë. Anëtari i parë tregon 

valën e cila përhapet në kah të vektorit K kurse anëtari i dytë valën 

e cila përhapet në kahun — k. Do të përcaktojmë ekuacionin diferen- 
cial të cilin e kënaq funksioni u. Derivati i dytë sipas kohës është i 
harafoartë me: 

---- = wHAj" + Bff") 
dt‘ 

dhe kërkojmë 

grad u= (— Af' + Bg') grad ( k r) = /c(- Af' + Bg') 
kërkojmë ende 

div grad u — A u = k grad (— Af' + Bg' ) — k 2 (Af" + Bg") 


sepse div k — 0 pasi k është vektor konstant. Zëvendësojmë shprehjen 
në kllapa nga derivati sipas kohës: 


1 ohi 


v % af* 


ku: 


^ .1 
w v 


(4) 


Ky është ekuacioni diferencial i valëve në mjedisin tredimensional. Sho- 
him se është zgjerim natyror i ekuacionit të mjediseve njëdimensio- 
nale. 


fo) Valët sferike 

Ekuacioni (4) përmban edhe një zgjidhje e cila në fizikë përdoret 
shpesh. Ky është rasti i valëve sferike. Në të vërtetë, nëse burimi i va- 
lëve ështe i koncentruar në një pjesë të vogel të hapësirës, teorikisht 
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në një pikë, atëherë nga ajo valëfc përhapen në të gjifcha kahefc. Në mje- 
dis homogjen sipërfaqet e fazave të njëjta fcë këtyre valëve e kanë for- 
mën e sferave koncentrike të përshkruara rreth burimifc të valëve. Këto 
valë quhen valë sferike. 

Për këtë rast operafcorin e Laplasit A e shprehim në koordinata 
polare me qendër në burim të valëve. Afcëherë funksioni u varet vetëm 
prej koordinatës r e jo edhe nga dy |koordinatat tjera 0* dhe cp. Do të 
kemi: 


u =* 


1. 

r z 



dr 



+ 




a 2 


dr 2 


( ru ) 


Zëvendësojmë në (4) 


1 J* 

r dr 2 


( ru ) - “ 
v 1 


'd z u 
dt 2 


shumëzojmë me r dhe e shënojmë nën derivatin sipas kohës: 


a^ 

dr z 


(ru) = — 
v 2 


dt z 


(ru) 


(5) 


Kemi fituar të njëjfcin ekuacion diferencial sikurse te valët njëdimen- 
sionale, me ndryshim se në vend fcë x këtu figuron r dhe në vend të 
funksionit të panjohur qëndron prodhimi ru . Prandaj do ta shkruajmë 
zgjidhjen e cekur me ndërrimin e simboleve: 

ru = Af(ayt — kr) + Bg(at + kr) 


ose 


u = — /(w< — &r) + — g(o>t + kr) (6) 

r r 

Kjo është formula për elongacion në valën sferike. Anëtari i parë 
shpreh valën e cila përhapet në kah fcë +r, kurse anëtari i dyte valën e 
cila përhapet në kahun e ~~r. Vala e parë është divergjente, valë e cila 
del nga burimi, ndërsa vala e dytë është konvergjente. Kjo është vala 
e cila shkon kah burimi. Në problemet e zakonshme ekziston vetëm 
vala divergjente dhe duhet të merret B — 0. 

Për valën divergjente është karakterisfcike se amplituda e saj varet 
nga largesia prej burimifc të valëve. Pormula (6) na tregon ;se ampli- 
tuda është proporcionale e zhdrejtë me largësinë nga burimi. Kësisoji 
lëkundjet në keto valë janë më të dobëta, sa më larg gjenden nga 
burimi. 
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Te lëvizjet valore duhet definuar edhe intensitetin e valëve. Me 
intensitet të valës kuptojmë energjinë të cilën e bart vala në njësi të 
kohës nëpër njësi të sipërfaqes së vendosur normal në kah të përhapjes 
së saj. 

Kemi vërejtur te oshilimet se energjia e lëvizjeve oshiluese është 
proporcionale me katrorin e amplitudës së lëkundjes. Prandaj edhe 
energjia të cilën e bart vala është proporcionale me katrorin e ampli- 

A z 

tudës së saj, pra me madhësinë - — . Shohim se intensiteti i valëve sfe- 

Y~ 

rike divergjente është proporcional i zhdrejtë me katrorin e largësisë 
nga burimi. 


8. PëEHAPJA E VALËVE NË MEMBRANË KATËBKËNDËSHI 


Do të shqyrtojmë valët të cilat përhapen nëpër membranë të for- 
mës së katërkëndëshit. Ajo le të jetë e përforcuar në skajet e veta. Di~ 
mensionet e saj janë a dhe b. Nëpër dy skajet e membranës do t/i ven- 
dosim boshtet e një sistemi të koordinateve kanddrejta. Në këtë sistem 
pozitën e pikës në membranë e përcaktojnë koordinatat e saj x dhe y 
kurse elongacionin e valës transverzale e përcakton koordinata e tretë 
s. Konditat kufitare të problemit i shkruajmë kësisoji: 

g = 0 për x ~ 0 dhe x ~ a dhe për y — 0 dhe y~b. 

Ekuacioni diferencial i valëve në membranë e cila paraqet mjedis dy- 
dimensional shprehet në formën: 

a 2 s , / a 2 £ , d*z\ 

. + r (1) 

af \ dx* dy z / 

E zgjidhim këtë ekuacion diferencial me metoden e ndarjes së ndry- 
shoreve. Paraqesim zëvendësimin 

z(x, y , z) ~ X(x) • Y(y) ■ T(t) (2) 

Zëvendësojmë në ekuacion: 

XYT" = vHYTX" + XTY ") 


pjesetojmë me XYT dhe fitojme: 

T" i X" , Y" 

= j + 

T \ X Y 

Anëti e majtë e zëvendësojmë me co 2 dhe fitojmë ekuacionin: 

T" + o) 2 T = 0 

zgjidhja e të cilit është: 
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T(t) - A cosa )t + B sinc ot 


(3) 


Ka ngelur: 

X " , Y" w 2 

+ (4) 

X Y v z 

Me të njëjtin përfundim sikurse te lëkundjet e telit të përforcuar në 
dy skaje në mënyrë që shuma e (4) të jetë konstante duhet që çdonjëri 
prej tyre të jetë konstant. Shkruajmë: 


X" 

X 


=” k ! 2 



dhe fitojmë ekuacionet diferenciale: 

X " 4- k?X = 0 
Y" + k 2 z Y = 0 

kurse parametrat e ndarjes i lidh kondita 

co 2 

1-2 1 . 

tlr j ” rv 2 

V 2 

Zgjidhja e ekuacioneve (5) është: 

X = sin (k x x + b x ) 

Y ~ sin (k 2 y + S 2 ) 

Që të kënaqen konditat kufitare duhet të marrim 

X — 0 per x — Oidhe a: = a 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


kondita e parë na jep: 

0 = sin 5i prej nga 5 X — 0 

kurse kondita e dytë: 


0 = sin k x a 


ose 


k x a = n x % 


prej nga 
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a 

Kondita kufitare për y na jep gjithashtu 

5 2 “ 0 


dhe 


k 2 b = n 2 Tz 


ose 


u _ n & 

k *-~~r 

ku me n x < clhe n 2 i kemi shënuar dy numra të plotë. Zëvendësojmë vle- 
rat për ki dhe k % në (6>: 


4 rcV _ TZtV j t?^V_ 
a 2 h 2 

dhe për frekuencë fitojmë vlerën: 

v = JLynT~nF 
2 r a? 'b 2 

Numrat e plotë ra, dhe ?z 2 janë numra rendorë të frekuencave vetiake 
dhe na tregojne sa barqe i ka vala e përqëndruar në kah të koordinatës 
gjegjëse. Frekuenca themelore fitohet për = n z = 1. Atëherë në mes 
të memhranës gjendet vetëm një bark, kurse nyjet janë në skaje. Dy 
frekuencat e para të larta i kemi për 

n ? = ; nj=2 dhe 2 - / 


Fig. 24 ' 

Në mes të memhranës paraqitet edhe një vijë nyjore. Fig. 24 tregon se 
gjendet në drejtim i cili e përgjysmon membranën. 

Frekuencat tjera të larta paraqiten me kombinimin e numrave 
xendorë 
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n ^ ~ 3 n j ~ 2 n^ — 2 


n j * JL ” ? 


: Fig. 25 

Fig. 25 tregon vijat nyjore për këta numra rendorë. Në mënyrë analoge 
mund të vazhdojmë edhe për frekuenca tjera. 

Zgjidhja e përgjithshme e ekuacionit (1) është: 


z = 'y 1 "V 1 costoi + sintoO sin — — sin — — - (8) 

zIjZj a 6 

n, n 2 

Amplitudat e frekuencave të caktuara duhet njehsuar me ndihmën e 
konditave fillestare, të cilat varen prej mënyrës se si e kemi vendosur 
membranën në lëvizje oshiluese. 


9. VAL&T Nfi MEMBRANË RRETHORE 


Le të jetë e përforcuar membrana në skajet e rrethit me rreze JR. 
Do të vendosim koordinatat polare r dhe cp me qendër, në qendër të 
rrethit. Zhvendosja e pikave të membranës u shprehet si funksion i 
koordinatave polare r dhe cp dhe kohës t 

u = u(r,<ç,t) 

Operatori i Laplasit në koordinata polare e ka formën: 


A u = 


d z u 

df' 


l 

r 


du + 1 d z u 

dr r 2 o> 9 2 


kurse ekuacioni: 


d 2 u 

dt> 


= Tf&U 


shnderrohet në: 

^ /JPtt _j_- JL du_ + JL; d 2 u \ 
dt 2 V \ df T r dr r 2 acp 2 / 

Konditat kufitare shprehen në formën 
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u — 0 për r — R 


(2) 


kurse ato fillestare 


për t = 0 , u = f(r , 9 ) dhe 


dU 

dt 


F(r , cp) 


(3) 


Ne do të shqyrtojmë lëkundjet simetrike ,boshtore që do të thotë se 
ftmksionet f(r } 9 ) dhe F(r, 9 ) nuk varen nga këndi 9 . Duke u bazaiar 
në këtë edhe elogancioni doitë ketë formën u — u(r, t). Kjo do të thotë 
se -në t të caktuar forma e membranës oshiluese do të jetë sipërfaqe 
rrotulluese. Nga ky thjeshtësim ekuacioni (1) thjeshtësohet inë: 


~dt z 




dhi + du \ 
dr 2 r 3 r) 


(4) 


Sikurse edhe në rastet e mëparshme duke e zbatuar metodën e Furieut 
clo të shkruajmë: 

uir, t) = U(r) ♦ T(t) (5) 

Pasi të derivojmë (5) dhe të zëvendësojmë në (4) ndryshoret mimd t'i 
ndajmë siç vijon: 


Xj" + Jl tJ' 
T" r 


v*T U 


— -S 2 


( 6 ) 


Konstantja — S 2 e paraqitur në ( 6 ) arsyetohet sikurse te lëkundjet e 
telit apo të memhranës katërkëndëshe. 

Nga ( 6 ) fitojmë dy ekuacione diferenciale: 

r + m = 0 (?) 

U" + — U' + S 2 U — 0 ( 8 ) 

r 


Ekuacioni diferencial ( 8 ) quhet ekuacion i Beselit dhe njëri integral 
partikular i tij e ka formën: 


U(r)~J 0 (Sr) 

ku me J 0 kemi shënuar funksionin e Beselit të rendit zero. Integraiin 
tjetër partikular nuk do ta marrim, sepse në qendër të memhranës, 
për r — 0 tenton në pambarim dhe si i tillë,nuk shpreh gjendje fizike. 
Shfrytëzojmë konditën ( 2 ) dhe fitojmë: 
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pr'ej 'nga 


J 0 (SR ) ™ 0 sepse U — 0 për r = R 
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s*= (9) 

R 

ku jijfe janë rrënjët e funkslonit të Beselit J 0 (x). Nga kjo zgjidhja (7) 
është: 

T k (t) ~ A a cos S k vt + B fc sin 


kurse (5) do të jetë: 

u k (r, t) ~ A k cos S k vt + B k sin S k vt) J 0 (S k r) (10) 

Shohim se te lëkundjet e membranës rrethore nuk paraqiten vetëm 
funksionet trigonometrike sikurse në rastet e mëparshme, por edhe 
funksionet e Beselit. Integralin e përgjithshëm e fitojmë duke i mble- 
dhur integralet (10) sipak k. Fitojmë: 

oo 

u(r, t) = Y (A k cosS k vt + B k sinS k vt) J 0 (S k r) (11) 

Për përcaktimin e koeficientëve A k dhe B k , duhet shfrytëzuar konditat 
fillesfcare të lëkundjes. Nga (3) dhe arsyetimi i dhënë në fillim do të 
kemi: 


oo 



S. = 1 


Paraqesim ndryshoren \e re r~Rx dhe shprehjet e fundit marrin for- 
mën 


oo 

y A k J 0 ([i k x) -f(Rx) 


* t 


oo 


( 12 ) 


R 


li k B k J 0 (\i k X) = F(Rx) 


(13) 




112 


HYiUE HLZIKË TEOHIKE 


I shumëzojmë të dy anët e (12) dhe të (13) me xJ 0 (\i n x) dhe i integ- 
rojmë në intervalin prej 0 deri më:l. Atëherë në anën e majtë do të 
kemi vetëm një anëtarë, për Jc = n 


dhe 


A n 


1 

2 


a 2 (ii,.) = J 

o 


£</o([t tt £) f(Rx)dx 


VVn 

R 


i 

B n -i- J^i^n) - J xJ 0 (\x n x) F(Rx)dx 


Për integrimin e shprehjeve të mëparshme është përdorur integrali I 
njohur nga teoria e funksioneve të Beselit: 


xJ o ( [XfcX ) dx J x"( {Xfe) 

2 

Prej nga për koeficientët A k dhe B k fitojmë shprehjet, n - k 

i 


A k = — r 


Ji f (|t*) 


xJ 0 (\x {i x) f(Rx)dx 


Bv 


2 R 


V\i k J i 2 ( Ji&) 


xJ 0 (\x k x) F(Rx)dx 


Sikurse edhe në rastet e mëparshme funksioni u k (r, t) i përcaktuar 
me (10) shpreh valë të përqëndruara. Vijat e barqeve dhe të nyjeve pa- 
raqesin rrathë koncentrikë. Rrathët e nyjeve fitohen për ato vlera të 
r, për të cilat 

J 0 (S k r) = J a = o 

R 


Këta përcaktohen me 


VkY 

R 




V>kY 

R 




VkY 

R 




dm.th. 
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R, r 2 


P*2 


R>.>. r k -i 


_ n*-i 


« 


Hife 

duke njehsuar vlerën r = B. Kuptohet se nuk ka kuptim të merret 


nr 

R 


sepse atëherë r 


- R>R. 


Kuptojmë se vala e përqëndruar u k (r, t) i ka k rrathë të nvieve 
Ne mes tyre gjenden rrathët e barqeve, të eilët fitohen për ato vlera 

të r për të cilat funksioni J 0 ~~ do të ketë vlerë maksimale apo mi- 

K 


nimale. Këto janë rrënjët e funksionit J, 


\*>kT 

R 


0. 



Në disa probleme të mekanikës, gjatë lëvizjes së trupit ndërron 
edhe masa e tij. Kështu, p.sh., gjatë lëvizjes së raketës e ciia nxitohet 
duket hedhur gazet në kah të kundërt, masa e saj vazhdimisht zvogë- 
iohet. Pastaj, gjatë rënies së pikave të shiut nëpër atmosferë të ngopur 
me avuj uji, masa e tyre rritet deri në kufij të caktuar. 

Në përgjithësi mund të rritet apo të zvogëiohec .masa e trupit. 
Quajmë trup themeior trupin të cilit i shkëputen apo i ngjiten grimcat 
tiera. Do të supozojmë se trupi themelor mund të mendohet si grimce, 
kështu që lëvizjet e brendshme mund të mos përfillen dhe se procesi 
i shkëputjes apo i ngjitjes kryhet në mënyrë të vazhduar. Me rëndësi 
të veçantë është shqyrtimi i iëvizjes së trupit themelor, por ne kete 
rast nuk mund të zbatohet ekuacioni themelor i dinamikësj^forrnës 
(1.3.5). Shqyrtimin do ta fiilojmë nga fakti se në sistemin e tërësishëm 
të përbërë nga trupi themelor dhe grimcat të cilat shkëputen apo ngji- 
ten mund të zbatohet iigji rnbi ruajtjen e irnpulsit. 

Le të ketë trupi themelor në kohë i masën m dhe shpejtësinë v. 
Gjatë intervalit kohor i> t + dt le t’i ngjitet grimca me masë dm, e cila 

e ka shpejtësinë u t . Pas ngjitjes trupi themelor do të ketë^masën 

m + dm x dhe do të lëviz me shpejtësi v + dv x . Në këtë rast dv x . para- 
aet ndërrimin e shpejtësisë së trupit themelor -pas ngjitjes së grimces. 
Kjo grimcë dhe trupi themelor paraqesin sistem të izoluar dhe mund 
të zbatojmë ligjin e ruajtjes së impulsit. Do të kerai në kohen t kete 
gjendje: 

p{t) = mv + dm x Ut 

kurse në kohën t + dt 

p(t + dt) ~ (m + dm x ) (v + dv x ) 

Mga ligji mbi ruajtjen e impulsit fitojmë: 

(m + dm x ) (v + dv x ) = m v + dm x u x 


( 1 ) 

(2) 

(3) 


prej nga fitojmë: 
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m dv x + v drriy + dm x dv t = ^ 

Duke mos pën'illur -prodhimin dm, dv, si madhësi pa mbarim të vogël 
te rra*Ut të dytë, fitojmë ndërrimin e shpejtësisë së trupit themelor 
kur atij i ngjitet grimca: . - ' 


. ' dm, 

d'D^ — (&! — v) 

m 

Supozojmë se paraielisht me ngjit jen e ■< grimcave, paraqitet edhe shkë- 
putja e tyre nga trupi themelor. Në kohën dt le të shkëputet gri- 

inca me masë \dm 2 \ -- cta 3 me shpejfcësi w 2 . Pas kësaj ndarje trupi 
themeior do fcë kefcë masën m^ \dm 2 \ dhe do të lëvizë me shpejtësi 

v + dv 2 . Nga këto të dliëna impuJsi i këtij ’sistemi në kohën t do fcë 
jetë: 

p k (t) = mv ( 5 ) 

ku me indeks k kemi shënuar gjendjen e shkëputjes. Në kohën t + dt 
impulsi do të jetë: 

Pk(t + dt) = (m — 1 dm 2 \ ) (v + dv 2 ) + d?n 2 | (6) 

Ndërsa ligji mbi ruajtjen e impuisit na jep: 


(m - \ dm % \ ) (u + + u 2 \dm 2 \ = m? 


( 7 ): 


Prej nga: 


mdv 2 ~ \ dm z \v- \ dm 2 \ dv z + \ dm 2 \ = 0 


Duke mos përfiliuar edhe në këtë rast prodhimin \ dm^ldv^ fitojmë ndë- 
rrimin e shpejtësisë së trupit fchemelor pas shkëputjes së grimcës: 



m m 



v) 


( 8 ) 


Më në fund nëse në trup thëmelor vepron edhe forca ~F ajo do tl jepë 

një nxitim a. Nëse nuk e përfillim veprimin e ndërrimit të masës së 
trupit themelor në këtë nxitim, atëherë mund të shkruajmë: 
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dt m 


Nga shprehja e ftmdit mund të njehsojmë ndërrimin e shpejtësisë së 
trupifc themelor nga veprimi i kësaj force 


&V,=> — dt (10) 

m 

Ndërrimin e tërësishëm të lëvizjes së trupit themelor e gjejmë duke 
mhledhur shprehjet (4), (8) dhe (10). Fitojmë: 

dv = dv x + dv 3 + dv 9 

përkatësisht: 

(«,-»)+ ( i;-r)+ i-dt (u) 

m m m 

E shumëzojmë (11) ae— dhe fitojmë ekuaoionin e kërkuar diferen- 


m M- = ? + A i^-v) ( 12 ) 

dt dt dt 

Duke shprehur shpejtësitë relative të ngjitjes d,m.th. të shkëputjes 
ndaj trupit themelor, në formën: 


dhe 


Ul' ~u x ~v 

— - — > - 

Ua' ~ V 


ekuaeioni (12) mund ta shkruajmë kësisoji: 


(13) 


m 




:«= f + 

dt 


drrij 

dt 


u/ + 



dt 


(14) 


Ekuacioni (12) respektivisht (14) quhet ekuaeion i Meshçerskit dhe 
shpreh lëvizjen e trupit themelor kur ?nga ai shkëputet apo ngjitet 
grimca me shpejtësi të dhënë. Ndërrimi i masës së trupit themelor në 
njësi të kohës është: 
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dm _ dm t dm z 

dt dt dt 

E integrojmë dhe fitojmë: 


m(t)~m(0)+ f -f J*Oh\ dt 

J \ dt dt } 


ku me m( 0) kemi shënuar masën e trupit para shkëputjes d.m.th. para 
ngjitjes së grimcave. 

Nëse kemi vetëm njërin proces, procesin e ngjitjes apo të shkë- 
putjes, atëherë në ekuacionin e Meshçerskit do të bjerë njëri prej dy 
anëtarëve në të cilët vjen në shprehje ndërrimi i masës gjatë kohës 
Mund të shkruajmë: 


-r* t VA/ttts , 

m = F + u’ 

dt dt 

Në shprehjen e fundit, nëse kemi të bëjmë me procesin e ngjitjes 
dm > 0, kurse për procesin e shkëputjes nga trupi themelor dm < 0. 


2. SHQYRTIMI I ERUA€IONIT TË MESHÇERSKIT 
Ekuacioni i Meshçerskit (14) ndryshon nga ekuacioni (1.3,5), sepse 
në të përveç forcës F figurojnë edhe dy anëtarë plotësues. Nëse këta 
anëtarë i shënojmë me R do të kemi: 


R = 


drn i 
dt 


M/ + 


dm z 

~df 


u. 


Duke shfrytëzuar (1) shprehjen (14) mund ta shkruajmë: 


( 1 ) 


dv 

= F + R ( 2 ) 

at 

Madhësia R e cila karakterizon ndikimin e ngjitjes dhe të shkë- 
putjes së grimcave në lëvizje të trupit themelor quhet forcë i*eaktive. 
Nga shprehjet (1) dhe (2) kuptojmë se ekuacioni i Meshçerskit reduk- 
tohet në ekuacion të lëvizjes me masë konstante nëse forca reaktive 
është e barabartë me zero. 

Për njohjen e forcës reaktive (1) është e nevojshme njohja e ma- 
dhësive: 
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dm } 

dt 


dhe 


dm 2 

dt 


si dhe shpejtësitë relative të grimcave të cilat hgjiten apo shkëptiten 

nga trupi -themelor u* dhe u 2 \ Duke njohur forcën reaktive dhe for- 

cën F mund të zgjidhim problemin e lëvizjes së trupit me masë të 
ndryshuar. 

Do të shqyrtojmë se si forca reaktive ndikon.në lëvizje të trupit 
themelor. Do të supozojmë se shpejtësitë relative të ngjitjes dhe 'shkë- 
putjes e kanë kahim e lëvizjes së trupit themelor. Meqë është: 


dt 


atëherë kahu i 


komponentes së parë të (1), 


, , 

— u / eshte 1 njejte me 
dt 


kahun e shpejtësisë relative u/. Nëse shpejtësia u/ e ka .kahun e .lë- 

vizjes së trupit themelor, kjo komponente e forcë R do të shkaktbjë 

zmadhimin e shpejtësisë së trupit themelor. Në anën tjetër, pasi^™ < 0 

dt 

kahu i komponentes së dytë të (1) është i kundërt me kahun i shpej- 

tësisë relative u 2 ' } atëherë kjo komponente do të nxitojë trupin theme- 
lor nëse shpejtësia relative e ka kahun e kundërt ndaj kahut të lëviz- 
jes. Pra, mund të themi se: Ngjitja e grimcave e nxiton trupin the- 
melor nëse këto ngjiten në kahe të lëvizjes, kurse shkëputja e grimcave 
e nxiton atë nëse grxmcat hudhen në kahe të kundërta të iëvizjes. Të 
shqyrtojmë rastin kur zmadhimi i masës së trupit themelor nga ngjit- 
ja e grimcave është i barabartë me zvogëlimin e shkaktuar nga shkë- 
putja. Në këtë rast vlen: 


dm 2 _ __ dmi 
dt dt 


kurse ekuacioni i Meshçerskit (14) do të ketë formën: 


dv , 
m —,F + 
dt 


drrti 

dt 



Ekuacioni i fundit tregon se edhe kur masa totale e trupit themëlor 
nuk ndërron gjatë kohës, ekuacioni i lëvizjes se tij ndryshon hga eku- 
acioni i lëvizjes me masë të pandryshuar (1.3.5). ;, ‘ v : 
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Më në fund nëse shpejtësitë relative të grimcave gjatë ngjitjes apo 
shkëputjes janë të barabarta me zeror 

u/ ~ 0 dhe u / = 0 

atëherë në (14) nuk ekziston forca reaktive dhe do të ngelë 


dt 

por këtu duhet konsideruar se masa është funksion i kohës. 


3. PROBLEMI I CIOiLliOVSKlT 


Si shembull të lëvizjes me masë të ndryshuar do të shqyrtojmë 
problemin e iëvizjes së raketës i > cili njihet si problem i Ciolkovskit. Le 
të hedhet. raketa në drejtim vertikal nga sipërfaqja e Tokës me shpejtë- 

si fillestare v 0 . Nga rrjedhja e gazeve me shpejtësi konstante relative 

u 0 në kah të kundërt të lëvizjes së saj masa do t'i zvogelohet vazhdi- 
misht: Supozojmë se ky ligj i ndërrimit të masës m = m 0 ) e (f) ëshfcë i 
njohur. Supozojmë se lëvizja e raketës kryhet në afërsi të sipërfaiqës së 

Tokës, kështu që forca e rëndësimit tokësor mg është konstante. Men- 
dojmë se rezistenca e ajrit është e papërfillshme. Nëse në drejtim të 
lëvizjes së raketës e vendosim boshtin y me fillim në pikën e lansimifc, 
atëherë ekuacioni i lëvizjes së saj sipas ekuacionit (14) është: 


m 


dv_ 

dt 


= mg + 



( 1 ) 


kurse ekuacionx skalar përkatës i cili i përgjigjet boshtit y është: 


m 


dv 

dt 


=- mg - u 0 


dm 

dt 


prej nga fitojmë: 


dv 

dt 


=- g-u 0 


dlnm 

dt 


dhe për shpejtësi të sajë fitojmë: 


v =— gt — u 0 lnm + C 


( 2 ) 


KOnstanten e integrimit e përcaktojmë nga konditat fillestare të lë- 
vizjes. Në kohën t = Q,v = v 0 dhe m = m a 
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C — v 0 + u 0 In m 0 


kurse (2) merr formën: 


772 

v = v 0 — gt + u Q In — - ( 3 ) 

m 

Nga <3) .shohlm se shpejtësia e raketës nuk varet prej ligjit të ndërri- 
mit të masës, por vetëm prej marrëdhënies së masës fillestare dhe ma- 
sës në moment të dhënë. Kjo shpejfcësi gjithashtu varefc prej shpejtësisë 
relative fcë hedhjas së gazeve. 

Që të gjejmë rrugën e kaluar e integrojmë edhe një herë ekuacio- 
nin (3) 


y = v 0 t ~~ — gi 2 + u 0 f In — — dt (4) 

2 J m(t) 

o 

konstantja e dytë e infcegrimit është e harabartë me zero sepse y~0 
në kohën t — 0. Shprehja (4) nuk mund të integrohet, pra edhe rruga 
nuk mund të dihet nëse nuk e dijmë ligjin e nderrimifc të masës gjatë 
kohës. Shohim se rruga e raiketës varet prej këtij iigji. 

Ne do të supozojmë se masa e raketës gjatë kohës zvogëlohefc si- 
kurse funksioni eksponencial: 


m — m 0 e~ al 


atëherë, 


ln In e xt — at 
m 


dhe integrali (4) e ka vlerën 


J In dt—J atdt = — t z 


dhe për rrugë të raketës fitojmë: 


y = v 0 1 - — gt 2 + — u 0 at z 
2 2 


ose 


y = v 0 t+ — (<xu Q - g)t 2 
2 


( 5 ) 



121 


LËVIZJA ME MAS& Tjfe NDRYSHUAR 

Shprehja (5) e fituar nga supozimi i ndërrimit të masës sipas kohës 
në formë të funksionit eksponencial tregon se lëvizja e raketës është 
njëtrajtësisht e nxituar nëse ctu Q > g t do të jetë njëtrajtësisht e ngada- 
lësuar për <xu 0 < g dhe e njëtrajtshme për au 0 ~ g. 

Në rastin që e shqyrtuam kemi supozuar se lëvizja e raketës kry- 
het l në afërsi të sipërfaqes së Tokës dhe se rezistenca e ajrit është e 
papërfillshme. Në rast të përgjithëm forcën e rëndimit tokësor duhet 
zëvendësuar me forcën e Njutnit për gravitacion të formës (1.8.1). Pas- 
taj duhet të merret në konsiderim forca e rezistencës së ajrit e cila për- 

■' — > 

afërsisht mund të shkruhet: ™ kv z v 0 . Atëherë në vend të ekuacionit 
( 1 ) do të kemi: 


m 



— — G 


mM 

r 2 



Jcv z v 0 + 



( 6 ) 


ku janë: m-masa e raketës, M-masa e Tokës v a vektori unitar në kah 
të shpejtësië. Ekuacioni përkatës skalar i (6) është: 


m 


dv 

dt 


y z 



(7) 


ku me y kemi shënuar largësinë nga raketa deri në qendër të Tokës, 
kurse me u 0 shpejtësinë relative të rrjedhjes së gazeve. Ekuacioni (7) 
zgjidhet në mënyrë të ngjashme si në rastin e mëparshëm, por zgjidhja 
e tij nuk mund të shprehet me ndihmën e funksioneve elementare. 



Në sistem koordinatash i cili lëviz me shpejtësi të ndryshuar para- 
qitet një. formë e veçantë e forcës. E quajmë forcë inerciale. 

Të mendojmë një sistem të koordinatave O' i cili lëviz me shpejtësi 

v s ndaj sistemit tjetër të koordinatave O. Nga fig. 26 shohim se shpej- 

tësia në sistemin lëvizës v' përbëhet nga shpejtësia në sistemin e pa- 
> — > 

levizshëm v dhe shpejtësisë së lëvizjes së sistemit v s . Nga figura sho- 

him se vlen formula 



v' =*v-—v s t (1) 

Duhet theksuar se formula e keti- 
llë vlen vetem nëse shpejtësitë ja- 
në të vogla në krahasim me shpej 
-tësinë e dritës. Për shpejtësi të 
mëdha duhet shfrytëzuar formu- 
lat e teorisë së relativitetit për të 
cilat do të bëhet fjalë ne fund të 
këtij libri. E derxvojmë formulën 
(1) sipas kohës dhe fitojmë për 
nxitixn: 



dt 


E shumë zojmë (2) me masën 
e pikës materiale dhe fitojmë 
shprehjen për forcë: 


— * — > 

V —f — m (3) 

dt 

Shohim se forca në sistem lëvizës ndryshon nga forca në sistem të 
palëvizshëm për anëtarin: 
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dt 

Kjo ; është gjithashtu një forcë. E quajmë forcë inerciale. Shohim se 
ajo ka kah të kundërt nga kahu i ndërrimit të shpejtesisë së sistemit 
lëvizes. Pra ? nëse sistemi lëvizës, lëviz në mënyre të nxituar 'forca iner- 
ciale. yepron në kah të kundërt të nxitimit të sistemit. Nëse sistemi lë- 
vizës lëviz në mënyrë të ngadalesuar, atëherë forca inerciale vepron në 
kah. të lëvizjes së sistemit. 

Pprcën inerciale e diktojmë në çdo mjet komunikacioni gjatë ndë- 
rrimit të shpe jtësisë së txj. Gjatë nxitimit ndjejmë presionin në ulëse, 
kurse gjatë frenimit forcën e cila na hedh në kah të lëvizjes. Gjithashtu 
forcën inerciale e përjetojmë në ashensor. Kur ashensori lëviz përpjetë 
në mënyrë të nxituar, atëherë ndjejmë presion në dysheme, na duket 
se na ështe rritur pesha. Në rast kur ashensori leviz teposhtë në më- 
nyrë të nxituar, ndjejmë presion më te vogël në dysheme, na duket 
thuajse na është zvogëluar pesha. Kjo përshkruhet me formulën (3). 

Në' të vërtetë te ky shembull f' është pesha jonë në sistem lëvizës, kjo 
është ajo peshë të cilën e ndjejmë në ashensor. Pesha në sistem të pa- 

lëvizshëm është /. Te lëvizja nga poshtë-Iart nxitimi ‘i sisfemit v s ka 
kah të kundërt nga veprxmi i rëndimit dhe meqë forca inerciale është 
negative, kjo forcë do të ketë të njëjtin kah me peshën, gjë që ne. e 
ndjejmë rritjen e ,saj. Por te iëvizja e nxituar nga lart-poshtë nxitimi 
i ' Sistemit ë ka kahtm e rëndimit dhe meqë forca inerciale ka kah të 
kundërt na duket se pesha është zvogëluar. 

■ — > 

Sikur ashensori të bjerë me nxitim g, forca inerciale do të jetë e 
barahartë me rëndimin, por me kah të kundërt. Në ketë ashensor të, 
gjithe trupat do të gjenden në gjendje të pa peshë. 

Nëse shpejtësxa e sistemit lëvizës ështe konsahte 

v s = const 

atëherë 

dv *"* 

- — — ~ 0 dhe nuk do të ketë forcë inerciale. Pra, / f = 0. Në këte rast 

y.-dt-r: '■ • ■ 

V = / 

çka do të thotë se forcat në të dy sistemet janë të barabarta. Kur gjen- 
demi në mjet komunikacioni, gjate kohës së lëvizjes me shpejtësi kon- 
stante nuk ndjejmë veten sikurse në sistem të palëvizshëm. 
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2. LEVIZJA NË SISTEM I CILI KROTULLOHET 

E dimë se Toka rrotullohet rreth boshtit të vet prandaj të gjitha 
sistemet koordinative të lidhura me Tokën rrotullohen ndaj sistemeve 
të lidhura me yje të palëvizshme. Pasi sistemet tona laboratorike gjith- 
monë duhet t’i lidhim me Tokën, vazhdimisht punojmë në sisteme rro- 
tulluese koordinative. Do të njihemi me vetitë e dukurive në këto sis- 
teme. 

Së pari do tl krahasojmë vektorët uni- 
tarë të kaheve të boshteve të koordinatave 
në sistemin e palëvizshëm me ato në siste- 
min rrotullues. Do të theksojmë se madhë- 
sitë në sistemin rrotullues do t’i shënojmë 
me nje vizë pranë simbolit apostrof), kur- 
se ato zakonisht në sistem të palëvizshëm. 
Do të supozojmë se të dy sistemet e kanë 
qendrën e perbashkët. Le të rrotullohet si- 
temi lëvizës me shpejtësi këndore co. Shpej- 
tësinë këndore e shprehim si vektor i cili 
e ka drejtimin e pozitës momentale të bosh- 
tit të rrotullimit dhe kahun e shoqëruar me 
rrotullimin djathtas rreth atij boshti. 

Do të shqyrtojmë vektorin unitar i'. 
Në fig. 27 është paraqitur pozita e këtij ve- 
ktori në kohën t Në intervalin e kohës dt 
ky vektor e ndërron pozitën e vet. Ndërrimi i pozitës së këtij vektori 

përcaktohet me vektorin di'. Pigura tregon se intensiteti i këtij ndë- 
rrimi është: 



di' — sin a • dcp 

Këtu me a kemi shënuar këndin të cilin e mbyll vektori i' me shpej- 
tësinë këndore, kurse me d<o këndin e rrotullimit për kohën dt E pje- 
sëtojmë këtë formulë me dt Fitojmë: 

di' dcp 

— sm cc • — T — = sm « ♦ co 

dt dt 


dcp 

sepse co — — “ 
dt 

Rezultati i fituar paraqet intensitetin e prodhimit vektorial të vektorit 

6o dhe vektorit unitar i'. Meqë vektori di' është normal edhe në to 
edhe në i' mund të shkruajmë: 


di' 

dt 



— w x i' 


( 1 ) 
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Kjo është shprehja për derivatin kohor të vektorit unitar i'. Në më- 
nyrë të ngjashme i gjejmë derivatet e vektorëve tjerë unitar: 


dj' 


~ (0 x f 


dk' 


dt ' dt 

I gjejmë edhe derivatet e dyta të tyre sipas kohës: 

dt> dt di 

Zëvendësojmë derivatin e parë nga <1>: 

— ► 

— (o x (o) x i') 


to X fc' 


< 2 ) 


Në mënyrë të ngjashme njehsohen edhe derlvatet për dy vektorët tjerë 
xmitarë. 

Pasi të dy sistemet e kanë një qendër të përbashkët, atëherë vek- 
torët e pozitave të ndonjë pike materiale janë të barabartë 

r = r' 

por ndryshojnë komponentet e tyre. Vektori i pozitës në sistemin O' 
i ka komponentet: 


r' * i'z' + j'y' + k'z' 

Që të fitojmë shpejtësinë duhet derivuar sipas kohës: 



sepse duhet marrë në konsiderim se vektorët unitarë nuk janë kons- 
tantë. Meqë dx'/dt *= v x dhe ngjashëm, për tre anëtarët e formulës fi- 
tojmë: 


i'v/ + j'Vy' + k'v/ = v' 

Këta anëtarë japin shpejtësinë në sistemin lëvizës. Për tre anëtarët 
dytë duhet shfrytëzuar formulën (1) dhe formulat e ngjashme. 



126 


HYRJE NE PIZIKE TEORIKE 


Fitojmë: 

o> x i'x' + eo x j'p' + (o x k'z' = co x (i'x' 4 -~j'y' + lc'z') - & x7' 

Kur fc’i shkruajmë të gjifchë anëtarët fifcojmë për shpejtësi: 

v = v' + (i »xr' (3) 

Shohim se shpejfcësia në sistem O është e harabarfcë me shumën e shpej- 
tësisë në sisfcem rrotullues dhe shpejtësisë fcë cilën e fifcon pika mate- 
riale nga rrofcullimi. Këfcë shpejfcësi e shënojmë në formën: 

v r ^to x r' ( 4 ) 

Do fcë përcakfcojmë edhe nxifcimin e pikës materiale: 

a-r-r' = 7 + f * v -'- + jf. + 2 f_*L + 

dP dt 2 df 2 di dt 

V 

, df d2/' , dk' dz ' ) . , , dÇ' , , d 2 /? *; ; 

dt dt di dt d/ 2 dr- ' dt 2 - - ' 

Tre anëtarëfc e parë të kësaj formule janë: 

i'a / + j'a y ' + k'a/ — a' 

nxitimi në sisfcemin rrotullues. Tre anëtarët e dyfcë japin: 

o.> x i'v x ' + co x j'Vy' + w x k'Vi —oyX (%fv/+ j'v y ' + k'v z ') = w x v' 

Në tre anëfcarëfc e fcretë paraqiten derivafcefc e dyfca te ; vekfcorëve unifcar. 
Shfryfcëzojmë formuiën (2) dhe fce ngjashme. Fito jmë: 

c*> x [0 x (i'x' + j'y' + k'z' )] = o> x (tflXr) 

I zëvendësojmë të tre anëfcarëfc në f ormulën për mitim: 

fl“J + 2wxJ+Jx(Sxf) 
prej nga për nxifcim në sistem rrofcullues fitojmë: 

a' = a- 2® xv' -&x (Zxr) (5) 

E shLimëzojmë. (5) me masën e pikës materiale që të fitojmë f orcën: 
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7' 2 mcS ><7o - mS x <> x 7) (6) 

Formula e fituar tregon se në sistem rrotullues paraqiten dy forca 
të reja. Keto' janë: forca e Koriolisit 

7=“2 mdaXv') (7) 

dhe forca centrifugale 


/ c / =— mo) x ((*> x r) 


( 8 ) 


Forca (8) quhet centrifugale sepse vepron 
në.kah radial prej boshtit të rrotullimit. Në 

fig. 28 janë paraqitur vektorët w dhe r. 
Shohim se prodhimi i tyre vektorial e ka 
kahun e tangjentes në rreth të ciiin e për- 
shkruan pika materiale gjatë rrotullimit të 
sistemit. Këte prodhim vektorial duhet shu- 
mëzuar edhe një herë në mënyrë vektoriale 

me . w. Nga figura shohim se ky vektor ka 
kah radial. Fasi në formulë për forcë cen- 
trifugale gjendet parashenja m.inus, kjo for- 
cë e ka kahun prej boshtit gjë që kështu 
arsyetohet emri i saj. Do të përcaktojmë 
edlie intensitetin e kësaj force. Xntensiteti i 
prodhimit vektorial është: 



! to x r\ 


='wp 


ku me .p kemi shënuar largësinë e pikës materiale nga boshti f rrotu- 

lltait. Pasi f C f është normale ne këtë vektor këte intensitet duhet shu- 
mëzuar me o>m. Pra, 

\f çf \ = raoy^p 

por pasi është 

■ • tt -=s JL ’ " 

P 


gjejmë perfundimisht: 


. . \l\ = . 

. , ; . ' P . 

Kjo është formula e njohur për forcën centrifugale. 


( 9 ) 
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Nga formula për forcë të Koriolisit kuptojmë se ajo ekziston ve- 
tëm kur pika materiale lëviz relativisht ndaj sistemit rrotuliues. Në të 

vërtetë, kur pika materiale nuk lëviz në sistem rrotullues atëherë 'v = 0 
dhe forca e Koriolisit është e barabartë me zero. Kahu i foreës së Ka- 
riolisit është normale në rrafshin të cilin e përcakton boshti i rrotulli- 
mit dhe shpejtësisa relative, Intensiteti i kësaj force është: 

I f c \ = 2mwv' sin (<oV ) < 10) 

Porcën e Koriolisit e diktojmë kur e lëshojmë të lëvizë sfera e vogël në 
kah radial të pllakës rrethore e cila rrotullohet rreth boshtit të vet. 
Atëherë mund të vërejmë se sfera e lëshon kahun radial të lëvizjes dhe 
menjanohet djathtas kur shikohet në kah të lëvizjes së saj. Ky mënja- 
nim është rezultat i veprimit të forcës së Koriolisit. 


3. TEOREMA E EARMORIT 

Nga forca e Koriolisit mund të përfitojmë teoremën e cila luan një 
rol të rëndësisishëm në fizikën atomike. Të mendojmë se në grumbull 
të elektroneve i cili lëviz shpejt rreth ndonjë bërthame vepron fusha 

konstante magnetike. H. Ekuacioni i lëvizjes së ndonjë elektroni nën 

veprimin e forcës së brendshfe / dhe fushës së jashtme magnetike 
shprehet në formën: 


(lV — * — > 

m — »/ + e (v x B) ( 1 ) 

<M 

E krahasojme këtë formulë me ekuacionin e lëvizjes në sistem koordi- 

nat i cili rrotullohet me shpejtësi konstante to, *pra me formulën 
(V.2.6): 


dv' V -* — * 

m = / - 2m (o) x v ' ) x (■& x r) 

dt 


( 2 ) 


Nëse shpejtësia e elektroneve v është e madhe ndaj shpejtësisë m 
mund të mos e përfillim forcën centrifugale dhe për ekuacion të lëviz- 
jes fitojmë përafërsisht, v' = v në anëtarin e dytë 

d'D ' * — ► — ► 

m ~ 2 m (co x v) (3) 

dt 

Këtë ekuacion mund ta lidhim me ekuacionin e lëvizjes së grumbullit 
të elektroneve në fushë konstante magnetike. Shohim se është e mun- 
dur të zgjedhim aso sistemi rrotullues në fcë cilin forca e Koriolisit anu- 
lohet me forcën e Lorencit: 
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^r} t — » — > . — » — + —♦ 

m = / + 2m (» x «) + e (t) x #) = / 

dt 

prej nga rrjedh se shpejtësia këndore duhet të jetë e barahartë me: 

u>l=- H (4) 

2 m 

Nëse pas vendosjes së fushës magnetike shikojmë grumhullin e elektro- 
neve nga sistemi rrotullues nuk vërejmë kurrfarë ndryshimi në lëvizjen 
e elektroneve. Kjo do të thotë se vetë sistemi i elektroneve ka fituar 
rrotullim të njëtrajtshëm rreth fushës magnetike me shpejtësi këndore 
e cila i përgjigjet teoremës së fituar. Nga përfitimi i formulës (4) kup- 
tojmë se teorema e Larmorit vlen vetëm për fusha magnetike jo shu- 
më të fuqishme, sepse në të kundërtën forca centrifugale nuk mund të 
mos përfillet, 

4. N0IKIMI I RROTOLLIMIT TË TOK3ËS 

a) NdiMmi i forcës centrifugale në nxitimin e rënies 

Në sipërfaqen e Tokës e cila rrotullohet paraqitet forca centrifu- 
gale e cila së hashku me rëndimin e trupit e jep një forcë rezultuese. 
Do të përcaktojmë se si forca centrifugale ndikon në rëndimin e trupa- 
ve. Për këtë arsye mjafton që tl shqyrtojmë vetëm nxitimet. Nxitimi i 

rëndimit tokësor g eka kahun kah qendra e Tokës, sepse është re- 
zultat i forcës tërheqëse të masës së Tokës e kjo forcë zotëron thuajse 
masa e Tokës është e koncentruar në qendrën e saj. Meqë Toka rro- 
tullohet, në sipërfaqe të saj vepron edhe forca centrifugale në kah prej 
boshtit të rrotullimit. Në fig. 29 janë ; vizatuar nxitimet e këtyre dy 

forcave. Rezultanten e tyre do ta shënojmë me g'. Kjo rezultante pa- 
raqet nxitimin në sistemin rrotullues, madhësi kjo të cilën dëshirojmë 
ta përcaktojmë. Nga figura shohim se vlen: 

g' = g + a cf = g - <*> x (w x r) (1) 

Së pari do të gjejmë intensitetin e këtij nxitimi, prandaj formulën (1) 
e ngrisim në katror: 

g n = 2g |> x (w x7)J + j> x (« x r )] 2 


O TTi 
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Duke njohur periodën e rrotullimit të Tokës 
T = 1 ditë ose 86164 s, mund të njehsojmë 
shpejtësinë këndore të rrotullimit të saj. Do 
të kemi: 

« = ----- — * 7,29 • 10~ s S-K 

96164 

Shohim se vlera:e saj është mjaft e vogël dhe 

për g = 9,82 — , r = 6,37 • 10 6 ra anëtarin e 
s 2 

tretë mund të mos e përfillim. Atëherë, ngel 


g ' a = g 2 - 2p [w(w * r) — r co 2 ] 


E dijrnë se 0 e ka kahun kah qendra e fTokës, prandaj mund të shkru- 
ajmë: 



dhe fitojmë: 


g ' ^ = g* + [ (o 7* r) 2 ~ r^o) 2 ] 

r 


( 2 ) 


Nga figura 29 shohim se këndi në mes të vektorëve w dhe r është 

— a ku a është gjerësia gjeografike e vendit në të cilin e masin nxi- 
2 

tim g'. Fitojmë: 


(tor) 2 = o> 2 r 2 cos 2 



= (o 2 r 2 sin 2 a 


Vlerën e fundit e zëvendësojmë në shprehjen (2): 

g ' 3 = g 2 — 20 rw 2 cos^a (3) 

pra, nxitimi i forcës së rëndimit është i zvogëluar për anëtarin rw 2 
fcos 2 a. Shohim se ky nxitim varet prej gjerësisë gjeografike. Faktori 
rco 2 e ka vlerën 0,034. Me ndihmën e tij mund të njehsojmë nxitimxn e 
yëndimit në çfarëdo gjërësie gjeografike. Vlera më e madhe e tij gjen- 
det në pole 0 ' = 0 = 9,82 m/s\ kurse ajo më e vogël në ekuator g' ~g~~ 
~~ m 2 = 9,83 - 0,034 = 9,786 m/s z . 
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Përveç kësaj, nga forca centrifugale edhe kahu i rëndimit është e 
zhvendosur për një kënd të vogël <p nga qendra e Tokës. Kjo zhvendosje 
njehsohet kësisoji: 

nnsm —* —* 


Supozojmë se në emërues përafërsisht g' » g dhe për të fifcojmë g 2 . 
Bo të njehsojmë edhe numëruesin: 


\9' x g\ = | [p- <o x (o) x r)] x g\ =- 


[to x (o) Xr) x 



* ..£ 


r 


• r) ~ r w*] x r| - (wr) | (w x r)( 

r 


Meqë vlen: 


o> r = wr sina dhe | o> x r j = <or cos cosa 


rrjedh: 


got) 2 r s 

9 sma cosa 

rg z 


ose: 


oo 2 r 

9 sm2a ( 4 ) 

2 g 

Vlera e koeficientit të shprehjes së fundit është: 



Pormuia (4) tregon se vlera e kahut së zhvendosjes së rëndimit prej 
qendrës së Tokës varet prej gjerësisë gjeografike. Kjo vlerë në pole 
është e barabartë me zero, sikurse edhe në ekuator, por ka vlerë maksi- 
male në gjërësitë gjeografike a - 45°. Në këto gjerësi kjo vlerë është* 
9 — 0,0017. 


b) Ndlkimi i forcës se Koriolisit në rënie 

Nxifcimi në sipërfaqen e Tokës e cila rrotullohet, përcaktobet me 
formulën (V.2,5J: 
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LtlL. = q' 4 * 2 Xo)-'( J )X((i)Xf) (5) 

di 2 dt 

Nxitimin centrifugal sipas formulës (1) do ta zëvendësojmë në (5). Do 
të kemi: 

= a' h- 2 — — x to sepse g' ” p — co x (wXr) 
dt 2 di 

Këtë mund ta xntegrojmë menjëherë: 


dt 

Këtu dxxhet shënuar edhe konstanten e integrimit e cila ka kuptim të 
shpejtësisë fillestare, por te rënia ajo është e barabartë me zero. Vleren 
e shpejfcësisë e zëvendësojmë në shprehjen e parafundit: 

d * r ' = g' + 2 (g' t + 2 7' x w) x w = g?' + 2 (p' x oDt 
df 2 

këfcu nuk e kemi marrë në konsiderim anëtarin në të cilin paraqxtet to 2 . 
E integrojmë edhe dy herë: 

d Z — g't + (g' x w)f- (6) 

dt 

7' = JL 0 ' f + — (g y X 0 ))f + r 0 ' (7) 

2 3 

Për shpejtësi të rënies dhe për rrugën e kaluar kemi fituar formula të 
cilat përveç anëtarëve te rënia në sistem të palëvizshëm përmbajne edhe 
anëtarë në të cilët paraqitet shpejtësia këndore .e rrotullimxt te Tokes. 
Nga mënyra e përfitimit të tyre shohim se rrjedhin nga forca e Kono< 
lisit. Prandaj mund të përfundojmë se te^rënia në Tokë e cxla rrotullo- 

het vepron edhe forca e Koriolisit. . , ^ 

Do ta vendosxm sxstemxn e koordx- 

natave në sipërfaqe të Tokës kështu që 
boshti g' le të ketë kah vertikal për- 
pjetë sikurse tregon fig. 30. Boshtin 
x' do ta vendosim në kah të meridia- 
nit të orientuar kah ekuatori, kurse 
boshti y' duhet të jetë në .kah të para- 
leles në sipërfaqe të saj në drejtim të 
lindjes. Duke zgjedhur sistemin koor- 
dinat në mënyrë të këtillë do të kemx: 

g' 

Nga figura :shohim se prodhimi vekto- 

rial g' x <o e ka kahun e boshtit y'. 
Xntensitetx i këtij prodhimi është: 
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g'ts) sin — + a — g'co cosa 
2 

pxandaj shkruajmë: 

— > — > — 

g,' x co — j' g' cocosa 

Supozojmë se pika materiale në fillim të rënies është e ngritur për h 
mhi sipërfaqe të Tokës, prandaj vlen 

r 0 ' ~k/h 

I zëvendësojmë këto vlera në ( 7 ) : 

r' — k' - g' f j + j' ~ g'ta cosa ■ t 3 

Shprehja e fundit tregon se pika materiale jo vetëm që bie sipas ver- 

— > 

tikales, në kah të vektorit k' , por e ka edhe një zhvendosje në kah të 

v-s* 

j', pra zhvendosje kah lindja. Edhe kjo; zhvendosje është rezultat i 
veprimxt të forcës së Koriolisit. Zhvendosja kah lindja e ka vlerën: 

y' — “ g' o) cosa • £ s (8) 

3 

Vlera e (8) është shumë e vogël, prandaj mund të vërehet te rëniet nga 
lartësitë e mëdha. Eksperimentet janë kryer në xeherore dhe te rënia 
në thellësi prej 500 m vlera e saj është disa cm. - Matjet eksperimentale 
përputhen me formulën (8). 


5. LAVJERHËSIl I FUKOS 

Forca e Koriolisit vepron edhe në lavjerrës i cili lëkundet në sipër- 
faqe të Tokës. Lavjerrësi në sistem i cili rrotullohet do të mënjanohet 
nga rrafshi fillestar i lëkundjes. Fuko më 1851 bëri eksperimentin e tij 
të famshëm dhe tregoi se gjendemi në sistem i cili rrotullohet. Ky eks* 
periment shërben si një prej argumenteve se Toka rrotullohet rreth 
boshtit të vet. Ne do të njehsojmë veprimin e forcës së Koriolisit në 
lavjerrës. 

Supozojmë se lavjerrësi matematik lëkundet me amplituda të vog- 
la, kështu që mund të marrim se kryen oshilime harmonike. Do të ven- 
dosim sistemin e koordinatave në sipërfaqe të Tokës sikurse në prob- 
lemin e mëparshëm të paraqitur në fig. 30. Peshën e lavjerrësit e zbër- 
thejmë në dy komponente. Në kahun e boshtit x' e kemi komponenten 
mg siny, kurse në kahun e boshtit y ' komponenten mg sing. Nga lë- 
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x' 

kundjet e vogla të lavjerrësit përafërsisht mund të shkruajmë sinr « — 

\ 

V' 

dhe si n 4 8 = — ku l është gjatësia e lavjerrësit. Sipas kësaj pesha i jep 
i 

lavjerrësit nxitim të cilin mund ta zbërthejmë në komponente: 


9 

t 

l 


x ' 


a v 



11 ) 



Fig. 31 


Përveç peshës në lavjerrës vepron edhe forca 
e Koriolisit. Nxitimin e kësaj force e përcaktojmë 

sipas formulës 2v' x to. Vektori i shpejtësisë le të 

ketë komponentet x', y', 0. Komponenten e tretë 
e kemi marrë të barabartë me zero, sepse kemi su- 
pozuar se lavjerrësi iëkundet me amplituda të vo- 
gla, kështu që mund të mendojmë se lëvizja kry- 
het në rrafshin x' y'. Tani duhet që shpejtësinë kë- 
ndore të rrotullimit të Tokës ta zhërthejmë në ko- 
mponente. Sipas fig. 31 shohim se komponentet e 
saj janë: 


- (ocosa, 0, (osina. Prandaj vlen 


2v' X (o = 2 


i' 

r 

k' 

X' 

y 

0 

tocosa 

0 

(osina 


prej nga: 

2 v' x to = i' 2 y' cosina — j' x' oosina + ic' y' cocosa (2) 

Nga (2) dhe (1) mund të ndërtojmë komponentet horizontaie të nxi- 
timit të iavjerrësit: 


x' “ x' + 2 y' oosina 

l 

y' —— — y' — 2x' tosina 

l 

Do të shënojmë shkurtimisht me 

u ~ tosina 

dhe fitojmë: 


(3) 


(4) 
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x' — 2 uy' + jc' = 0 

Z 

y' + 2wi' + ^ ?/' ~ 0 


(5) 


Ekuacionin e dytë të sistemit (5) e shumëzojmë me njësi imagjinare 
dhe i mbledhim. Shënojmë shkurtimisht me: 


q — x' + iy' 


(6) 


dhe fitojmë ekuacionin diferencial; 


q + i2uq+ q 
l 


(7) 


Ky është ekuacion diferencial me koeficient konstante dhe zgjidhjen 
e tij do ta kërkojmë në formën: : 


q =e ia ' (8) 

Pasi të zëvendësojmë (8) në (7) dhe të thjeshtësojmë me eksponen- 
cial fitojmë ekuacionin karakteristik: 


a 2 + 2 - — — 0 

l 


i cili i ka dy zgjidhje: 


u + 


u 2 + 


ct 2 


« - j/ M J 


(9) 


+ 




Zgjidhja e përgjithshme e ekuacionit diferencial është: 

ç e ia i r + A z e ia 2 l 


( 10 ) 


Për përcaktimin e konstanteve të integrimit paraqesim konditat filles- 
tare të lëvizjes: 


për t — 0 x' = a, y' = 0, x' = y' — 0 

Këto kondita tregojnë se në fillim lavjerrësin e kemi zhvendosur nga 
pozita ekuilibruese për gjatësinë a kah jugu dhe e kemi lëshuar të lë- 
kundet pa shpejtësi fillestare. Këto kondita duhet tl zbatojmë për ndry- 
shoren e re q. Fitojmë: + 
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q = a> q — 0 pën t = 0 

Zëvendësojmë në zgjidhjen (10) dlie fitojmë: 

a = 4- A 2 dhe 0 — a x A x + a 2 A 2 

Zgjidhja e këtij sistemi është: 

_ a 2 a . a x a 

“ Aj “ * 

0&2 ACj OCi 


Për diskutim të rezultateve është e preferuar që të njehsojmë q: 

q = e' a i f + ia 2 A 2 e ia 2 r 

Zëvendësojmë në këtë shprehje vlerat për konstante A x dhe A 2 . 

q — i • e~ iut (& ITg/i t ~~ e~ { yj u? + g/l t) 

a z —a x 

Meqë është: 

aia z — dhe a 2 ” a x =— 2 V u 2 + g/l 

2 

fitojmë: 

Q CL r-r-ff /* 6” iur Sm (t V ^ + 0/0 (1D 

V ti 2 + g/l 

Kur lavjerrësi gjendet në pozitën e zhvendosjes maksimale shpejtësia 

e tij është e barabartë me zero. Pra i' = 6 dhe y f ' ™0 prej nga q ~ 0. 
Do ta shënojmë me x kohën kur lavjerrësi gjendet në pikën e zhven- 

dosjes maksimaie. Atëherë nga (11) shohtm se q™0 kur është: 
t ^vF+~g/l — nn për n = 1, 2, 3, . . . 

prej nga rrjedh: 

7VK 

yjlf+~gjr 

Për një lëkundje të plotë duhet zëvendësuar n = 2 dhe do të kemi: 

T= 2lt ■ - (12) 

V v? + g/l 

Mund të përcaktojmë vlerën e q në këtë kohë 
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q(T) = A x e- wr +*« i + e" f « T “ 2 « f = 


= + A 2 ) e- fttT = a e~ iuT 

Komi fituar ç kompleks me pjesët x' dhe 
dhe y\ Kjo do të thotë se q shpreh pozi- 
tën e lavjerrësit në rrafshin kompleks në 
kohën T. Shohim se ky numër kompleks 
e ka vlerën ahsolute a e cila paraqet zhve- 
ndosjen fillestare. Por përveç kësaj shohim 
se ekziston edhe zhvendosja per këndin 

cp = uT = 2 7ZU/ ^sp^Tg'fi ( 13 ) 

Mëqe shpejtësia këndore e rrotullimit të 
Tokës është e vogël n z mund të mos përfi- 
llet. Fitojmë: 



Fig. 32 


cp ™ / J . cosina 

J 9 


(14) 


Ky është këndi për të cilin rrotullohet rrafshi i lavjerrësit për ko- 
hën e një periode të oshilimit. Sikurse shihet nga formula (14) ky rro- 
tullim varet jo vetëm prej shpejtësisë këndore të rrotullimit të Tokës 
rreth boshtit, por edhe prej gjerësisë gjeografike të vendit ku kryhet 
eksperimenti. Ky kënd është më i madh në pole, kurse në ekuator fare 
nuk ekziston. Në fig. 32 është paraqitur rruga e lavjerrësit gjatë kohës 
së një periode. Nga pozitat ekstremale të zhvendosjes pika materiale 
kalon nëpër rrugë të lakuar siç tregon edhe figura. 



Le të jetë dhënë sistemi i pi-kave materiaie me masa m x , 

Fozitat e këtyre pikave materiale i përcaktojnë vektorët e pozitave 

r u r 2 , . . . T n . Për këtë sistem të pikave mund të definojmë një pikë të 

veçantë të hapësirës C me vektorin e pozitës r c të përcaktuar me for- 
mulën: 




r t 


I m, 

i-/ 


(1) 


Këtë pikë do ta quajmë qendër të masës së sistemit. Sipas formUiës së 
definicionit ( 1 ) shohim se qendra e masës së pikave materiale varet 
vetëm prej shpërndarjes së masave të sistemit. 

Do ta shënojmë me M masën e tërësishme të sistemit. Pra, 


M 


E m i 
& 


( 2 ) 


atëherë formulën (1) mund ta shkruajmë në formën: 

M r c ^ £ Mi Tj 

i ** 1 


(3) 


K derivojmë këte shprehje dy herë sipas kohës: 

Mr c -J j m-, r, 


(4) 


Në anën e djathtë gjendet prodhimi i masës dhe i nxitimit të pikave 
materiale. E di jmë se këto paraqesin forca, prandaj, 


m { Yi - Fi 


dhe nga (4) kemi 
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M rl - J F, - E (5> 

Kjo shprehje paraqet ekuacionin e lëvizjes së qendrës së masës. Kup- 
tojmë se qendra e masës së sistemifc të shqyrfcuar lëviz asisoji thuajse 
në të është e koncentruar tërë masa e sistemit të shqyrtuar dhe thuajse 
në atë pikë veprojnë të gjifcha forcafc. Kësisoji kemi vërtetuar këtë 
fceoremë: 

Sisfcemi i pikave materiale lëviz asisoji thuajse në qendër të masa- 
ve është e koncentruar tërë masa e sistemit dhe thuajse në atë pikë 
vepron rezultantja e të gjifcha forcave që veprojnë në sistem. 

Në sisfcem te pikave materiale mund të veprojnë dy lloje forcash. 
Forcat e jashtme me fcë cilat veprojnë trupat e jashtëm të cilët nuk. 
i përkasin sistemit dhe forcat e hrendshme të cilat veprojnë në mes të 
anëtarëve të sistemit. Kështu mund të shkruajmë për forcën e cila ve- 
pron në pikën materiale i këtë formulë: 

E = P«+ (6> 


Këtu me F if e kemi shënuar forcën e jashtme, kurse me F ik forcën me- 
të cilën pika materiale k vepron në pikën e shqyrtuar. Forcat e brend- 
shme i nënshtrohen ligjit të aksionit dhe reaksionit, prandaj vlen: 

F i k — ~ F ki 

dhe për shumën e të gjitha forcave të forendshme fitojmë: 

0 (7)> 

Prandaj rezultanten e të gjitha forcave në (5) e përfoejnë forcat e 
jashtme. 

Nëse në sistem nuk veprojnë forcat e jashtme, por vetëm ato të 
forendshme rezultantja e të cilave është e barafoartë me zero, atëherë 
formula (5) kalon në 


Mr 0 - 0 

dhe me integrim fitojmë: 


Mr c ^K ( 8 > 

Në anën e majtë të kësaj shprehje gjendet sasia e lëvizjes së qendrës. 
së masës së sistemit. Shohim se në ketë rast ajo mfoetet konstante.. 
Nga (8) rrjedh se 
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r c ~v c — const . 

Pra, në :këtë rast qendra e masës lëviz me shpejtësi konstante. Kjo na 
tregon se tërë sistemin mund ta zëvendësojmë me një pikë materiale të 
qendrës së masës së vet, 

Kur kemi të bëjmë me veprimin e forcës së rëndimit në sistem të 
pikave materiale atëherë qendra e masës quhet qendër e rëndimit të 
sistemit dhe shpesh në vend të emrit qendër e masës përdoret emri 
qendër e rëndimit pa marrë parasysh karakterin e forcës së jashtme. 


2. UGJl I SASSSË SË UmZJES 

Çdo pikë materiale e sistemit të shqyrtuar e ka sasinë e vet të lë- 
-vizjes: 

Pi = miVi ( 1 ) 

Sasia totale e lëvizjes së sistemit ëshitë: 

P- X> = ( 2 ) 

/■=/ / *“/ 

:E derivojmë këtë shprehje sipas kohës: 

P = i mi Vi = i nii di = i Fi 

f = ./ iml f«I 

Kështu kemi treguar se shuma e të gjitha forcave në sistem eshtë e ba- 
rabartë me shumën e forcave të jashtme. Pra, 

Në anën e djathtë gjendet rezultantja e të gjitha forcave të jashtme 
për të cilat e dijrne se veprojnë në qendër të masave. Pra, 

p = F 0 ( 3 ) 

Shohim se derivati kohor i sasisë totale të iëvizjes së sistemit është i 
barabartë me forcën e cila vepron në qendër të masës. 

Sipas formulës së lëvizjes së qendrës së masës është: 

F c = M r c ~ M v c 

prej nga 
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p" M v c 


dhe me integrim fitojmë: 

p — Mv c + K (4) s 

Shohim se sasia totale e lëvizjes ndryshon nga sasia e lëvizjes së qend- 
rës së masës për një vektor konstant. 

,y 

Nëse në sistem nuk veprojnë forcat e jashtme, v c " const dhe fi- 
tojmë: 


p-const <5> 

Pra kur sistemi nuk është nën veprimin e forcave të jashtme, atëherë 
sasia totale e lëvizjes mbetet konstante. Ky është ligji për ruajtjen e> 
sasisë së lëvizjes. 


3. LIG-JI I MOMENTIT TË SASISË SË LËVIZJES 

Momenti i sasisë së lëvizjes së ndonjë pike materiale, ndaj pikëS’ 
së dhënë fillestare 0 definohet me prodhimin vektorial: 


Li ~ r { Xpi^TiX miTi ( 1 > 

Tërë sistemi i pikave materiale do të ketë momentin e sasisë së lëvizjes 
ndaj kësaj pike: 



£ r, x rrii r, 

i~l 


C2> 


Do të përcaktojmë derivatin kohor të këtij momenti: 

L « £ r i x rrii r t + £ r t x 


Në anëtarin e parë kemi prodhimin vektorial të vektorëve paralelë për 
të cilin e dijmë se është i barabartë me zero, prandaj ngel vetëm anë- 
tari i dytë: 


= £ r t - x m t 7^ 




(3) 


Në anën e djathtë qëndron shuma e momenteve të të gjitha forcave:: 
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/=i 


<4) 


Mund të tregojmë edhe këtu se në shumën e fundit duhet të merret 
vetëm shuma e momenteve të forcave të jashtme. Në të vërtetë, nga 
ligji i aksionit dhe reaksionit, për momente të forcave të brendshme të 
eilat veprojnë në mes të dy pikave materiale do të kemi: 

M ik + M ki = r ik x ftfc + r« x r ki = ( r, - n ) x 


Ky prodhim vektorial është i barabartë me zero, sepse vektori r* ~ r* 
te forcat tërheqëse apo dëbuese është paralel me forcat, Prandaj ngel 
vetëm shuma e momenteve të forcave të jashtme: 


■ (5) 

i~I 

Nëse sistemi i pikave materiale është i mbyllur, që do të thotë se në 
të veprojnë vetëm forcat e brendshme, atëherë vlen 

— > 

£= 0 
ose 

L — const. ( 6 ) 

Shohim se në sistem të mbyllur momenti total i sasisë së lëvizjes një- 
kohësisht është konstant. Ky është ligji për ruajtjen e momentit të sa~ 
sisë së lëvizjes. 

Pikën O ndaj së cilës e përcaktojmë momentin e sasisë së lëvizjes 
mund ;ta zgjedhim në mënyrë arbitrare. Mund ta zgjedhim edhe në 
qendër të masës së sistemit. Atëherë formula (5) do të ketë formën: 


L c “ M c (7) 

— ,> 

Ku M c është rezultantja e të gjitha momenteve të forcave të jashtme 
në qendër të mases. 

Momentet ndaj ndonjë pike arbifcrare gjithmonë mund tl shprehim 
me ndihmën e momenteve ndaj qendrës së masës. Nga fig. 33 shohim se 
është: 


Ti = r c + r ic 

Për mdment të sasisë së lëvizjes kemi: 


( 8 ) 
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L - f m-Xri x rd = £ mXr c + r ic ) x (r c +V fe )« 

... /“J ■ ...... . . 

X m,(r c x r c ) + X m t -(r c x r fc ) + £ w f (r fc x r c ) + £ m t (r fc x r fc ) 

i‘ - - 1 /“i i' i i—i 


Anëtari i dytë i tretë janë të barabartë me ze- 
ro. Që të bindemi për këtë fillojmë nga formu- 
la (VX.l.U: 

Z m < n 


prej së ci-lës rrjedh: 

Z m f r/c - M r cc = 0 
/ 

Meqë vektori i pozitës së qendrës së masës ndaj 
qendrës së masës si pikë fillestare e ka int en- 
sitetin e barabartë me zero ? anëtari i tretë nuk 
ekziston. Nëse formulën e fituar e derivojmë si- 
pas kohës fitojmë: 



I m,- r lc = 0 

I 

prej nga përfundojmë se edhe anëtari i dytë është i barabartë me zero. 
Prandaj ka ngelur: 


L = .r c x M r c + r IC x m f r fc 

i 

Këtë mund ta shkruajmë: 

i = L c + £ L ic (9) 

/ 

Anëtari i parë paraqet momentin e sasisë së iëvizjes së qendrës së 
masës ndaj pikës fillestare 0, kurse anëtari i dytë shumën e të gjitha 
moihenteve të sasisë së lëvizjes ndaj qendrës së masës. Në mënyrë të 
ngjashme mund të vërtetohet se edhe për ; moment të forcave vlen 
formula: 


M - M c + X M ic (10) 

t 

Kështu shprehen momentet ndaj çfarëdo pike me ndihmën e momen- 
teve ndaj qendrës së masave. 
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4. IjIGJI PJ ËR EUAJTJEN E ENERGJISË 


Energjinë kinetike të sistemit të pikave materiale e fitojmë duke 
i mbledhur energjitë kinetike të pikave të veçuara të atij sistemi. Pra, 


n 





Ndërrimi i kësaj energjie është: 

dT = £ m, v, dv, (2) 

E paraqesim shpejtësinë: 



dt 


dhe (2) do të ketë formën: 


dT=f m, 


f-J 


dVj 

dt 


&Ti 


E dijmë se është: 


Do të kemi: 

dT-fFidr'i (3) 

Në anën e djathte të (3) kemi fituar punën e të gjitha forcave në sis- 
tem, të cilat ato e kryejnë nëse sistemi zhvendoset për një rrugë ele- 
mentare. Pra, kjo punë është e barabartë me ndërrimin e energjisë 
kinetike. Supozojmë se forcat janë konservative. Atëherë ekziston një 
funksion skalar V i cili quhet potencial i forcave. Ky potencial duhet 
të varet nga pozita e pikave materiale të sistemit. Pra, 


U- U(r u r*> . . . r n ) 

Nga matematika e di jmë se për funksionin i cili varet prej pozitës së 
n pikave mund të kryhen gradientet parciale sipas koordinatave të çdo 
pike. Nëse U është potenciali i forcave konservative, atëhere çdonjëra 
prej tyre është e barabartë me gradientin parcial të potencialit. Pra, 
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Fi^- gradiU ( 4 ) 

Zëvendësojmë në (3) 

dT -- f l grad i U dr\ (5) 

Sipas rregullave të matematikës kjo shumë është e barabartë me 

Z gradi U dVi = dU 

i*j 

diferencialin e funksionit U gjatë zhvendosjes së sistemit. Prandaj for- 
mulën (5) mund ta shkruajmë kësisoji: 

dT 4- dU = 0 

dhe pasi ta integrojmë fitojmë: 

T + U = const. 

Ky është ligji për ruajtjen e energjisë mekanike te veprimi i forcave 
konservative. 


5. LSVIZJET E KTJFSZUAEA TE SISTEMIT 

Lëvizjet e pikës materiale mund të jenë të kufizuara me ndonjë 
konditë, p.sh. mund të jetë e dhënë ndonjë sipërfaqe apo ndonjë vijë 
dhe të kërkohet që pika materiale të lëvizë vetëm nëpër atë sipërfaqe, 
perkatësisht nëpër atë vijë. Natyrisht se një gjë e tillë mund të kërko- 
het edhe për lëvizjen e sistemit të pikave materiale. Do të tregojmë se 
sx duhet të merren në njehsim këto kondita të kufizimit të iëvizjes. 

Le të jetë sipërfaqja nëpër të cilën mund të lëvizë pika materiale 
e dhëne me ekuacionin: 

f(r) ~ 0 ( 1 ) 

Per rrugë të pikës materiale vijnë në shprehje vetëm ato pika, për te 
cilat vektorët e pozites duhet të kënaqin ekuacionin ( 1 ). Për lëvizje 
të sistemit të pikave materiale, si kondita të kufizimit të lëvizjes shpre- 
hen ekuacionet të cilat duhet ti kënaqin vektorët e pozitës të të pjitha 
pikave materiale të atij sistemi. Nëse ka l këso kondita atëherë i shkru- 
ajmë kësisoji: 

fk(r u r 2 , . . . r„) = 0 k = 1 , 2 , . . . I ( 2 ) 

Këtu kemi marrë rastin më të thjeshtë kur këto kondita nuk varen 
nga koha. Në këtë rast konditat quhen skleronome apo stacionare. 


10 Hvrie në fizltrii tervHI™ 
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Nëse konditat gjatë kohës ndërrojnë ato quhen reoneme. Fërveç 
kësaj kemi marrë se konditat na lidhin vetëm vektorët e pozitave të 
pikave të sistemit. Këto kondita quhen holonome. Sikur këto kondita 
të kufizimit të lëvizjes të vareshin edhe nga shpejtësitë e pikave mate- 
riale, atëherë do të quheshin joholonome. Ne do të lmfizohemi vetem 
për rastin e konditave stacionare dhe holonome. 

Të mendojmë se në sistemin e shqyrtuar e kemi kryer një zhven- 
dosje të vogëi, e cila është në pajtim me konditat e dhëna- të kufizimit 
të lëvizjes. Kjo zhvendosje quhet zhvendosje virtuale dhe si e tillë nuk 
është e thënë që në përgjithësi t’i përgjigjet zhvendosje që sistemi e 
kryen në të vërtetë. Kjo është zhvendosje e menduar gjatë së cilës 
kënaqen konditat e kufizimit të lëvizjes. Që ta dallojmë këte zhven- 

dosje, do ta shënojmë me 5r f për ndryshim nga zhvendosja e vërtetë 

të cilën e shënojmë me dr t . 

Vektorët e pozitave të pikave materiale, pas zhvendosjes virtuale 

r x + gjithashtu duhet të kënaqin sistemin e ekuacioneve (2) të ku- 
fizimit të lëvizjes. Pra, 


hiTi + 5 r u . . . r n + 5r„) « 0 (3) 

Këtë funksion e zhvillojmë në seri të Tejlorit dhe e ndërpresim zhvi- 
Uimin pas anëtarit të shkallës së parë të zhvendosjes 5 r x . Fitojmë: 

h(r[ + 5n, . . . r n + 5 r n ) - f k (r[ 7 . . . r n ) + £ 9 rad < = 0 

Në anëtarin e dytë gjenden gradientet parciale të funksionit f k sipas 
koordinatave të pikës materiale „i”. Nga formula (2) dhe (3) rrjedh: 

£ gradi f k bTi = 0 (4) 

Këtë konditë duhet të kënaqin zhvendosjet virtuale për të kënaqur pi- 
kat materiale lëvizjet e kufizuara. 

Sikur sistemi i shqyrtuar të kryente lëvizje të lira, atëherë ekua- 
cioni i pikës materiale J” do të shprehej në formën: 


«-4 — > 

m t a,- — F t 

Këtë mund ta shkruajmë kësisoji: 

midi-Fi^ 0 (5) 

Anëtari i dytë shpreh forcën aktive e cila vepron në atë pikë materiale, 
prandaj edhe anëtari i parë tregon një forcë. K quajmë forcë të iner- 
cionit. Formula (5) tregon se forca aktive dhe forca e inercionit janë 
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në ekuilibrim, sepse shuma e tyre është e barabartë me zero. E dijmë 
se në ekuilibrim energjia potenciale është ekstremale. Për këtë arsye 
puna gjatë zhvendosjes virtuale duhet të jetë e barabartë me zero. Pra, 

n -"**'* ’ ^ 

£ {rrii a x - FdbTi = 0 (6) 

Kjo formulë shpreh parimin e d’Alamber — Lagranzhit dhe paraqet 
postulat të lëvizjes. Ky është i formuluar në formë të konditës të cilin 
duhet ta kënaqë shprehja analitike në anën e majtë të këtij ekuacioni 
e cila ka formë diferenciale. Për këtë arsye ky parim është njëri prej 
parimeve të përgjithshme në mekanikë. Nga ky parim si postulat të: 
lëvizjes fitojmë forma të ndryshme të ekuacioneve diferenciale të lë- 
vizjes si dhe ligje tjera të përgjithshme të mekanikës. 

Parimin (6) e kemi kufizuar duke supozuar se sistemi nuk është 
i kufizuar në iëvizje. Nëse lëvizja është e kufizuar me l kondita (4), 
atëherë mundemi të zgjedhim vetëm aso zhvendosje virtuale të cilat i 
kënaqin konditat (4). 

Lagranzhi ka treguar se në këtë rast duhet konditat (4) t’i shumë- 
zojmë me një shumëzues të pacaktuar X x , X 2 , ... \ dhe t’i shtojmë for- 
mulës (6). Do të fitojmë: 

n -»>+ — » / — > 

£ {rrii di -Fi~- £ X k gradi f k )hri =0 (7) 

k^i 

Në këtë shprehje paraqiten n ~~ l zhvendosje virtuale të pavarura § r h 
sepse këso zhvendosje ka n kurse zgjedhja e tyre është e kufizuar me 
l ekuacione (4). Perveç kësaj në të gjenden edhe l shumëzues arbitra- 
rë X k . Do të përcaktojmë vlerën e këtyre shumëzuesve kështu që l klla- 
pat në shprehjen (7) të jenë të barabarta me zero. Atëherë ngelin edhe 
n - l kllapa. Meqë ato janë të shumëzuara me n - l zhvendosje arbit- 
— > 

rare §n kjo do të jetë e barabartë me zero vetëm nëse edhe kllapat 
tjera janë të barabarta me zero. Prandaj mund të shkruajmë: 

rrii a { = K + £ X k gradifu (8) 

Këto janë ekuacionet e lëvizjes së pikave materiale të sistemit të 
shqyrtuar. Quhen ekuacione me shumëzues të lidhjeve ose ekuacione 
të Lagranzhit të llojit të parë. I kemi fituar nga parimi i d’Alamber — 
Lagranzhit. Ekuacionet përkatëse skalare e kanë formen: 

rrii Xi = F ix + y l k — - 
dX; 

rrit y\ = F iy + £ X, 

dVi 

lf)’* 
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rrii z t = F iz + £ ^ — “ 

ftas/ 3 £>i 

Këto janë ekuacionet diferenciale të lëvizjes së kufizuar të sitemit të 
grimcave me lidhje ideale holonome. 

Formula (8) tregon se edhe anëtari i dytë, në anën e djathtë, duhet 
të ketë kuptim të forcës. Frandaj mund të shkruajmë: 

gradi f k = R ik (9) 

kurse ekuacioni (8) kalon në: 

m i a i ^F i + £ R ik (10) 

k^i 

Formula (9) tregon se çdo konditë e kufizimit të lëvizjes mund të zë- 
vendësohet me një forcë. Këto forca i quajmë reaksione të konditave 
të kufizimit të lëvizjes. Nëse f k paraqet një sipërfaqe, atëherë forca e 
reaksionit qëndron normal në këte sipërfaqe, sepse sipas (9) është 
proporcionale me gradientin e /*. E dijmë se gradienti i funksionit 
skalar gjithmonë është normal në sipërfaqen e vlerave të barabarta 
të atij skalari. Pra, forcat e reaksionit qëndrojnë normai në sipërfaqet 
të cilat e kufizojnë lëvizjen. 

Formulën (4) mund ta shkruajmë me ndihmën e forcave të reak- 
sionit kësisoji: 


(li) 

i—l 

që do të thotë se gjatë zhvendosjes virtuale të sistemit forca e reak- 
sionit nuk kryen kurrfarë pune. 

Frej këtu është e qartë se parimi i d’Alamher — Lagranzhit (6) 
vlen në të njëjtën formë edhe për lëvizje të kufizuar, sepse kufizimet 
shprehen me forca të reaksionit, e këto të fundit nuk kryejnë punë 
gjatë zhvendosjes virtuale. 

Më në fund do ta specializojmë parimin e d’Alamber — Lagranzhit 

y 

për sistem në qetësi në pozitë ekuiiibruese. Për këtë sistem =? 0 dhe 
nga formula (6) ngel: 

£ FM - 0 ( 12 ) 

i — 1 

Pra për sistem i cili është në ekuilibrim puna e forcave gjatë zhvendo- 
sjes virtuale është e barahartë me zero. Ky është parimi i zhvendosjes 
virtuale. 


Kur lëvizja e pikës materiale kufizohet me ndonjë konditë, atëhërë 
së bashku me ekuacionin e lëvizjes paraqiten edhe ato kondita. Shpesh 
në vend të koordinatave të zakonshme është e preferuar që të merren 
disa parametra të cilët ndryshojnë në pajtim me konditat e paraqi- 
tura. Kësisoji kemi vepruar edhe më pare, por një gjë të tillë nuk e 
kemi theksuar. Kështu, p.sh. te lavjerrësi matematik nuk kemi njeh- 
suar me koordinatat x dhe y të pikës materiale, me të cilat ka qenë 
i nevojshëm të merret në konsiderim edhe fakti se lëvizja e pikës 
është e kufizuar me harkun e rrethit vertikal me rreze l, por kemi 
njehsuar me këndin <p të zhvendosjes nga pozita ekuilibruese i cili 
megjithate nuk është koordinatë. Parametrat e cekur të cilët i zëven- 
dësojnë koordinatat i quajmë koordinata të përgjithësuara. Zakonisht 
shënohen me germën „q” me indeksa të ndryshëm q h q 2 . . . ç*. 

Përparësia e kësaj mënyre, përveç karakterit të përgjithshëm qën- 
dron në faktin se numri i koordinatave të përgjithësuara mund të jetë 
më i vogël sesa numri i koordinatave kënddrejta apo polare. Kështu, 
p.sh. nëse shqyrtojmë sistemin e dy pikave materiale të larguara ndër- 
mjet vetx për r, atëherë në mes të gjashtë koordinatave kënddrejta të 
këtyre grimcave ekziston një shprehje, kondita e lidhjes: 

r 2 - (x t - x 2 ) 2 + (y x ~~ y 2 y + (z x - z z ) 2 

me të cilën mund të përcaktohet një koordinatë në funksion të pesë 
tjerave. Në këtë mënyrë, gjendja e këtij sistemi përcaktohet me pesë 
parametra të pavarur dhe mjaftojnë pesë koordinata të përgjithësuara. 
Në përgjithësi, nëse sistemi prej „n” grimcash kufizohet me „k” kondi- 
ta të lidhjes në mes të koordinatave të grimcave, atëherë nga 3 n koor- 
dinatat e sistemit, do të jenë të pavarura 

f ~ 3n — k 

koordinata. Koordinatat tjera k } përcaktohen me konditat e lidhjes. 
Numri / i parametrave të pavarura i nevojshëm për përcaktimin e plo- 
të të gjendjes së sistemit quhet numër i gradëve të lirisë. Nëse janë 
të dhënë të gjitha koordinatat e përgjithësuara q t . . . q, si dhe të gjitha 

shpejtësitë e përgjithësuara q t , , . q { , atëherë gjendja e sistemit është 
plotësisht e përcaktuar. Në këtë mënyrë në mekanikën klasike gjendja 
momentale e sistemit përcaktohet me 2/ parametra të pavarur. 
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Koordinata të përgjithësuara ka po aq sa është numri i gradëve 
të lirisë. Të kthehemi edhe një herë te lavjerrësi. hëvizja e lavjerrësit e 
ka vetëm një gradë iirije sepse pika materiale mund të lëvizë vetëm 
nëpër harkun e rrethit. Sikur njehsimin ta kryenim në koordinata të 
zakonshme, do të duhej të merrnim koordinatat x dhe y, por këto koor- 
dinata do të lidheshin me konditën se pika materiale lëviz nëpër rreth. 
Kësisoji vetëm njëra koordinatë do të ishte e pavarur, sepse tjetra 
mund të njehsohet nga kondita e cekur. Mirëpo, kur njehsimin e kryej- 
më me ndihmën e këndit si koordinatë të përgjithësuar, kemi vetëm 
një koordinatë të atillë dhe nuk ka nevojë për kurrfarë kondite tjetër. 
Nga ky shmbull mund të përfundojmë se çfarë lehtësimi kemi gjatë 
njehsimit me koordinata të përgjithësuara. Natyrisht se koordinatat 
e këtilla në përgjithësi nuk kanë dimension gjatësie sikurse koordina- 
tat e zakonshme. 

” 2. PUNA NE KOORDINATA TË FSEGJITMËSUAKA 

Do të shqyrtojmë së pari punën në koordinata të përgjithësuara. 
Puna elementare përcaktohet me shprehjen (1.6.1): 

dA~ Yj FidTi ( 1 ) 

J tm 1 

Meqenëse koordinatat e përgjithësuara të sistemit mund t’i lidhim 
me vektorët e pozitës me shprehjen: 

—•* . — > 

r t . . . , q n ) 



( 2 ) 


(3) 


(4) 
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N 





dQj 


(5) 


* 


Formula (4) shpreh punën elementare në koordinata të përgjithësuara. 
Madhësit Qj quhen forca të përgjithësuara dhe nuk do të thotë që të 
kenë dirnension foree, por prodhimi Qjdqj duhet të ketë dimension të 
punës. Këto prodhime paraqesin punë elementare gjatë ndërrimit ve~ 
tëm të koordinatave të përgjithësuara. 

Forcat e përgjithësuara Q, si funksion të energjisë potenciale të 
sistemifc shprehen me formulën: 


(j ” 1> 2, . . . n) 

dQj 

Në rast të përgjifchshëm forcat e përgjithësuara mund të varen në rnë- 
nyrë eksplicite nga koha, kurse në rast të forcave konservative ato nuk 
varen nga koha, por vetëm nga koordinafcat e përgjifchësuara të sistemit. 


3. EKUAGIONET E LAOEANZHIT 

Do të përcaktojmë ekuacionefc e lëvizjes të cilat vlejnë për sistem 
të koordinatave të përgjithësuara. 

Të shqyrtojmë grimcën e lirë. Në përgjithësi pozitën e saj e për- 
caktojnë tri koordinata. Këto mund fcë jenë koordinata kënddrejta 
x , y dhe z apo çfarëdo tri koordinata tjera q u q z dhe q 3 . Do të supozoj- 
më se janë të njohura shprehjet të cilat i lidhin koordinatat x, y dhe z 
me koordinatat q h q 2 dlie q s> 

x~x( q u q t) g 8 ) 

y = y«h> q a ) 
s = Z(Qu Q* tf 3 > 

Ekuacionet e lëvizjes në koordinata kënddrejta e kanë formën: 

X ~ mx, Y~my,Z — mz 

ku me X, Y dhe Z i kemi shënuar komponentet e forcës. 

Do të shumëzojmë ekuacionin e parë me— , fcë dytxn me~— , 

3<2i. dQi 



kurse fcë tretin me 


— : — dhe do t’i mbledhim: 

açj 
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/•• dx . •• 02/ dz 

m j x + y — — + z 

- A dQi dq s dq x 


x JËL + Y + z — (2) 

39i 3 «i 3<?i 


Anën e djathtë të këtij ekuacioni e shënojmë me Q x : 


x ----- + y ~i£- + z ----- = ç, 

dq, 9ffi 9«1 


Kuptojmë se vlen: 


•* dx __ d l' dx 
X dqx dt V ~dq t 


d / dx 


dt \ dq t 


dhe në mënyrë të ngjashme për dy anëtarët tjerë. Nga kjo, ekuacioni 
(2) mund të shkruhet në formën: 


/ • dx , • dy , - dz 
m j x— h y — “ + z 

V 3<Ti dqi dq t 


f ■ d / dx ) 
m \ x ( 

dt V dq , I 


d ( dy 


dt \ dq t 


d / dz 
dt \ dQ t 


E derivojmë sipas kohës ekuacionin e parë të sistemit ( 1 ) duke e kon- 
sideruar x, si funksion të përbërë të kohës. Fitojmë: 


3x * 3x • . dx 

X = " Qi + -T (?2 + 

dq t 0g 2 dq , 


Prej nga fitojmë: 


dx __ 3x 

ai a<h 

dhe në mënyrë të ngjashme për: 

dy _ _ dz ' (6 

agi a<?i ' dQi aai 

Pasi rezultati i derivimit nuk varet nga radha me të cilën kryhen dy 
derivime sukcesive do të kemi: 


dx d ( dy 


d / -gx \ dx d / dy \ „ dy d / d z \ _ dz 

dt \ dQi ) dq x * dt \ dq x ) dÇt * dt \ dq x / dq x 

Duke shfrytëzuar shprehjet (6) dhe (7), shprehjen (4) mund ta shkru- 
ajmë në formën: 
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| — m (x 

+ y&- 

+z~ d M 

1 1 dQx 

dQi 

dQx/ 


E dijmë se energjia kinetike e grimcës shprehet në formën: 


T 


m 


(x z + y z + g 2 ) 


Prej nga: 


dT 

dQi 

dT 


dx 


m [x —7- + y M- + 2 -?-) 

d <h 3Qi / 


d<h 

dx 


dz 


~ m lx — — + ^ ----- — h „ 
dQi \ dq i aoTi 


Eknacioni (8) mund të shkruhet kësisoji: 

d ( dT \ dT 


dt V dqj dQy 


Qi 


(9) 


Nëse forca nën veprimin -e së cilës kryhet lëvizja e ka potencialin 
U(x, y, z) y atëherë vlen: 


X 


du 


, Y 


du 


z 


dx dy 

dhe shprehja (3) mund të shkruhet në formën: 


Qi 

kurse, (9) 


dU 

dx 


dx + dU_ 


dQi 


dy + du_ 


dy dQi 


dz 


du 

dz 


dz 

dq 


r)- 


g u 

dQi 


d_ (dT_\ _ d?7 

di \ a^i / 9^1. 


( 10 ) 


Më në fund do të paraqesim një fimksion të ri L i cili është x barabartë 
me ndryshimin e energjisë kinetike dhe potenciale 


L^T-U (11) 

Funksioni (11) quhet funksion i Lagranzhit apo potencial kmetik. Pasi 
energjia potenciale nuk varet prej shpejtësive të përgjithësuara q u q 2 
dhe q 2 do të kemi: 
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JL ^ dT 

dki dk, 

kurse ekuacioni (10) merr forrnen e thjeshtësuar: 

d / dL \ _ d_L m Q 

dt lagJ BQi 


(12) 


.Ky është ekuacioni i Lagranzhit. Në mënyrë të ngjashrne fitojmë .për 
dy koordinatat tjera të përgjithësuara: 


d 

dt 



a<?3 


- o 


Përparësia e ekuacioneve të Lagranshit, ndaj ekuacioneve të Njutnit 
shprehet qartas në rastin kur lëvizja e grimcës është e kufizuar me 
lidhje. Në këtë rast numri i parametrave të pavarura, të cilët e shpre- 
hin gjendjen e sistemit nuk do të jetë 3 n, por do të jetë i barahartë rne 
numrin e gradëve të lirisë së sistemit: q iy q z . ■ . Qt, f ~ 3n — k, Kaq do 
të ketë edhe ekuacione te Lagranzhit. 

Në rastin kur lëvizja e pikës materiale i ka „n” gradë lirije atëherë 
për çdo koordinatë të përgjithësuar fitojmë nga një ekuacion. Ai sistem 
do të ketë formën: 


i JL \ 
di \ dQi i 


= 0 i ■-= 1, 2, 3, . . . n 

dq> 


a) Si shembull të zbatimit të ekuacioneve të Lagranzhit së pari do 
të shqyrtojmë lavjerrësixi matematik. Si koordinatë të përgjithësuar 
do të marrim këndin e zhvendosjes cp nga pozita vertikale. Që të për- 
caktojmë funksionin e Lagranzhit (VXX.3.1X) nevojitet njohja e ener- 
gjisë kinetike dhe potenciale e lavjerrësit. K dijmë se energjia kinetike 
është: 



T ~ ~ m s 2 
2 

Pasi s~lcp 

do të kemi T = — mTcf (1) 

2 

Energjia potenciale është e barabartë me punën 
e kryer kundër forcës së rëndimit. Pra, 

U “ mgh 

Nga fig. 34 kemi 
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h~ l~ i cos<p = l (1 — coscp) 
dhe për potencial fitojmë 

U — mgl ( 1 — coscp ) (2) 

Nga (1) dhe (2) mirnd feë nderfeojmë funksionin e Lagranzhit 

L~T~U~- — m^cp 2 - ragl ( 1 - coscp) (3> 

2 

Me ndihmën e (3) e ndërfeojmë ekuacionin e lëvizjes. Së pari kërkojmër: 

db . dL , . . 

— = ml z y, — — =— mgl smcp 

9<P 3<P 

Zëvendësojmë në ekuacionin e liagranzhife: 

dt \ d < p / a® 

dhe fifeojmë: 

ml z (ç + mgl sin<p = 0 

prej nga rrjedh: 

q> =— — sincp (4> 

f 

Ky është ekuacioni diferencial i lëvizjes së lavjerrësit mafeemafeik të: 
cilin në (II.5.1) e kemi fituar në mënyrë tjetër. Integrimi i këtij ekua- 
cioni diferencial është treguar më parë po afey. 

b) Si shembull feë dyfeë do fcë marrim lëvizjen e pikës materiale në' 
hapësirë tridimensxonale nën veprimin e forcës konservative me po- 
tencial U. Në këtë rast pika :mafceriale i ka tri grade lirije. Do të su- 
pozojmë se koordinafcat e përgjithësuara përputhen me koordinatat e 
zakonshme. Në këtë rast i kemi tri ekuacione të Lagranzhit. 

J_/JS_)_Ml =0 

dt \ dx / dx 

J-fJt.j-JL-o «> 

dt l dy / dy 

A. (JL.) - &L. = 0 

dt \ d'z / dz 
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Energjia kinefcike e grimcës është: 

Tsgs jn_ 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 


kurse funksioni i Lagranzhit do të jetë: 

L - JZL (x 2 4- y 2 + s 2 ) - 2/, z) 

2 


Këfcu duhet marrë në konsiderim se potenciali Z7 varet vetëm prej koor- 
-dinatave x, y dhe 2 , por jo edhe prej shpejtësisë. Do të kemi: 


c)L 

dx 


mx, 


BL 

dx 


au 

dx 


Pasi t’i zëvendësojmë në ekuacionin e parë fcë sistemit (5) do të kemi: 


m x 


au 

dx 


Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për dy koordinatat tjera 


m y 

mz ~~~ 


dU 

dy 

du 

dz 


Tri ekuacionet e fituara i shumëzojmë me vekfcorët unitarë i, j dhe 

— > 

k dhe i mbledhim. Fitojmë ekuacionin vektorial; 

mr~- grad U (6) 

Kerni fituar ekuacionin diferencial të lëvizjes së pikës materiale sikur- 
se e kemi shqy rfcuar në ( X .6 A . ) 

c) Si shembull të tretë të zbatimit të ekuacioneve të Lagranzhit 
do të shqyrtojmë lëvizjen e elektronit në fushë të bërthamës së elektri- 
zuar pozitivisht. Problemi ështe identik me problemin e shqyrtuar në 
(1.8.) me një ndryshim se këtu lëvizja kryhefc nën veprimin e forcës 
së Kulonit, kurse më parë nën veprimin e forcës së gravitacionit. Edhe 
tashtx prohlemin do ta zgjidhim në koordinata polare, të cilat me ata 
: kënddrejta lidhen me formulat: 
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x = r cos<p, y — r sinq> 

Në këtë rast si koordinata të përgjlthësuara kemi: <?i = r, ~ qp kurse- 
ekuaeionet e Lagranzhit do të kenë formën: 


d / dL \ 
dt \ dr ) 


- = o dhe 

dr 



( 7 ) ■ 


Për të gjetur funksionin e Lagranzhit duhet njohur energjinë kinetik e- 
dhe potenciale 


T~ 


m 

2 


Zp 2 

(r 2 + r z (o z ); U =— ■ (Z — numër i plotë) 

r 


Do të kemi: 


L = T-U= — (r‘ + rV) + (8> 

2 r 


0 


(9> 


(mr 2 cp) =0 (10> 

dt 


Integrimi i shprehjes (10) na jep 

mr z iç = C (11) 

ku me C kemi shënuar konstanten e integrimit. Ky është ligji mhi ruaj- 
tjen e momentit të sasisë së lëvizjes. Pasi ta derivojmë sipas kohës 
ekuacioni (9) fitojmë: 


Kërkojmë tani derivatet parciale të formës: 


dL ■ dL 2 * dL * 2 3L 

dr 3cp 3 r r 3cp 

I zëvendësojmë këto vlera në (7) dhe fitojmë: 


d , * a , Ze 2 

(mr) — mrcp 2 + 

dt f l 


ze 

m r = — 

r 2 


+ mr ^ 2 


( 12 > 
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Në anën e majtë kemi shprehjen për 
forcë, prandaj edhe në anën e djathtë 
të dy anëtarët duhet të paraqesin for- 
ca. Anëtari i parë paraqet forcën e Ku- 
lonit, kurse i dyti forcën centrifugale. 
Per integrimin e (12) shfrytëzojmë 
(11). Fitojmë: 


Ze z 

mr z 


- + 


C 2 

mV 


(13) 


JEkuacionin e fundit mund ta paraqe- 
sim ne formen: 


/ Ze 2 
dr l mr 


C 2 


2 m 2 r z 

I shumëzojmë të dy anët e këtij ekuacioni me 2r 

2Ze z C 2 


dr 

dt 


dr 


r,z . 


Pas integrimit të tij fitojmë: 


r 2 


d 

dt 

2£e? a 

mr 


mr 


C 2 


m 2 r 2 


m 2 r 


2/y>2 


4- 


(14) 


ku me K kemi shënuar konstanten e integrimit. Do të njehsojmë deri- 
vatin e vektorit të pozitës sipas kohës duke e supozuar si funksion të 
përbërë të këndit (p. Pra, 


dr_ 

dcp 


dy 

dt 


C 


mr 


dr 


E zevendësojmë shprehjen e fundit në (14) dhe pasi ta shumëzojmë me 

m 2 


a- 


ku: 


fitojmë: 


dr 

dcp 


2 mZe 2 1 
r 


C z 


4- D 


D 


Km z 
" C 2 ~ 


Nëse e paraqesim një ndryshore të re sikurse në (1.8.9) p ~ — fitojmë: 

r 
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/A.V* »5» 0~p 2 + D 
Vdqp/ C 2 


(15) 


Ekuacioni diferencial (15) ështe identik me ekuacionin (1.8.10) dhe 
integrohet në të njëjtën mënyrë. Integrimin nuk do ta përsërisim, sepse 
nuk është qëllimi ynë. 

Më-në fund do ta shqyrtojmë edhe një herë shprehjen (13), të ci- 
lën mund ta shkruajmë në formën: 


m r =- 


A 

dr 


Z&l + C 2 \ 
r 2mr 2 / 


(16) 


E dijrnë se ekuacioni 1 lëvizjes në fushë të forcës konservative e ka 
forrnën: 

dU 

mr =“ — — 


prej nga përfundojmë se 


U-- 


Ze 2 

r 2mr 2 


(17) 


Këtu anëtari i parë paraqet potencialin e forcës së Kulonit, kurse anë- 
tari i dyfcë një potencial fiktiv i kushtëzuar me ; ekzistimin e forcës 
centrifugale. Në fig. 35 ëshfcë paraqitur varshmëria e potencialit U në 
shprehjen (17) nga largësia r. 

Për vlera të mëdha të r, në (17) anëtari i dytë është i papërfillshëm 
në krahasim me të parin dhe U ëshfeë negative. Për vlera të vogla të r, 
anëtari i dyfcë është më i madh se i pari dhe U është pozitive. Lakor- 
ja kalon nëpër një minimum, për vlerë të caktuar të r dhe me zvogëli- 
min r shumë shpejt ngritet te lart. 


5. PAK2MI I HAMILTONIT 

Supozojme se pika materiale lëviz nën veprimin e një force kon- 
servative. Kjo forcë mund të shprehet me ndihmën e potencialit të vet 
në formulën: 


jnr — - gradU (1) 

Në xntervalin kohor në mes të U dhe U, pika materiale kalon nëpër rru- 
gën e caktuar nga pika fillestare P* deri në pikën e fundifc P s . Në fig. 
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36 kjo rrugë është vlzatuar me vijë të pa- 
ndërprerë. Të mendojmë një rrugë tjetër 
të mundshme në mes të pikave P t dhe P 2 . 
Në figurë kjo rrugë është paraqitur me vi- 
jë të ndërprerë. Lëvizja e grimcës nëpër 
rrugën e ndërprerë kënaq konditat: 1. kry- 
het për të njëjtën kohë nga t x deri në t Zf 
2. kryhetme mes të pikave të njëjta P x dhe 
P 2t 3. është në pajtim me lidhjet dhe 4. shu- 
më pak dallohet nga rruga e vërtetë. Këso 
rrugësh në mes të pikave P x dhe P 2 ka pa 
mbarim shumë e njëra prej tyre është pa- 
raqitur me vija të ndërprera. 


Nga pika e njërës rrugë, kalojmë në^pikën përkatëse të rru.gës tje- 

tër me ndihmën e vektorit 8 r të cilin e quajmë variacion të vektorn 
të pozitës. Meqë rrugët e pikës materiale janë mjaft të afërta njëra me 


tjetrën, edhe vektori 8 r do të jetë shumë i vogëi. Supozojmë se vekto- 

ri 8 r i bashkon pikat e të dy rrugëve, kështu që pika materiale gjatë 
lëvizjes në ato do të gjendej në të njëjtën kohë. 

Do të shumëzojmë formulën (1) në mënyrë skalare me vektorin 
8 r. Fitojmë: 


mrhr ~~ gradU or~~-W (2) 

Anën e majtë të kësaj formule e transformojmë kësisoji: 


mr 8 r — m (r 5 r) = m r o r 

dt dt 

Fasi variacioni i rrugës nuk varet nga koha, në anëtarin e fundit 
mund të zëvendësojmë rendin e derivimit dhe variacionit dhe nga 

r = v do të kemi: 


d s dr 

5 r ~ 8 — — bv 

dt dt 


dhe nga formula (3) fitojmë: 


> —* — > — * — * 

m r 8 r = m (v 8 r) — m v 8 v 

dt 

= m — (os7) - S mv 


dt 


(t mvZ ) 
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Në anetarin e fundit qëndron nën shenjën e variacionit shprehia për 
energ'ji kinetike T. Pra, . 


m r S r — m — (u § r) - 8 T 
dt 

Shprehjen e fituar e zëvendësojmë në (2) : 

m — (z?5*r) = 8r- W= S(T - V) 
dt 

E integrojmë ketë për kohën e lëvxzjes së pikës matëriale: 
m f — (v$r)dt*s f b(T ~ U)dt 


ose 

m(vdr) f = 8 / (T-U)dt 

Ana e majtë është e barahartë me zero, sepse varxacioni 5 r në fillim 

dhe në fund të rrugës eshtë i harahartë me zero. Pra 8 r ^ 0 për t ™ t 
dhe t - t 2 . Do të kemi: 1 


6 f{T-V)dt**0 

h 

Integrali i cili figuron në shprehjen e fundit: 

W ~ f Ldt; sepse L~T — TJ 


(4) 


(5> 


quhet veprimi i Hamiltonit dhe mund të themi: 

Lëvizja e vërtetë e grimcës apo e sistemit të grimcave me lidhje 
holonome ideale dhe forca potenciale kryhet asisoji që veprimi i Ha- 
miltonit gjatë rruges së vërtetë ka vlerë stacionare ndaj veprimeve 
përgjatë rrugëve tjera. Ky parim quhet parimi i Hamiltonit dhe para- 
qet njerm prej ligjeve më të rëndësishme të mekanikës. Ky është i 
formuluar në formë të konditës e cila ka formë integrale prandaj ky 
parim paraqet një parim të përgjithshëm /integral të mekanikës. 

Të kthehemi edhe një herë te shprehja (4). E dijmë nga matema- 
txka se funksioni ka vlerë ekstremale, kur variacioni i tij është i hara- 
hartë me zero. Prandaj formula e parimit të Hamiltonit na tregon se 
pxka materiale lëviz nëpër atë rrugë të mundshme për të cilën integra- 
li i funksionit L—T—U ka vlerë ekstremale. 


11 Hvrie në fif.ilre tenrilre 
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Këtu kemi filluar nga ekuacioni i lëvizjes, si formulë themelore 
e mekanikës dhe kemi treguar se vien parimi variacional i Hamiltonit 
(4). Mund të fillohet edhe anasjelltas, duke e propozuar parimin e 
Hamiltonit si aksiomë mekanike. Që të dy rrugët janë ekuivalente. 
Përparësia e parimit të Hamiltonit shprehet me faktin se nuk për- 
mban kurrfarë koordinata dhe me ndihmën e tij mund të kryhen njeh- 
simet në të gjitha sistemet e koordinatave. 

Në fund duhet theksuar se parimin e Hamiltonit e kemi përfituar 
për levizje të një pike materiale. Për sistem të pikave materiale mund 
të veprohet në mënyrë të ngjashme dhe përfitohet plotësisht i njëjti 
rezultat me një ndryshim se në formulën (5) paraqitet shuma e ener- 
gjive kinetike të pikave materiale të sistemit të shqyrtuar: 


Z_j 2 

M 

Pasi në fushë të forcës konservative potenciali varet vetëm prej 
koordinatave, kurse energjia kinetike prej shpejtësive mund të marrim 
në (4) se funksioni i Lagranzhit varet prej koordinatave të përgjithë- 

suara q, shpejtësive të përgjithësuara q dhe kohës. Pra L = L(q, q, t ), 
kurse shprehja (4) mund të shkruhet kësisoji: 

§ / L(q, q, t)dt — 0 (6) 


Sipas (6) duhet të përcaktohet funksioni L i cili kësaj shprehje i jep 
vlerë ekstremale. 


6. EKUACIONI I OJLEEIT PËR NJEHSIM VAEIACIONI 

Në matematike mësohet se funksioni L mund të përcaktohet si 
zgjidhje e një ekuacioni diferencial. Problerai ynë shqyrtohet në atë 
pjesë të matematikës e cila quhet njehsim variacioni, kurse ekuacioni 
diferencial të cilin duhet ta kënaqë funksioni i cili integralit (6) i jep 
vlerë ekstremale, quhet ekuacion i Ojlerit, Do fcë përfitojmë ekuacionin 
diferencial të Ojlerit përkatësisht ekuacionin e Lagranzhit për proble- 
min e variacionit (6). 

Meqë variacioni ka të bëjë me koordinata, kurse integralin (6) e 
integrojmë sipas kohës mund të zëvendësojmë rendin e veprimeve ma~ 
tematike. Pra, 


h 

f 5 L(q, q>t), dt = 0 ( 1 ) 

n 

Do të përcaktojmë variacionin e (2) duke konsideruar se q dhe q janë 
ndryshore të pavarura: 
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8 L = d =L ocj + Mi. 5 g 


dQ dQ 

Tani kërkojmë derivatin kohor të shprehjes: 
d_ ( dL 
dt 


dQ 


=- ) = 


dt 


dq 


dL 

dq 


5q 


(2) 


(3) 


Anëtari i parë i anës së djathtë gjendet/në formulën (2). E njehsojmë 
nga (3) dhe e zëvendësojmë në (2) 

\T. \ /7 / ar. \ 1 1 ‘ 

(4) 


(5) 


5L — 

dL ^ 
oq + 

JL_ 

(M- 8,) 

d 

( dL ) 


dQ 

dt 

\ dQ ! 

dt 

\ dq / 


Shprehjen e fundit e zëvendësojmë në (1). Pitojmë: 

it-)]" ,,a+ /"(- lr 8a )- 0 


Në anëtarin e dytë gjendet integraii i diferencialit të plotë prandaj 
fitojmë: 


/ d ( 


- 3 4 = -ii 5ç 

dq / ag 


Kur t f i zëvendësojmë kufijtë, vijnë në shprehje variacionet e koordi- 
natave në fillim dhe në fund të iëvizjes. Meqë pikat e fillimit dhe të 
mbarimit janë të fiksuara, variacionet në këto pika janë të barabarta 
me zero. Pra, 

5q(* 2 ) - SqitJ « 0 

Në shprehjen (5) ngel: 


8g * dt ~ 0 

h 

Shprehja e fundit kënaqet për çfarëdo furiksioni L vetëm nëse vlen: 

d / dL \ _ _a L_ = ■ 

dt \ dq / dq 

Kemi fituar ekuacionin e Lagranzhit. Përfundojmë se parimi i Hamil- 
tonit dhe ekuacionet e Lagranzhit në mes veti janë ekuiValentë, apb 
me fjalë tjera, ekuacionet e Lagranzhit përcaktojnë mu atë funksion, 
apo funksione Qi(t) për të cilët veprimi i Hamiltonit ka vlerë stacio- 
nare. 
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7. F0NK.SIONI I LAGKANZHIT PËK FXJSHE SHTJELLOHE ^ 

Në (VII.3.11) e kemi përcaktuar funksionin e Lagranzhit për vep- 
rimin e forcave konservative. Sikurse e dijmë këto janë forca fusha e 
të cilave nuk ka shtjella. 

■ Nga forcat jo konservative rëndësi të veçantë kanë forcat fusha e 
të cilave ka karakter shtjellor. Këto janë forca, fusha e te cilave ka 
shjella, por nuk ka hurime. Të theksojmë se keso karakten kane tor- 

cat e fushës magnetike të rrymës elektrike. Do ta shënojmë me B vek- 
forin e kësaj fushe. 

Te fushat shtjellore paraqitet një funksion ndihmës vektorial A 
të cilin e quajmë potenciai vektorial të fushës. Vektori i fushes dhe 
potenciali vektorial janë të lidhur me shprehjen: 

■ ' B = rotA ^ 

Supozojmë se në pikën materiale e eila lëvizë, vepron forca për te ci- 
lën vien formula: 

/= » x B = v x rot A (2) 

ku v është shpejtësia e lëvizjes së saj. 

Do të shumëzojmë në mënyrë skalare me variacionin e rrugës 5 r. 

mr 8 r - (v x rot A)5 r (S) 

Sikurse në (VII.5) në vend të anës së majtë mund të shkruajmë: 

- (u5r) - 8 ( ~~ x> % \ 

di \ 2* l 

Që të transferojmë anën e djathtë të shprehjes (3) duhet të zhvillojme 

> —V 

gradijentin e prodhimit v A. 

grad (v ' A) rot A + (vV ) A 

Nëse fusha e vektorit A nuk varet nga koha për komponente mund të 
shkruajmë: 

dAj - dA, x + y + A A JL. g = (cV) A, 

dt dx dy dz 
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prandaj rrjedh: 


dhe mund të shkruajmë: 


(v V ) A = 


dA 

dt 


v x rotA — grad (v A ) 


dA 


Zëvendësojmë në (3): 


m (z> 8 r) - 5 - vA ~ grad ( v A)8 r - — 5 r (4) 

dl \ 2 / dt 

Fasd 8 r nuk varet nga koha mund të, shkruajmë: 


dA 

dt 


8 r 


d 

dt 


(A 8 r) 


Fërveç kësaj vlen: 


prad (vA)8r = 8(z? A) 
dhe formulën (4) e shkruajmë në formën: 

— - (m»5r + A5r) = 5 - ©» + ®A 

dt \ 2 

Këtë do ta integrojmë sipas kohës. Atëherë ana e majtë është e bara- 
bartë me zero, sepse variacionet e rrugëve në fillim dhe mbarim të lë- 
vizjes janë të barabarta me zero. Do të ngel: 


m 


: ) 


v 2 + v A | dt = 0 


(5) 


Kjo është formula e parimit të Hamiltonit, prej të cilës fitojmë funk- 
sionin e Lagranzhit: 


L = — t' + oA (6) 

2 

Pra te forca e përcaktuar me formulën (2) e cila quhet forcë e Lo- 
rencit, funksioni i Lagranzhit përveç energjisë kinetike përmban edhe 
një anëtarë në të cilin paraqitet potenciali vektorial. 
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8. KUPTIMI I PARIMIT TË HAMITTONIT 

Do të shqyrtojmë edhe një herë më hollësishfc parimin e Hamilfco* 
nit. Nëse kemi një madhësi / e ciia varet nga ndryshorja e pavarur x 
sipas një ligji të caktuar dhe ashtu që çdo vlere të x i përgjigjet një 
apo më shumë vlera të /, atëherë themi se / është funksioni i x dhë 
shënohet me f(x). Mirëpo, nëse kemi një madhësi F e cila varet prej 
funksionit f(x) sipas një ligji të caktuar dhe ashtu që çdo forme të 
funksionit f(x ) i përgjigjen një apo më shumë vlera të F , atëherë the* 
mi se F është funksional i f(x) dhe zakonisht shënohet me formën 
F[/(x)]. Meqë vlera e veprimit të Hamiltonit (VII.5.5) varet prej for- 
mës së të gjitha funksioneve Qi(t ), shohim se veprimi i Hamiltonit 
është funksional prej të gjitha funksioneve qi(t). Pra, 

W = W[g t (t)] 

ku me Qi(t) i kemi shënuar ekuacionefc e fundme të lëvizjes së sisfcemit 
nëpër rrugë të vërtetë. Vlerën e veprimit gjatë rrugës së vërtetë e 
shkruajmë në formën: 


W- fL(qi(t) y q>(t), t)dt (1) 

u 

Nëse me q&t) shënojmë ekuacionet e fundme të levizjes së sistemit 
nëpër rrugën e variacionit vlera e veprimit nëpër këtë rrugë do të jetë: 


W= JL(Qi(t), ii(t), Mt (2) 

Ndryshimi i (1) dhe (2) na jep variacionin e veprimifc: 

8w = W~ W 

kurse parimi i Hamiltonit (VII.5.6) vërfceton se ky ndryshim është x 
harabartë me zero ose me fjalë tjjera: lëvizja e vërtetë e sistemit të 
grimcave kryhet ashtu që duke nios përfillur madhësitë pa mbarim 
të vogla të rendeve të larta, veprimi në rrugën e vërtetë është i bara- 
bartë me veprimin në çfarëdo rruge tjetër variacionale të sistemit. 

Vlera e veçantë e parimit të Hamiltonit qëndron në faktin se në 
bazë të ngjashmërive ky parim mund të përgjithësohefc në degë të 
ndryshme të fizikës teorike: në mekanikë të mjediseve të vazhduara, 
tërmoc&iamikë, elektrodinamikë, teori të relativitetit, mekanikë kuan- 
tike dhe në teorinë kuantike të fushës. Kësisoji, parimi i Hamiltonit 
mund të mendohet si parim i përgjithshëm i fizikës teorke i cili i bash- 
kon degët e ndryshme në një tërësi unike, 

Duhet theksuar se ekzistojnë edhe parime tjera infcegrale të meka- 
nikës të cilat shprehen me ndihmën e ndonjë kondite që duhet të kë- 
naqë ndonjë shprehje analitike e formës integrale. Këtu bëjnë pjesë: 
parimi i MoperfcubLagranzhifc, parimi i Ojlerit, parimi i Jakobit, parimi 
i Helmholcit. 



m<LET E MEKA'NIKES SE PfeEGJITHSHME 


167 


9. IMPULSET E P3BEGJITHESUARA 
Zgjdhja e prohlemit me ekuacione të Lagranzhit kërkon integrimin 
e ekuacioneve diferenciale të zakonshme të rendit të dytë. Mirëpo, në 
shumë raste është më mirë që në vend të ekuacioneve të rendit të dytë 
të zbatojmë numër të dyfishtë të ekuacioneve të rendit të parë. Për 
përshkrimin e këtyre ekuacioneve së pari duhet të paraqesim nocionin 
e impulseve të përgjithësuara. Në frymën e mekanikës ; së Lagxanzhit, 
çdonjerës koordinatë të përgjithësuar ia përshkruajmë impulsin për- 
katës të përgjithësuar të cilët i definojmë si derivate parciale të funk- 
sionit të Lagranzhit sipas shpejtësisë përkatëse të përgjithësuara: 


o'L 


3 Qi 


(1) 


Per forca konservative, potenciali i të cilave nuk varet prej shpejtësive 
L~T — U(q x . . . , q,) do të kemi 


Pi^ 


d l ^ dT 

dQi dQi 


(2) 


Kësisoji çdo koordinate të përgjithësuar i pergjigjet një impuls i për- 
gjithësuar, por nuk është e thënë që të ketë dimension impulsi sikurse 
edhe koordinata e përgjithësuar që nuk është e thënë të kefcë dimension 
gjatësie. Koordinatat e përgjithësuara dhe impulset ndryshe quhen 
ndryshore kanonike. 

Që të kuptojmë kuptimin e impulseve të përgjithësuara do të njeh- 
sojmë shprehjet e tyre eksplieite për koordinata të ndryshme, Energjia 
e pikës në koordinatat kënddrejta është: 

T - — ~ (i 2 + y* + 

2 

prej nga: 

„ 3 t • a:r qt 

P* ~ • ^mx f p y = ~m y, p z = = m z (3) 

dx 3 y dz 

Në këtë rast impulset e përgjithësuara paraqesin projeksionin e sasisë 
së iëvizjes në boshtet e koordinafcave kënddrejta. 

Por, siç e cekëm më lart, impulset e përgjifchësuara nuk është e 
thënë të kenë dimension impulsi. Të fillojmë nga shprehja e mëpar- 
shme për energjinë kinetike në koordinata polare: 


T = ~ (r 2 + r¥) 

2 

prej nga impuiset përkatëse të përgjithësuara janë: 
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'dT 

p r — -—7" = m r 
3 r 


(4) 


V 


= m r\ 

3<P 


(5) 


Shprehja (4) paraqet impulsin radial dhe ka dimension të sasisë së 
lëvizjes, kurse shprehja (5) paraqet impulsin azimutal dhe ka dimen- 
sion të momentit të sasisë së lëvizjes. 

Duke shfrytëzuar nocionin e impuiseve të përgjithësuara, ekuacio- 
net e Lagranzhit mund t’i shkruajmë në formën tjetër. Nga 


d / dL \ __ 3 L 
dt -3 qj 3 qi 


= 0 


dhe nga 


fitojme: 


3 L 
3 Qi 



(6) 


(7) 


Ekuacionet (6) dhe (7) x përgjigjen tentimit tonë që ekuacionet e ren- 
dit të dytë t’i zëvendësojmë me ekuacione të rendit të parë. Por ato 
janë mjaft josimetrike. Në praktikë zakonisht përdoret forma tjetër e 
ekuacioneve të rendit të parë dhe njihen me emrin ekuacione të Ha- 
miltonit apo ekuacione kanonike të lëvizjes. 


Le të kemi një sistem mekanik me „n” gradë lirije të lëvizjes. Funk- 
sioni i Lagranzhit për këtë: 


L = L(q l} . . . , q n , t) 


( 1 ) 


varet prej „ri” koordinatave të përgjithësuara, po aq shpejtesive të për- 
gjithësuara dhe kohës. Do të përcaktojmë diferencialin e funksionit të 
Lagranzhit: 





3 L 
3 Qi 


dQi + 


y dL_. 
3 

t 


dih + 



Në anëtarin e dytë e kryejmë transformimin me ndihmën e diferencia- 
lit të prodhimit: 
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d 


V dL ■ 
/ ' Qi 
<£. J dQt 



dQi 


dQi + 




r>o të fitojmë: 


dL.r= 





Anëtsrm me diferencial. total e bartim në anen tjetër: 


d 


(y-e 

\Z-J dQi 
/ 





Funksioni, diferenciali i të cilit gjendet në anën e majtë quhet funk- 
sion i Hamiltonit. E definojmë kësisoji: 






i 


(3) 


Me ndihmën e funksionit të Hamiltonit dhe shprehjeve (VI 1.9 .6) dhe 
(VII. 9 .7.) formulën (2) mund ta shkruajmë në forrnën: 

drl V PidQi+ y Qi dpi ~ — ~ dt (4) 

Zj Zj dt 

i i 

Funksioni i Hamiltonit (3) varet prej koordinatave të përgjithësuara 
Qi, imptilseve të përgjithësuar p t dhe nëpërmes të L edhe nga koha t. 
'Pra, 

H = H(q it p u t) 


E derivojmë këte shprehje dhe fitojmë: 


dH- 




dH 

Lj dQi 


dQi + 


dH . • m 

dp. -i- — — di 

j at 


( 5 ) 


Kur tl krahasojmë formulat (4) dhe (5) shohim se vlen: 
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dhe 


dH dL 

dt dt 


(8) 


Shprehjet (6) dhe <7) quhen ekuacione kanonike të lëvizjes. Ky është 
sistem prej 2 n ekuacionesh diferenciale të rendit të parë dhe plotë- 
sisht i zëvendësojnë ekuacionet diferenciale të Lagranzhit për lëvizje. 
Ekuacidne të Lagranzhit kemi „n >} por ato janë të rendit të dytë. 


11. P&RFITIMI I EKUACIONEVE KANONIKE NGA PAESlVtT 

I HAMILTONIT 

Ekuacionet kanonike të lëvizjes mund t*i përfitojmë edhe nga pa- 
rimi i Hamiltonit. Me ndihmën e (VII.10.4) parimin e Hamiltonit mund 
ta shkruajmë në formën: 

S / Ldt^h /“< £ piQi ~~H) dt = 0 (1) 

h h i 

E kryejmë variacionin nën shenjën e integralit: 

( g,8p, + pfiq, - ■ 5p,- — -S- Sqr, ) dt = 0 

\ dPi dçu 1 

E kryejmë integrimin parcial në anëtarin e dytë: 

/' P$Qidt -- fpibqidt 
h h 

dhe i mbledhim anëtarët me variacione të njëjta 





dt 


0 


Meqë 5 p t dhe oq t janë variacione të pavarura, ky integral mund të jetë 
i barabartë me zero vetëm nëse vlen: 


Qi — 


dB 

dPi 



dH 

dQi 


a -këto janë ekuacionet kanonike të lëvizjes. Këtu mund të përfundojmë 
se parimi i Hamiltonit dhe ekuacionet e Hamiltonit në mes veti janë 
ekuivalente. 
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,yiera e veçantë e ekuacioneve të Hamiltonit qëndron në këtë: De- 
risa funksionet e panjohura në ekuacionet e Lagranzhit, koordinatat e 
përgjithësuara, përcaktojnë vetëm pozitën e sistemit, funksionet e pa- 
njohura në ekuacionet e Hamiltonit, koordinatat e përgjithësuara dhe- 
impulset e përgjithësuar, përcaktojnë jo vetëm pozitën, por edhe gjen- 
djen e lëvizjes së sistemit. Pra, ekuacionet e Hamiltonit përcaktojnë 
gjendjen kinematike të sistemit dhe kësisoji luajnë rol të l'ëndësishëm 
në ato degë të fizikës teorike të cilat bazohen në nocionin e gjendjes 
së sistemit. Këso rastesh kemi në fizikë statistike dhe mekanikë kuan- 
tike. 

Interpretimi gjeometrik i këtyre dukurive rnund të fitohet duke 
paraqitur hapësirën 2 n dimensionale të Euklidit në të eilën me pikë 
kuptojmë çdo grumbull 

O = (Qu . . • , Qn, Pi, ■ • * > Pn) 

dhe në të cilin forma metrike definohet me shprehjen: 

ds* = t dq? + t dp ? 

Hapësira 2 n dimensionale e Euklidit e definuar kësisoji quhet hapësirë 
fazore, atëherë gjendja kinematike e sistemit të grimcave paraqitet ve- 
tëm me një pikë në hapësirën fazore dhe numri i dimensioneve është 
i barabartë me dyfishin e numrit të gradëve të lirisë. 


Punksioni i Hamiltonit për fushë të forcës, konservative ka formë 
shumë të thjeshtë. E dijmë se për fushë të kësaj force 

L = T — U 

Në funksion të Hamiltonit paraqitet edhe anëtarë £ <?, i cili në koor- 

/ 

dinata kënddrejta e ka vlerën: 

Ea Qi =Y(Pi* i + P‘y it + p* 3 <) = E x < 2 + m < y* + m < ^ 2 ) = X 2r, = 2r' 

i i i 

Prandaj për funksion të Hamiltonit fitojmë: 

H = 2T - (T ~ U) = T + U ( 1 > 

Pra funksioni i I-Iamiltonit në fushën të forcës konservative është i ba- 
rabartë me shumen e energjisë kinetike dhe potenciale. Për energji ki- 
netike mund të shkruajmë: 


T = 


p 2 

2m 
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sepse e dijmë se funksioni i Hamiltonit duhet të varet prej koordina- 
tave dhe impulsit, por nuk përmban komponente të shpejtësisë të cilat 
paraqiten në shprehjen për energji kinetike. Do të kemi: 

H = iL +u (2) 

2 m 


Me ndihmën e këtij funksioni ndërtojmë ekuacionet kanonike. I pari 

dPx m 

paraqet definicionin e komponentes së impulsit, kurse i dyti 


Px-~ 


dU_ 

dx 


ose 


m x 


dU 

dx 


paraqet njërën prej ekuacioneve të lëvizjes së pikës materiale. Në më- 
rnyre të ngjashme fitohen edhe komponentet tjera të lëvizjes. 

Do të përcaktojmë funksionin e Hamiltonit për forcën: 


f — vX rot A (3) 

e cila paraqitet te lëvizja e grimcave elektrike në fushë magnetike. Ke- 
mi treguar se funksioni i Lagranzhit për këtë lëvizje është: 

771 * * 

L = — V z + v A (4) 

2 

'E zhërthejmë në komponente: 

L = SL (i 2 + f + 2 >) + x A* + y A y + k A, 

2 


Impulsi i koordinatave përkatëse është: 



OLi * \ a 

— r~ = ma: + A s 
3a: 


P>* = 


Pt = 


dL 

dy 

dL 


= m y + A y 




(5> 


82 
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Nga këtu mund të njeksojmë komponentet e shpejtësisë: 


x = — — (p x - a x ) 
m 


y — - (Py A y ) 

m 


Z = - — (ps — A z ) 
m 


Meqë në rastin tonë Z7 — 0, për funksion të Hamiltonit kemi: 


H — T 


(x 2 + y 2 + s 2 ) 


H = [(p, - A*) 2 + ipy - Ay ) 2 + (p z “ Az) 2 ] 

2m 

dhe përfundimisht fitojmë: 

H = (p — A) 2 (6) 

2m 

Shohim se komponentet e impulsit kanonik nuk përputhen me kompo- 
nentet e sasisë së lëvizjes. Kuptojmë se ky ndryshim i komponenteve 
është i barabartë me komponentet e potencialit vektorial siç shihet 
nga (5). 

Për rastin e oshilatorit linear H “ + — x 2 kurse për elektro- 

.2 m 2 

nin në fushë të Kulonit: 

H = T + U = ■— (r 2 + r^)- ■— 

2 r 


Impulset e përgjithësuara janë: 


p r ~ mr, p ~ mr^cp 


kurse Hamiltoniani: 


H - — p7+ P* 2 

2m \ r 2 
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13. KXJFTIMI I FUNKSIONIT T Ë HAMILTONIT 


Fillojmë nga formula e definicionit (VII.10.3) 

B = S Pf 9i, » 

I 


'Së pari do të tregojmë se në r-astin kur H nuk varet në mënyrë ekspli- 
cite nga koha, atëherë vien: 

H = H(q h .pi) = co«st 

Që të vërtetojmë këte së pari do të gjejmë derivatin total të H sipas 
kohës: 



t 


Zëvendësojmë nga (VII.10. 6 dhe 7) 


dhe fitojmë: 


Pt=~ 


dH 

dq> 


dhe Qi = 


an 

dPi 


dH ^ VI / 8H aH _ _3H_ aH \ ^ 
dt zLj l aPi api ag,- / 


prej nga fitojmë: 


H = consf. 

Në rastin kur funksioni i Lagranzhit nuk varet nga koha në mënyrë 
eksplicite e gjithashtu edhe funksioni i Hamiltonit, atëherë H paraqi- 
tet si shumë e energjisë kinetike dhe potenciale. Që ta vërtetojmë këtë 
prapë fillojmë nga formula e definicionit. 

H^^PiQi-L 

i 

Për sistem konservativ vlen: 

L~T — XJ 

E dijmë se U varet vetëm prej koordinatave, kurse nga formula (VII, 
.9,6.) kemi: 
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dL _ dT 
dQi dQi 



V dT • 
> -r - 9» 
39» 


( 1 ) 


kurse për Hamiltonianin: 


H 


1 JT 
»j 39» 


9» 


( 2 ) 


Duiiet cekur se energjia kinetike e sistemit është funksion katror ho- 
mogjen i shpejtësive të përgjithësuara. Këtë e kemi vërejtur për shpej- 
tësi në koordinata kënddrejta dhe ato polare. 

Dihet nga matematika, nëse kemi një funksion homogjen f(x 1} . . x n ) 
me shkallë homogjeniteti k, pra aso funksioni që për çfarëdo \ vlen: 


f(\x u . , . \x n ) - X* f(x lt x 2 . . . x n ) 


për atë ftmksion vlen teorema e Eulerit: 


« 



»•=/ 


Zhatojmë këtë teoremë në shumën (1) dhe fitojmë: 



Kga (2) kemi: 


dT . ar 

39.- 39i 


+ 92 


ar , • dT 

— “ + 93 

39z 393 


+ . . . = 2T 





2 T 


T + U 


ose 


(3) 


H ~ T + U (4) 

Meqë forcat të cilat veprojne janë konservative vlen ligji i ruajtjes së 
energjisë mekanike dhe kemi: 


H = E — const. 


(5) 
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Pra mund të përfundojmë se, nëse të gjitha forcat të cilat veprojnë 
në sistem janë konservative, funksioni i Hamiltonit paraqet energjinë 
e sistemit e cila gjatë kohës nuk ndërron, ku edhe qëndron kuptimi i 
funksionit të Harniltonit. Nëse kjo konditë nuk kënaqet prapë vlenë 
shprehja (4), por jo edhe shprehja (5). Edhe në këte rast funksioni i 
Plamiltonit paraqet energjinë e sistemit, por ajo nuk është konstante e 
lëvi&jes. 


Në rast të përgjithshëm funksioni i Hamiltonit H varet prej të 
gjitha koordinatave dhe impulseve të përgjithësuara, por në raste spe- 
ciale një apo disa koordinata mund të mos figurojnë në shprehje për 
H . Këto koordinata i quajmë koordinata ciklike. Për ilustrim të cekim 
edhe një herë funksionin e Hamiltonit për elektron i cili lëviz në fushë 
të Kulonit, formula (VII. 12.7) ' : 




Zë 2 

r 



Nga të dy koordinatat r dhe 9 në (1) vetëm r figuron në shprehje për 
H , prandaj 9 është koordinatë ciklike. 

Funksioni i Hamiltonit për lëvizje të grimcës në fushë të gravitetit 
e ka formën: 


H ~ - (p 2 x + p 2 y + p\) + mgz (2) 

2m 

Sikurse shihefc nga (2) në shprehje për H nuk paraqiten koordinatat 
x dhe y por vetëm z në anëtarin e fundit. Koordinatat x dhe y në këtë 
rast janë koordinata ciklike. 

Nëse ndonjëra prej koordinatave është ciklike, atëherë impulsi i 
përgjithësuar përkatës i saj duhet të jetë konstant. Të supozojmë se 
në Hamiltonianin e sistemit nuk figuron koordinata q<. Atëherë do të 
kemi: 

H — H(q z , q 3 , . . . , q h p ly p Zy p 3y . . . p t ) 
kurse nga (VII. 10.6.) fitojmë: 


dpi dH 

dt dq x 


= 0 


prej nga fitojmë: 


p x - const 
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Në mënyrë të ngjashme nga (1), tmeqë nuk figuron koordinata cp për 
impuls do të kemi: 


p - mr*<p ~ const. 

Gjithashtu, pasi në shprehjen (2) nuk figurojnë koordinatat x dhe y 
do të kemi për impuise: 


p x = m x ~ const ,p y ~my~ const 

Pra impulset e konjuguara kanonike të këtyre ndryshoreve paraqiten 
si konstante të lëvizjes dhe për ta vlen ligji i konservimit. 

Do të tregojmë se, nëse të gjitha koordinatat janë ciklike, atëherë 
të gjitha impulset janë konstante dhe të gjitha koordinatat funksione 
lineare të kohës. Do të shqyrtojmë rastin e rotatorit, grimcës e cila 
kryen lëvizje rrethore rreth qendrës së palëvizshme. Energjia kinetike 
e kësaj grimce është: 


T = 


m 

2 


ry, 27 = 0 


Xmpulsi i përgjithësuar i cili i përgjigjet koordinatës <p është: 

dT 

p — __ mr 2 cp = Kcç ku: K = mr z 
0cp 

prej nga pas integrimit: 


dhe 



(iftp ) 2 
2 K 



H = T + U= XA (3) 

2 K 

Pasi e vetmja koordinatë paraqitet si koordinatë ciklike do të jetë: 
fV— const kurse nga ekuacionet kanonike: 


dcp = jm 
dt dp<? 




= const = C 


Nga integrimi fitojmë: 


ku me D e kemi shënuar konstanten e integrimit. 
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. Nëse sistemi i ka n gradë lirije dhe nëse të gjitha koordinatat janë 
eiklike, atëherë nga ekuacionet kanonike fitojmë: 

= conrt. = e, dhe & ~ = 0 

dt dPi dt dQi 


= -JIL = const = C n 

dt dpn 


Prej nga: 

q x = C,t + A; Qz - + A; - . .‘ f + A, 

Pra impulset janë konstante, kurse koordinatat funksione lineare të 
kohës. 


15. KLIiAPAT E PUASONIT 

Në iidhje të ngushtë me ekuacionet e Hamiltonit qëndrojnë të 
ashtuquajturat kllapa të Puasonit të cilat. do. t’i paraqesim siç vijon. 

Të mendojmë një madhësi mekanike F e cila varet prej koordina- 
tave të përgjithësuara, impulseve të përgjithësuar dhe kohës: 

F = F(q h p it t) (1) 


Derivati i saj sipas kohës është: 


dF 

dt 



Qi + 


dF 


zLj a Pt 

J-i 


Pi + 


dF 

dt 


( 2 ) 


Zëvendësojmë në këtë shprehje vlerat për q t dhe pi sipas (VII .10.6. dhe 
dhe fitojmë: 


dP = yi /_a F_ dH_ _ ‘ : dH\ + dF ■ 

dt ~~ Zj \ dqi BPi dpi "'d'Qi / y ' dt ' 

i-i 

Nëse shënojmë shkurtimisht me: 


( u t s ) = 



du ds __ du Qs 

dQi dpi . 3Pi aa< 


( 4 ) 


atëherë shprehja (37) mund të shkruhet shkurtimisht në formën: 
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dF 

dt 


= {F, H) + 


dt 


(5) 


Shprehja (4) quhet kllapë e Puasonit e funksioneve r dhe s, kurse 
shprehja (5) përcakton derivatin total sipas kohës për çfarëdo funk- 
sioni të formës (1). Shprehja e fundit mund të merret si ekuacion di- 
ferencial i lëvizjes së sistemit të grimcave, sepse për përfitimin e saj 
janë shfrytëzuar ekuacionet e Hamiltonit. 

Nëse në shprehjen e fimdit zëvendësojmë F — p h sepse Pi nuk va- 
ret në mënyrë eksplicite nga koha da të kemi: 

= (Pi, H ) (6) 

dt 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë nëse F = q h Edhe në këtë rast nuk 
paraqitet anëtari i dytë në anën e djathtë të ekuacionit sepse q t nuk 
varet në mënyrë eksplicite nga koha, Pitojmë: 

=(q h H) (i = l,...n) (7) 

dt 

Shprehjet (6) dhe (7) paraqesin ekuacionet e Hamiltonit në formë të 
kllapave të Puasonit. Sikurse shihet nga forma e tyre, në to janë të 
ndara koordinatat e përgjithësuara nga impulset e përgjithësuara. Sis- 
temi i ekuacioneve (6) përmban vetëm koordinatat e përgjithësuara, 
kurse sistemi (7) vetëm impulset e përgjithësuara. Kjo eshtë edhe 
përparësia e tyre. 

Në veçanti, nëse funksioni F nuk ndërron gjatë kohës 

Fiq b p h t) = const (8) 

pra kur, 



funksioni F paraqet konstante të lëvizjes, kurse (8) integralin e parë 
të lëvizjes. 

Nga (9), shprehja (5) do të jetë: 


(F, H) 4* =0 (10) 

dt . 

Shprehja (10) paraqet konditë të nevojshme dhe të mjaftuar që ndo- 
një madhësi mekanike të mbetet konstante e lëvizjes. Nëse F nuk varet 
në mënyrë eksplicite nga koha nga (lO) fitojmë: 



180 


HYRJE HË FIZIKË frEORIKE 


Kjo do të thotë, kur konstantja e lëvizjes nuk varet nga koha në më- 
nyrë eksplicite, atëherë kliapa e saj e Puasonit me funksionin e Ha- 
miltonit duhet të jetë e toarahartë me zero. 

16. LIGJET THEMELOKE TË KUAJTJES 

Me ndihmën e ekuacioneve kanonike mund të përfitojmë ligjet 
themelore të ruajtjes. 

Nëse në sistemin mekanik të mtoyllur shkalla kohore është homo- 
gjene, atëherë ligjet mekanike duhet të jenë të pavarura nga pika e fi- 
llimit e kësaj shkalle. Nëse pikën e fillimit të kësaj shkalle e toartim 
për — dt, atëherë koha t kalon në t + dt. Funksioni i Hamiltonit për- 
mtoan të gjitha vetitë e lëvizjes, prandaj ai duhet të mtoetet i pandry- 
shuar gjatë këtij zëvendësimi të fillimit të shkallës kohore. Pra duhet 
të vlejë: 

H(t + dt)^H(t) (1) 

Anën e majtë e zhvillojmë në seri të Tejlorit dhe e ndërpresim zhvi- 
llimin pas anëtarit të dytë: 

H(t + dt) = mt) + — dt 
dt 


Kur këtë e zëvendësojmë në (1) na ngel: 


dH 

dt 


= 0 


ose 

H = const. = Ë (2) 

Fra homogjeniteti i shkallës kohore e ka për rrjedhim ligjin e majtjes 
së energjisë në atë sistem mekanik. 

Për rast të dytë do të supozojmë se hapësira është homogjene 
ndaj translacionit. Atëherë ligjet mekanike duhet të jenë të pavarura 
ndaj translacionit të fillimit të sistemit të koordinatave. Supozojmë se 

e kemi kryer translacionin për — dr. Atëherë x kalon në x 4* dx, y 
në y + dy dhe z në z + dz. Gjatë këtij ndërrimi duhet që funksionx i 
Hamiltonit të mtoetet i pandryshuar. Pra, 

H(p x{ , p yi , p zi , Xi 4- dx it Ui + dy it z { + dz b t) - 

~ H(p xi , Pyit Pzh V h t) ( 3 ) 

I*asi të zhviliojmë në seri të Tejlorit fitojmë: 
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Me ndihmën e ekuacioneve kanonike fitojmë: 

i : ~ Y, (.P*idx + Pyidy + p zi ds) = o. 

i 

ose 

...., Sft<!r= 0 

• ’ 4 “ s ‘ ,*•„ 4 r 

Pasi r nuk varet nga koha mund të shkruajmë: 



■ ... i 

dhe meqë dr ^ 0 rrjedh: 



dhe : , 

X Pf ~ konst. 

* 

Shënojmë shkurtimisht impulsin e sistemit: 

E i>< = ? 

i 

dhe fitojmë: 

P ~ const ( 4 ) 

Kemi fituar ligjin e ruajtjes së impulsit total të sistemxt. Më ne fund 
do të shqyrtojmë izotropinë e hapësirës ndaj rrotullimit. Në këtë hapë- 
sirë të gjitha kahet janë njësoj të favorizuara. 
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Supozojmë se bosbtet e koordinatave i ke- 
mi rrotulluar për një kënd të vogël — dcp. Atë- 

herë vektori i pozitës ndërron nga r t në Ti+dr if 

kurse vektori i dmpulsit nga Pi në p, + dp u Do 
të përcaktojmë ndërrimet e këtyre vektorëve. 
Nga fig. 37 shohim se gjatë rotullimit të vek- 

torit n për këndin dcp ky vektor ndërron për 

dTt intensiteti i të cilit është: 

IdrJ = rjsinaidcp (5) 

Madhësinë dcp mund ta mendojmë për inten- 

sitet të vektorit dcp i cili e ka kahim e boshtit 
të rrotullimit. Atëherë ana e djathtë e formulës (5) shpreh intensitetin 

e prodhimit vektorial të vektorëve n dhe dcp- Meqë vektori dn qëndron 
normal në rrafshin të ciiin e përcaktojnë këta vektorë fitojmë: 

dr { = dyXYi 

kurse vektori i pozitës pas rrotullimit e ka vlerën: 

Ti + dr t = r, + d<ç x n 

Në mënyrë të ngjashme mund të tregojmë se vektori i impulsit pas rro- 
tuilimit e ka vlerën: 

— » ' — * — ♦ — ► — ► 

Pi + dp t = Pi + dcp x pi 

Invarianca e ligjeve mekanike gjatë këtij rrotullimi kërkon invariancën 
e funksionit të Hamiltonit. Pra, 

H(Pi + dp x p it fi + dçX r h t) = H{p h r if t) (6) 

Sipas teoremës së Tejlorit është: 

(dcp x p { ) x - 4- (dcp x p.) y + (dcp x p t ) z -$* 

dPix dPiy dPiz 


+ (dtp' Xfj, + (dç x K) y — + (dç X fv), -^-1 = o 
ax,- dy. dZi J 


Me ndihmën e ekuacioneve kanonike fitojmë: 
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I {(dfcp X p.) x i- + (dq) x p,) y y { + (dç> X Pi ) z Zi - 

l 

- (dy -x r,),p fc - (dp X x n)+ iz ] = 0 

Këto janë prodhimet skalare të vektorëve: 

I [ X Pi) r< - «Zç x + p,] = o 
/ 

Do të kryejmë zëvendësimin ciklik të vektorëve në prodhimet e për- 
ziera: 

<%> z (ftx7,-Kxft)-o 


ose 

- Z(n- x p ( + r, x p f ) = o 


Shprehja e fundit paraqet derivatin sipas kohës së prodhimit vekto- 
rial: 


A 

dt 


(n x Pi ) = o 


E dijmë se 


i I 

paraqet momentin e sasisë së lëvizjes. Do të kemi: 


d_ 

dt 


L ~ 0 


prej nga rrjedh: 


L = const. 


Kështu e kemi fituar ligjin për ruajtjen e momentit të sasisë së lëviz- 
jes. Ky ligj është rezultat i izotropisë së hapësirës ndaj rrotullimit. + 
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17* TEANSFORMIMEl' KANONIKE 

Të shqyrtojmë transformimin e ndryshoreve të vjetra kanonike Q, 
dhe Pi në ndryshore të reja q { dhe të formës: 

Qi = Qi(Qk> Pb t ) 

( 1 ) 

Pi^PiiQk, Pk, t) 

dhe supozojmë se këto ekuacione mund të zgjidhen sipas ndryshoreve 
të vjetra Çf dhe Pi 


Qi ~ QiiQh Pk, t) 


Pi = PiiQh Ph t) 


*■= 1, 2, . . . ,n 


( 2 ) 


Nëse mund të gjejmë funksionin H~ H ( q h p if t) të atillë që ekua- 
eionet kanonike të lëvizjes, gjatë këtij transformimi të ruajnë formën 
e pandryshuar (VII.10.6 dhe 7): 


Pi 


dH -,q,= M- i= 1,2, ...,n 


dQi 


(3) 


dPi 


atëherë ekuacionet (1) të transformimit të ndryshoreve quhen trans- 
formime kanonike. 

Që të tregojmë se për çfarë kondite transformimet (1) janë kano- 
nike, fillojmë nga formula (VII. 5 .4) 

= 0 


e cila sipas (VII .10.3) do të jetë: 


8 / (f p, q, — H)dt = 5 l(i P, dq, - H dt) = 0 

<, f=i f, f«i ■ j.; ; . . 


(4) 


kurse per ndryshore të reja kanonike parimi i Hamiltonit ka formën: 

(5) 


S f(t PiQi ~ S) dt = 5 f <t Pi dQi ~ H dt) — 0 

t t f— i f -/ 


Në anën tjetë për çfarëdo funksioni F të ndryshoreve të reja apo të 
vjetra vlen: 


8P(« = 0, 5F(i 2 ) = 0 


( 6 ) 


sepse rrugët në fillim dhe në mbarim të lëvizjes përputhen. Prandaj 
dotëkëihi: =- : * s ! ; 
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8 f&F = S[F(i 2 ) - Fit,)} = 5 F(t») - 8F<ti) = 0 
<« 

Prandaj shprehja e fnndifc e ka formën: 

tfdF = 0 (7) 

'i 

Nga kjo kuptojmë se shprehjet (4) dhe (5) do të kënaqen edhe nëse 
funksionet nën integrale ndryshojnë për dF. Do të shkruajmë: 

fpidqt-Hdt^Ypidqi-H&t + dF (8) 

faal l=/ 

Shprehja (8) paraqet konditën e kërkuar kurse funksioni F quhet gje- 
neratrisë e transformimeve kanonike. 

Nga shprehjet (1) kuptojmë se kemi 2 n lidhje në mes të ndrysho- 
reve kanonike të vjetra dhe të reja, prandaj nga të gjitha ndryshoret 

q if Pi q t dhe p { vetëm 2 n janë të pavarura. Për këtë arsye gjeneratrisa 
F mund të merret në njërën prej formave: 


F t {qt, q h t), F 2 (q if p if t) f F z (p if q if t) f F 4 (p if p if t) (9) 

Nga këto kombinime me të rëndësishme janë dy të parat, në të cilat 
edhe do të përqëndrojnë vëmendjen. 


18. PËRCAKTXMI I EKUACXONEVE KANONIKE 
ME NDXHMEN E GJENERATRXSES 

E kërkojmë derivatin e formës së parë të gjeneratrisës 

FMu Qi> t) 


Do të kemi: 


n 



i = l 


dq { + 


n 



dQi + 



dhe e zëvendësojmë në (VI 1.17.8). Fitojmë: 


( 1 ) 


Pi dq^ ~~Hdt 




n 

^ Pi dQi ~Hdt + 

«W 


n 



n 





^L'dt ( 2 ) 

dt 
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Në (2) koeficientët përkatës në të dy anët duhet të jenë në mes veti 
të barabartë: Fitojmë: 




dF t 

BQi 


0 = pi + 


3F, 


— H — — H + 


dt 


ose 


Pi = 


.* Pi — 

dQi dQi 


H = H - 1 


8F t 

3« 


(3) 


Fër formën e dytë të gjeneratrisës e shkruajmë shprehjen (2) në for- 
mën: 

Z Vi dQi - H dt = d £ Pi Qi - X -Hdt + dF x 

i**l i--*l i~l 


ose 


Ë P. dg ; - 


Hdt=- £ q, dp, — H dt + d(F t + E p, q,) 

t^J i^l 


(4> 


Shohim se diferenciali i anëtarit të fundit është funksion linear i di~ 
ferencialeve dq if dp { dhe dt } prandaj mund ta mendojmë si funksion 
të ndryshoreve q b dhe t Pra, 

rt _ 

FMi, Pi, t) = F, + £ p, q t (5) 

i~l 


Shprehja (5) paraqet gjeneratrisën e tipit F z . E /kërkojmë derivatin 
e saj: 


n 



rs 





(5) 


Zëvendësojmë (5) në (4) 


^ Pt dQt — H dt 


V q, dPi - H dt+ V — ? 

Z_i Z_i 3ç,' 

(-/ i~/ 


- dQ, + 




aPi 


dpi + 


+ ( 6 ) 

Edhe në këtë rast sikurse më parë i krahasojmë koeficientët përkatës 
sepse q i} p { dhe t janë ndryshore të pavarura. Fitojmë: 



FILtET E MEKANKCËS SE PËRGJITHSHME 


18 T 


Vi 


, 0 =- g, + , — H =— H + 

dQi 9 Pi dt 


ose 


3f» - 

Vi = — - , 9.' 
9 Qi 


M?- ,H = H+ 
dPi dt 


(7> 


Shprehjet (7) i përcakfcojnë transformimet kanonike me gjeneratrisen 
e formës F 2 (q if p i} t). 


19. E&UACIONI I HAMDLTON-JA&OBIT 

Do të kërkojmë atë transformim kanonik për fcë cilin funksioni i 
ri i Hamiltonifc është i barabartë me zero. Pra, 


H(q h p h t) = 0 


( 1 > 


dhe per gjeneratrisë do të marrim funksionin e formës F 2 ( q iy p iy t) 
të ciiin do ta shënojmë meS 


S = F 2 ( q h p h t) 


( 2 ) 


Në mënyrë të ngjashme sikurse në (VII.10) dhe nga kondita (1) ekua- 
cionet kanonike të lëvizjes për ndryshore të reja do të kenë formën: 

^ dH _ ~ d~H _ 

Pi~ — — = o -^=- — 0 

ap,- 


I integrojmë këto shprehje dhe fitojmë: 

Pi = const ~ a i, Qi = const. ~ (3 f , 2 = 1, 2, ... 

Duke shfrytëzuar (3), për (2) do të kemi: 

S = S(<? £ , a tV f) 

sepse pi = a, 

Nga shprehjet (VII.18.7) (2) dhe (1) kemi: 


(3) 


(3a> 


Pi = -5 ®-.h' = h + 


99.- 


aa,- 


as 

at 


= o 


(4) 


Funksioni i Hamiltonit është funksion i njohur i koordinatave të për- 
gjithësuara dhe kohës. Pra, 
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Nga (4) për p* kemi: 


E zëvendësojmë në (5) 


H — H(q if p h t) 






( 5 ) 

(5a) 


kurse ekuacioni i fundit i (4) do të ketë formën: 


H 


\ dQi J 


4 - 


as 

dt 


( 6 ) 


Shprehja e fundit paraqet ekuacionin e Hamilton-Jakobit. Ky është 
ekuacion diferencial parcial në të cilin si funksion i panjohur është 
.gjeneratrisa e transformimit kanonik S, kurse si ndryshore të pavaru- 
ra janë të gjitha shpejtësitë e përgjithësuara Qi dhe koha t. Zgjidhja 
e këtij ekuacioni quhet funksion kryesor i Hamiltonit. 

Që të përcaktojmë kuptimin e funksionit S, do të kërkojmë deri- 
vatin total sipas kohës në pajtirn me shprehjen (3a): 


n 



i~l 


Shfrytëzojmë ekuacionin e parë të (4) dhe (6) 


dS _ yi 
dt 


Pi Qi~H 


( 8 ) 


E dijmë se ana e dijmë se ana e djathtë.e ekuacionit (8) është e hara- 
hartë me funksionin e Lagranzhit L, prandaj fitojmë: 

— L 

dt - 


dhe pasi ta integrojmë sipas: kohës në kufijtë nga i x deri në t fitojmë: 

S^fLdt (9) 

Pra, funksioni kryesor i Hamiitonit paraqet veprimin e Hamiltonit me 
kufirin e lartë të pacaktuar. 
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Më në fund duhet theksuar se nga shprehja (3) kuptojmë si vijon: 
transformimet kanonike prej të cilave funksioni i ri i Hamiltonit është 
i barabartë me zero si ndryshore të reja japin konstante të lëvizjes. 

Ekuacioni i Hamilton-Jakobit për grimcën e lirë në fushë poten- 
ciale në koordinatat kënddrejta e ka formën që vijon. Fillojmë nga for- 
mula (VII.X4.2): 




2 m 


iVx + Vy + VD + U(X, y, 2 ) 


( 10 ) 


Nga ekuacioni (5a) kemi: 

- 


dS „ 0S 

> Py~~ ~~Z > Pz 


as 

32 


( 11 ) 


dx dy 

Nga (6), (10) dhe (11)) fitojmë: 

_i_ + (— ) 2 + (—VI + — + U( X, y,z)= 0 (12)- 

2m lV dx / \dy ) \ dz ) J dt 

Në koordinata cilindrike dhe sferike ekuacioni i Hamilton- J akobit , për 
lëvizje të grimcës në fushë me potencial U shprehet në format: 

J_ f(i£ v + (-^-V + (-^-Vl + + m P , v , z) = 0 


2 [\ a P/ p 2 \ 3cp / \ 32 / J 


dt 


i r /as v 2 + ■/ as 

2m [\ dr ) r 2 \ 30 


-V + — - — (—VI + — + mr, 0, <p) = 0 

/ r 2 sin 2 6 \ 39 / J 3 1 


Dy shprehjet e fundit lexuesi mund t’i përfitojë shumë lehtë. 

Nëse funksioni i Hamiltonit nuk varet nga koha, në vend të S 
mund të paraqesim funksionin e ri 3 me zëvendësim 




atëhere 


dS 

dt 




kurse ekuacioni diferencial parcial do të ketë formën 

« (*-£)-* 

Atëherë për lëvizjen e grimcës, nga ekuacioni (12) do të kemi: 
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f[(fHf)Wf )■]-«- 0» 


Rëndësia e ekuacionit të Hamilton-Jakobit qëndron në faktin se para- 
qet urë kah optika, kurse ky ka qenë rol fundamental për zhvillimin e 
rnekanikës së kuanteve. 




X. LEYI2JET QENDRORE ME BXJJIIM T£ EËYIZSHËM FORCASH 


Në shqyrtimin e iëvizjes nën veprimin e forcave qendrore (shih I. 
7 dhe 8) kemi supozuar se burimi i forcave është i palëvizshëm. Kjo 
cio të thotë se kemi studiuar lëvizjen e trupit apo grimcës me masë 
tepër të vogël ndaj masës së madhe të palëvizshme. Në atë rast në 
burim të forcës gjendej edhe qendra e masës së sistemit të tyre. Ky su- 
pozim është i arsyeshëm kur kemi të bëjmë me lëvizje të satelitit rreth 
planetit apo planetit rreth Diellit, sepse në të dy rastet masa e trupit 
qendror është shumë më e madhe se masa e trupit lëvizës. Mirëpo 
kjo konditë shpeshherë nuk plotësohet, prandaj do të shqyrtojmë ras- 
tin kur të dy grimcat lëvizin nën veprimin e forcës qendrore. Atëherë 
forca e cila vepron në grxmcën me masë m x si dhe forca e cila vepron 
në grimcën me m 2 gjithmonë kalon nëpër qendër të masës së dy grim- 
cave. Në këtë rast qendra e masës e luan rolin e pikës në hapësirë në- 
për të cilën gjithmonë kalojnë forcat qendrorë. Për këtë arsye në vër- 
tetimet e mëhershme duhet pikën e palëvizshme O ta zëvendësojmë 
me qendër të masës së sistemit të dy grimcave. Edhe në këtë rast lë- 
vizja kryhet në rrafsh. 


Pozitën e të dy grimcave në rrafshin e 
lëvizjes mund ta përcaktojmë me ndihmën 
e vektorëve të tyre të pozitave, por është 
më lehtë që në vend të këtyre vektorëve 
të paraqesim vektorin e pozitës së qendrës 
së masës të definuar në (VI. 1.1.), dhe vek- 
torin e pozitës së tyre relative. Do ta shë- 

nojmë me r. Pra do të kemi nga fig. 38 


m x ri + m z r 2 
m x + m z 


r = r t - r. 


( 1 ) 



Fig. 38 


Që të gjejmë nga këto ekuacione vektorët e pozitave r x dhe r 2 i shkruj- 
më në formën: 


m t r x + m 2 r 2 = (m x + m z )r c dhe r - r x - r z 
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- — > 

m x Ti + m 2 r x = (m x + m 2 )r c + m 2 r 


dhe 


m x r 2 + m 2 r 2 = (m x + m 2 )r c - m x r 

Nga këto ekuacione fitojmë për vektorët e pozitave të grimcave: 

r x = r c + - — r, n = r c - — r (2) 

m x +m 2 m y +m 2 

Derivatet e para sipas kohës shprehin shpejtësitë e grimcave: 

' — » - — » — <» » & ► » * 

v x = r x = t? c + — v, v 2 = r z = v c ~~ - — v (3) 

m t +m 2 m t +m z 

ku është: 

V = V X — V 2 ( 4 ) 

shpejtësia relative e grimcës së parë ndaj tjetrës. 

Energjia kinetike e grimcave do të jetë: 

T = — m x v? + — m 2 v 2 = — (m x + m z )v c z + — mi17 ? z - v £ 

2 2 2 2 m x +m z 

Nëse masen e sistemit e shënojmë me m, kurse me ^ masën e reduk- 
tuar sipas shprehjeve: 

, m x m z 

m = + m z , \i= — (5) 

m x +m 2 

energjia e sistemit do të jetë: 

T = — mv z + — p.v 2 
2 2 

Punksioni i Lagranzhit për sistem të dy grimcave është: 

l = T-U= -T mv*+ — }M) 2 - U(r) (6) 

2 2 

ose në formën eksplicite: 


l= — (i 1 + ic* + k‘) + & + if + z*) - mx, y, z) 

2 2 
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Nëse për koordinata të përgjithësuara në rrafshin e iëvizjes marrhn 
koordinatat x c dhe y c dhe koordinatat relative x dhe y do të kerni këto 
ekuacione të Lagranzhit për lëvizje të grimcave: 


d 

- 

dL 

= 0, 

dL 

- JL. 

dt 

dX c 

dx c 

dt 

dVc 

dVc 


dhe 


d 

dL_ m 

„ dL ; 

= 0 , J- 

dL __ 

- = 

dt 

dx 

dx 

dt 

dy 

dy ~ 


Nga dy ekuacionet e para fitojmë: 

m ‘x c = 0 dhe m y c = 0 

ose në formën vektoriale 


mr c ~ 0 

Nga dy ekuacionet e dyta fitojmë: 

JJL X = “ 

ose në formën vektoriale 


dU 

dx 


dhe p, y 


dy 


(7) 


{^r = F (8) 

Ekuacioni (7) përcakton lëvizjen e qendrës së masës, kurse ekuacioni 
(8) lëvizjen relative të grimcave. Në bazë të shprehjeve (7) dhe (8) 
mund të konkludojmë kësisoji: Çdo lëvizje e dy grimcave nën vepri- 
min decimale të forcave qendrore mund të shprehet si lëvizje transla- 
tore e qendrës së masës së tyre dhe lëvizje relative e grimcave e cila 
është ekuivalente me lëvizjen e grimcës së parë me masë të reduktuar 
rreth grimcës së dytë të palëvizshme në qendër të masës. 

Ekuacioni (7) tregon se në këtë rast qendra e masës lëviz në me- 
nyrë të njëtrajtshme, kurse ekuacioni (8) e ka të njëjtën formë sikurse 
ekuacioni i lëvizjes me qendër të palëvizshme në qendër të masës; 
sepse këtu në vend të masës së grimcës m qëndron masa e reduktuar 

(5). Në këtë ekuacion me r duhet kuptuar largësinë nga qendra e 
masës. 
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2 . GODITJET ELASTIKE TË BY GRMCAVE 
a) Shpejtësitë e grimcave në të dy sistemet 

Goditjen elastike në mes të dy grimcave do ta shqyrtojmë si vep- 
rkn reciprok gjatë. të cilit njëra grimcë, nën veprimin e forcës qendro- 
re e cila rrjedh nga grimca tjetër, përkulet për një kënd nga drejtimi 
fillestar. Në iargësi të mëdha nga vendi i goditjes kjo është ekuivalente 
me goditjen e dy sferave të ngurta. 

Pasi nga (7) dhe (8) kuptuam se çdo lëvizje qendrore e dy grim- 
cave mund të shndërrohet në lëvizje të njëtrajtshme të qendrës së 
masës dhe lëvizje relative të grimcave, atëherë është më thjesht që 
goditja e dy grimcave të shqyrtohet në sistem të lidhur për qendër te 
masës së tyre. Në këtë sistem vjen në shprehje vetëm lëvizja relative 
e grimcave. Atëherë sistemi i palëvizshëm quhet sistem laboratorik, kur- 
se sistemi i iidhur me qendër të masave të grimcave quhet sistem i 
qendrës së masave. Në feëtë rast sistemi i qendrës së masave lëviz në 
mënyrë të njëtrajtshme ndaj sistemit laboratorik. Kësisoji lëviz edhe 
qendra e masave. Sistemi i dy grimcave është i izoluar prandaj edhe 
në sistem laboratorik edhe në sistem të qendrës së masës vlejnë ligjet 
e ruajtjes së energjisë dhe impulsit. 




Fig. 40 


Do të shënojmë me v t dhe v 2 shpejtësitë e grimcave para godit- 


jes në sistemin laboratorik. Këto shpejtësi pas goditjes le të jenë v/ 
— ^ 

dhe v/. Grimca e parë gjatë goditjes le të përkulet përlnjë kënd fh 
Kjo gjendje është paraqitur në fig. 39. Në të njëjtën figurë është para- 
qitur edhe pozita e qendrës së masave në momentin e goditjes përka- 

tësisht në momentin kur grimcat janë më së afërmi njëra ndaj tjetrës. 

— > — > 

Nëse grimca e dytë para goditjes gjendet në qetësi, atëherë v x ~v pa- 
raqet shpejtësinë relative të grimcës së parë ndaj grimcës së dytë, 
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Në sistemin e qendrës së masës këto madhësi do t’i shënojmë me 
indeks zero për dallim nga madhësitë në sistemin lahoratorik. Kjo gje- 
ndje është paraqitur në fig. 40. Derivati sipas kohës i shprehjes (VIII. 
1.1) duke marrë në konsiderim se grimca e dytë para goditjes është 
në qetësi jep shpejtësinë e lëvizjes së qendrës së masës ndaj sistemit 
laboratorik. Me qendër të masës është i lidhur sistemi i qendrës së 
masës. Do të kemi: 


Vx+m z v z = m x ^ ' 

777-2 m x +m 2 

Në sistemin e qendrës së masës shpejtësinë e grimcave para goditjes 
shprehen me formulat: 

v (2 ) 

v o2 ^v z -v c =- — 7rtl V =- v c (3) 

777^+7722 


sepse v z = 0 

Në këtë sistem impulsi total para goditjes është i barabartë me zero: 

- — ► — — * 

p 0 - v cl + m z v oz = 0 ( 4 ) 

për të cilën gjë mund të bindemi nëse në (4) zëvendësojmë vlerat (2) 
dhe (3). Edhe pas goditjes impulsi duhet të jetë i barabartë me zero 
sepse si i tillë mbetet i pandryshuar. Pra, 


Vo “ Pol + Po2 = 0 (5) 

Në largësi të mëdha veprimi reciprok i grimcave është i barabartë 
me zero, prandaj energjia totale është e barabartë me shumën e ener- 
gjive kinetike. Pra, energjia para goditjes do të jetë: 

„ .gk. + Jfei- - J? 2 gx- - X , (6) 

2772! 2ttz 2 2 m{m z 2\x ° x 
sepse nga (4) p ox = p 02 . 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë për energjinë pas goditjes në sis- 
tem të qendrës së masës, 


E, 


, _ P'o 


2777 , 


+ 


P ' 2 

<?1 

2777 2 


2g, 


PV 2 


(7) 


sepse nga (5) p' 01 - p' oZ . 
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Meqë energjia edhe pas goditjes mhetet e pandryshuar, atëherë 
nga (6) dhe (7) kuptojmë se vlen: 

Pox ~ P'ol 

kurse nga (4) dhe (5), sikurse vërejtëm edhe më parë p oi = P o2 dhe 
P'ot ~P'o2 prej nga përfimdojmë se vlen p' oz — p 0 a- Pra, impulset e grinv 
cave pas goditjes mbesin të pandryshuara për nga intensiteti. I njëjti 
përfundim vlen edhe për shpejtësinë e grimcave. 

Duke u bazuar në përfundimin e fundit për shpejtësi, nga shpreh 
jet (2) dhe (3) shpejtësitë e grimcave pas goditjes në sistem të qend- 
rës së masave do të jenë: 


v ' 


m. 


m y +m z 


vn 0 , v'oz^- 


772 ! 


m x +m. 


v n Q 


( 8 ) 


ku me n 0 e kemi shënuar vektorin unitar në kah të lëvizjes së grifr 
cës me masë m u pas goditjes. 

Nga shprehjet (1), (2), (3) dhe (8) për shpejtësi të grimcave pas 
goditjes në sistemin laboratorik do të kemi vlerat: 


v\ - v' 01 + v c = 


V\ - V ' o2 + V C = 


m 2 

772! +7722 
772 ^ 


vn 0 + 


V - 


772 1 

m x +m% 

772 i 


772 1+772 2 7721 + 7722 


vn Q 


(9) 

( 10 ) 


Nga ligjet e ruajtjes së energjisë dhe impulsit nuk mund të për- 

fundojmë për drejtimin e vektorit n Q sepse varet nga ligji i veprimit 
reciprok dhe i pozitës reciproke të grimcave gjatë goditjes. 


b) Këndet e përkuljes në të dy sistemet 

Qendrën e sistemit laboratorik do ta shënojmë me O, kurse qen- 
drën e sistemit të qendrës së masave me O'. Këndet e përkuljes së 

grimcës së parë pas goditjes në sis- 
temet përkatëse i kemi shënuar me 
3* dhe O-o. Kjo gjendje është paraqi- 
tur në fig. 41, Nga figura shohim 
se vlen: 



tgfr : 


AA' 

AA' 


OA' 


OO'+O'A' 


Zëvendësojmë vlerat përkatëse në 
formulë dhe fitojmë: 
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Xntensitet e shpejtësive (8) dhe (1) duhet t’i zëvendësojmë në (11). 
Pjesëtojmë anën e djathtë të shprehjes (11), edlie emëruesin dhe numë- 
ruesiri me v' 01 dhe për herës të shpejtësive do të kemi: 


V c TYlj 

v'oi m z 


( 12 ) 


kurse (11) merr formën: 


tg-O' = 


sinfr 0 

+ cos %' 0 
m 2 


(13) 


Meqë varshmëria në mes të këndeve $ dhe & 0 është e lidhur me herë- 
sin në mes të masave të grimcave, atëherë për vlera të ndryshme të kë- 
saj marrëdhënie do të kemi vlera të ndryshme të këndeve, të cilat do 
tl shqyrtojmë. 

1. Nëse ra x < m 2 , atëherë nga (12) v c < v' oi . Në këtë rast këndi + 


% 

në sistemin laboratorik do të ketë vlera më të vogla se , por edhe 

2 

më të mëdha. 

2. Nëse m x > m 2 , atëherë v c > v' 01 . Në këtë rast këndi & nuk mund 
të kalojë një vlerë maksimale e cila arrihet kur OA merr pozitën e tan- 
gjentes OB. Kjo vlerë maksimale e këndit + përcaktohet sipas shpreh- 
jes: 


v' 0 


m 2 


sintLa* = — — = 

V c TYli 


3. Nëse m x ~ m 2i atëherë nga (14) dç të kemi: 
sin+ W!ax 1, th 

kurse shprehja (13) e merr formën e thjeshtësuar: 

tg+ - 

prej nga fitojmë: 


7Z 

2 


sinQ’o +o 

“ fcr 

l+costto 2 


( 14 ) 


& = 




Pra në këtë rast këndi në sistemin laboratorik është sa gjysma e këndit 
në sistemin e qendrës së masave. 
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c) Hiambja e energjisë 

Fillojmë nga shprehja për energji kinetike të grimcës së parë gjatë 
goditjes në sistem laboratorik. Pra, 

E x ' = — m x v'{ 

2 

Pasi të zëvendësojmë shprehjen (9) për v\ z për energji fitojmë: 

E/ = — — (mf + + m 2 z ) (15) 

2 (mx+m 2 ) 2 

Ndërrimin e energjisë e fitojmë kur nga energjia fillestare para godit- 
jes e zbresim energjinë pas goditjes (15). Do të kemi:<, 

A E, = E x - E x ' = — m x v 2 - E x ' = J n ? m * dl d - cos'D’o) (16) 
2 (m x +m 2 ) 2 

Shprehja e fundit e përcakton humbjen e energjisë gjatë goditjes së 
grimcës në sistemin laboratorik si funksion të këndit të përkuljes të 
sistemit të qendrës së masës. Kuptojmë se kalimi në kënd të përkuljes, 
të sistemit laboratorik kryhet me shprehjen (13). 

Në veçanti, nëse masat e grimcave janë të njëjta, m x = m z> nga 
(16) do të kemi: 


(l-oa*.) = JSiairf A. 
skm? 2 

E dijmë se = 28-, prandaj shprehja e fundit mund të shkruhet 

E, = E l sin 2 = E, sin*9- 
2 

Humbja e energjisë së grimcës së parë do të jetë: 


E x ' = E X - A E x = E x cos 2 # (17) 

kurse për grimcën e dytë pas goditjes do të kemi këtë humbje të ener- 
gjisë: 


E 2 ' = AE X = E t $m?%' 


(18) 
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d) Shpërliapja e giimcave 

Do të shqyrtojmë përkuljen e grim- 
cës me rnasë rm në fushë të forcës qend- 
rore me potencial U(r) i cili rrjedh nga 
grimca e dytë me masë m z . Le të jetë 
në fig. 42 qendra e masës në pikën C. 

Vija e pandërprerë tregon rrugën e pikës 
me masë të reduktuar [t. Shpejtësia fi- 
llestare e grimcës me masë fx është v oi , 
kurse ajo e fundit e të njëjtës grimcë 
v oz , është këndi i përkuljes, përkatë- 
sisht këndi në mes të asimtoteve të rru- 
gës. 

Rmga e grimcës është simetrike ndaj 
vijës e cila hashkon jendrën e masave dhe 
pikën më të afërt të rrugës, sepse intensiteti i forcës qendrore varet 
vetëm prej largësisë nga burimi i saj. Le të jetë këndi në mes të këtij 
boshti të simetrisë CM dhe drejtimit fillestar të grimcës. Sikurse shi- 
het nga figura lidhja në mes të këndit $o dhe i> shprehet me formulën 

'S’o = n - 2<\> (19 ) 

Kësisoji problemi i përcaktimit të këndit të përkuljes fr 0 shndërrohet 
në problem të njohjes së këndit c|>. 



Fig. 42 


e) Ekuacioni i rragës në fomiës iniegrale te forcat qendrore 

Për përcaktimin e ekuacionit të rrugës fillojmë nga ekuacionet e 
Lagranzhit për koordinata polare r dhe cp: 

d (dL\ _ dL^ ^ 0 /dLT \ _ dL ^ Q 

dt \dr) dr ’ dt \ dy ) dy 

Punksioni i Lagranzhit është: 

— (f 2 + rV) ~ U(r ) 

2 

Duhet të gjejmë: 

rlL • 

— r- ~ mr, ~ m rcp 2 — U'(r) ~ m rcp 2 + f(r) 

drdr 

sepse për forcë qendrore mund të shkruajmë: 

P = f(r) r 0 - - U'(r) 7 0 ~-U'(r) grad r 
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Fastaj kërkojmë: 


&L_ 

dy 


mr<ç, 


dL 

d<9 


Ekuacionet e Lagranzhit do të kenë formën: 

mir - mry 2 - f(r ) = 0 (m r 2 y) - 0 

dt 

Ekuacioniri e dytë mund ta integrojmë menjëherë. Fitojmë: 

m r 2 cp = const ~ M 


prej nga: 


Do të kemi: 


9 


M 

m r 2 


(20) 


M d 2 


d • „ 

M 

dr 

M dr / 

M 



• cp 

dcp 

m r 2 

dcp 

md<ç\ 

r / 



' 1 \ • 

M 

d 2 

/ 1 \ M 

M 2 

d 2 

/J_\ 

-) 

m 

dcp 2 

l r / mr 2 

m 2 r 2 

d<p z 

\ r / 


m dcp 2 

Ekuacioni i parë i (20) do të ketë formën: 

- m JL. (X 

mr 2 dcp 2 \ r 
mr 2 


MX 

mr 3 


7(r) = o 


Pasi të shumëzojmë me 


M' 2 


fitojmë: 


d 2 /_1_\ JL_ mr 2 f(r) 

dcp 2 \ r / r M 2 


( 21 ) 


Kjo shprehje njihet si shprehja e Binetit dhe paraqet ekuacionin dife- 
rencial të rrugës. 

Ekuacionit të rrugës do t’i japim formë integrale. Nga shprehja: 


M 

cp = 

mr z 


dhe derivatit të parë sipas kohës: 
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f = J?L ‘ M dr 
dcp mr z d<ç 


pasi t’i zëvendësojmë në ligjin mbi ruajtjen e energjisë fitojmë: 


2 


M z /dr\* + M 2 
mr 4 \ <Zcp / 2mr z 


4- U(r) -E 


Pasi t’i ndajmë ndryshoret fitojmë: 


dcp = 


M dr 

y 2m[S-I/(r)]- 


dhe me integrim fitojmë: 


<P - 



dr 


2m[JS"C7(r)] 


M 2 

r 2 


( 22 ) 


Me ndihmën e formulës (22) shumë lehtë mund t'i përfitojmë re- 
zultatet e fituara në (1.8.) për problem të dy trupave, por atje nuk 
kemi pasur njohuri nga mekanika e përgjithshme, nuk i kemi njohur 
ekuacionet e Lagranzhit për lëvizje. 


f ) Përcaktimi i këndit të përkuljes 

Do të vendosim sistemin e koordinatave polare në rrafsh të lëviz- 
jes me qendër të tij në qendër të masës C, kurse për bosht polar do 
të marrim boshtin e simetrisë. Duke u nisur nga fakti se rruga e shqyr- 
tuar në sistem të masës i përgjigjet lëvizjes së grimcës me masë të 
reduktuar \x ekuacioni i rrugës sipas (22) do të ketë formën: 


r 



? m tn 


dr 


2\x[E — CC(r)] 


M z 

r 2 


ku r min i përgjigjet pikës më të afërt të rrugës nga qendra e masës. 
Pika pa mbarim e larguar e rrugës, r == 00 i përgjigjet këndit cp = ty. 
po të kemi: 



ffntn 


dr 

/ 2(1 [E - mr)l - ^ 


(23) 



202 


HYRJE HE PIZIKË TEORIKE 


Në vend të konstanteve E dhe M do të paraqesim dy konstante të reja, 

shpejtësinë e grimcës në pa mbarim e cila e ka vlerë v M = — 

= j v oZ \ <ihe parametrin e goditjes p i cili definohet si largësi e kalimit 
të grimcës nga buri-mi i forcës sikur fusha e forcës te mos vepronte. 
Këtë e ilustron fig. 42. Pra do të kemi: 

E = — y.v\, M = (24) 

2 


Zëvendësojmë (24) në (23) dhe fitojmë: 


ose 


oo 



f mtn 



r 2 





dr_ 

' f - _ ft* 2U(r) 

I r 2 \lv 2 m 


(25) 


Nëse e dijmë funksionin e veprimit reciprok të grimcave U(r) si dhe 
shpejtësinë e grimcës në pa mbarim, ' atëherë shprehja (25) është e njo- 
hur, kurse nga (19) edhe këndi i përkuljes %' 0 si funksion i parametrit 
të goditjes. Pra, 


Për këtë funksion supozojmë se është i njëvlershëm dhe monoton dhe 
i cili mund të zgjidhet sipas 


p =p{$o) 


(26) 


g) Prerja eflkase e slipërhapjes 

Më parë shqyrtuam përkuljen e një grimce në fushë qendrore të 
grimcës tjetër, por në problemet fizike zakonisht kemi të bëjmë me 
shpërhapjen e tufës së grimcave paralele të cilat arrijnë me të njëjtën 
shpejtësi. Në këtë rast grimcat e ndryshme në tufë do të kenë para- 
metra të ndryshëm të goditjes, por edhe përkulen me kënde të ndry- 
eshme. 

Do të shënojmë me n numrin e grimcave në tufë homogjene, kurse 
me dN numrin e grimcave të shpërhapura në njësi të kohës, të cilat 
përkulen për këndin në mes të H dhe H + dH Atëherë herësi 
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da = 


dN 

n 


(27) 


quhet prerje efikase diferenciale e shpërhapjes. Shuma e të gjitha kë- 
tyre madhësive në të gjitha këndet e mundshme 


a — 




(28) 


quhet prerje efikase totaie e shpërhapjes dhe përcaktohet nga natyra 
e veprimit reciprok të grimcave. 

Numri i grimcave të cilat përkulen në mes të këndeve dhe 
4- në njësi të kohës në unazën rrethore me rreze p dhe p + dp, 
sa janë parametrat e goditjes do të jetë; 

dN — 2ti ; pdp • n (29) 


kurse prerja efikase diferenciale është: 

dN 

da — = 2Ttpdp (30) 

n 


Pra, prerja efikase diferenciale e shpërhapjes është e barahartë me si- 
përfaqen e unazës rrethore në mes të p dhe p + dp, e cila i përgjigjet 
intervalit të këndit të përkuljes %‘ 0 dhe + d%' 0 , 

Shprehjen (30) mund ta paraqesim edhe me ndihmën e (26). Do 
të kemi: 

da = 2n:p(-a 0 ) (31 > 

Këndi i ngurtë i cili i përgjigjet intervalifc % 0 dhe është: 

dQ — 2n sinO’odO’o 


kurse (31) merr formën: 

d0= PJM g P d Q 
sinO'od+o 


(32) 


Kalimi nga këndi të sistemit të 
stemit laboratorik kryhet me shpre- 
hjen (13). 

Si shembull të zbatimit të 
qendrës së masës në këndin + të si- 
shprehjeve (19), (26) dhe (31) do 
të shqyrfcojmë shpërhapjen elastike 
të sferës së ngurtë në sferë të ngur- 
fcë dhe të palëvizshme, fig. 43. Në 
këtë rast goditja do të shkaktohet 
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kur qendra e sferës së lëvizshme gjendet e larguar për R nga qend- 
ra e sferës së palëvizshme, ku R është shuma e rrezeve ;të sferave. Po- 
tenciali do të ketë formën: 

U(r) - ( 0 Për r > R 
1 oo për r < R 

sepse gjatë takimit paraqiten forca dëbuese pa mbarim të mëdha. 
Nga figura shohim se vlen 


kurse nga shprehja (19) 


p = RsintJ> 


n 0*0 

T T 


(33) 


'E zëvendësojmë (33) në shprehjen e mëparshme dhe fitojmë ekuacio- 
nin e formës (26): 


p($v>) = p = R sin \ = R cos — (34) 

\ 2 2 / 2 

Nga shprehja (31) kemi: 

da = 2np d$ Q =— sin0 o d9 o (35) 

2 


Nga figura mund të përcaktojmë kufijtë integrimit për të fituar prer- 
jen efikase totale. Sikur p = 0, sfera e lëvizshme pas goditjes do të 
kthehej nga ka ardhur, pra 0* o = tc. Në anën tjetër, sikur p = oo sfera 
e lëvizshme nuk do të goditej fare me sferën e palëvizshme dhe = 0. 
Duke njohur kufijtë e integrimit për (35) fitojmë: 



sin&odO’o = 


%R 2 

2 


♦ 2 


Shohim se prerja efikase totale e shpërhapjes është e barabartë me 
sipërfaqen e prerjes tërthore kryesore të sferës. 



1. NUMRI I GRABËYE TË LIEXS8 SË LËVXZJES SË TEUFXT 

TË NGXJETË 

Në fillim të kreut të parë kemi cekur se pika materiale paraqet. 
një abstraksion i cili realisht nuk ekziston. Trupat realë përbëhen nga 
një grumbull shumë i madh i pikave materiale. Vefcitë mekanike të 
tyre varen nga gjendja agregate. Ne do të njihemi me-vetitë mekanike 
të trupave të gjendjes agregate të ngurtë. Këta trupa nën veprimin e 
forcës lëvizin ;si tërësi. Në këtë rast ata nuk ndërrojnë formën, por 
ndodh që gjatë lëvizjes edhe të ndërrojnë formën dhe të deformohen. 
Për thjeshtësim të teorisë, do të kufizohemi, në atë lëvizje të trupave 
të ngurtë te të cilët nuk paraqitet deformimi i trupave, apo edhe nëse 
paraqitet, ato janë aq të vogla sa që mund të mos përfillen. Kësisoji 
në këtë pjesë do të shqyrtojmë dinamikën e trupave të ngurtë. Me 
trup të ngurtë kuptojmë atë trup i cili vazhdimisht ruan të njëjtën 
formë e që shprehet me faktin se largësia reciproke në mes të dy pika- 
ve arbitrare të tij mbetet e pandryshuar. 

Pozita e trupit të këtillë plotësisht përcaktohet me 6 të dhëna nu- 
merike, prandaj themi se trupi i ngurtë i ka 6 gradë lirije të lëvizjes. 
Se kjo me të vërtetë është kësxsoji mund të tregojmë me shqyrfcimin 
vijues. Që ta fiksojmë pozifcën e trupit të ngurtë në hapësirë duhet Vi 
dijmë tri pika të tij. Çdonjëra prej tyre përcaktohefc me tri koordinata. 
Pra tërësisht i kemi 9 numra. Por këta numra nuk janë plotësisht të 
pavarur. Ata janë të lidhur me tri formula të cilat shprehin faktin se 
largësitë në mes pikave janë të pandryshuara. Meqë në mes të tri pika~ 
ve ekzistojnë tri largësi reciproke, kuptojmë se ekzistojnë tri formula 
të këtilla. Por nëse 9 numra janë të lidhur me tri formula, atëherë ve- 
tëm 6 prej tyre janë të pavarur dhe kësisoji shpjegohet pse pozita e 
trupit të ngurtë përcaktohet me 6 të dhëna numerike. 

Zgjidhja e problemit mekanik i cili varet prej 6 ndryshoreve është 
e vështirë, prandaj për fillim do të shqyrtojmë rastet më të thjeshta. 
Së pari do të supozojmë se dy pika të trupifc të ngurtë janë të përfor- 
cuara asisoji që nuk mund të lëvizin. Këto dy pika e përcaktojnë 
drejtimin i cili është i palëvizshëm. Ky drejtim quhet bosht i trupit 
të ngurtë dhe themi se trupin e kemi përforcuar gjatë një boshti, Në 
këtë mënyrë numri i gradëve të lirisë së lëvizjes është zvogëluar. Në 
të vërtetë nga 9 koordinata të tri pikave të cilat përcaktojnë pozifcën 
e trupit të ngurtë 6 janë shndërruar në të palëvizshme, prandaj kanë 
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ngelur vetëm tri. Këto janë koordinatat e pikës së tretë e ciia nuk 
është e përforcuar. Duhet cekur se kanë ngelur edhe dy kondita, pra- 
ndaj është e qartë se trupi i tiilë e ka vetëm një gradë lirije të lëvizjes. 

Trupi i ngurtë rreth hoshtit të përforcuar mund të kryejë vetëm 
lëvizje rrotulluese kështu që çdo pikë e tij kryen lëvizje rrethore në 
rrafsh i cili qëndron normal ndaj boshtit të rrotullimit. Gjatë këtij 
rrotuilimi çdo pikë e trupit për të njëjtën kohë rrotullohet rreth atij 
boshti. 


Pozitën e trupit të ngurtë gjatë rrotullimifc rreth boshtit të dhënë 
matematikisht mund ta shprehim me ndihmën e këndit cp për të cilin 
trupi rrotullohet. Këtë kënd e përcaktojmë ashtu që në trup x cili rro- 
tullohet e fiksojmë një rrafsh i cili kalon nëpër bosht të rrotullimit 
dhe e masim këndin e rrotullimit të ketij rrafshi. 

Ky kënd i rrotullimit të trupit ndërron gjatë 
kohës, prandaj duhet menduar se varet nga ko- 
ha në mënyrë funksionale 



çp = <p(£) 

Derivati i këtij funksioni sipas kohës 
d<ç 


dt 


cp=w 


( 2 ) 


(2) 


paraqet shpejtësinë e ndërrimit të këtij këndi. 
Do ta quajmë shpejtësi këndore të rrotullimit 
të trupit. Derivati 1 dytë i saj 


d 2 cp 

dtf 


— 9 =• <o - a 


(3) 


Flg - 44 ka karakter nxitimi te lëvizjet rrotulluese, pra- 

ndaj e quajmë nxitim këndor. 

Të mendojmë se trupin e ngurtë e kemi ndarë në elemente të 
vogla të vëllimit. Le të jetë A m x masa e cila gjendet në elementin e i-të 


të vëllimit. Pozita e këtij elementi përcaktohet me vektorin r t - i cili 
përcaktohet duke filluar nga një pikë fillestare arbitrare O e cila gjen- 
det në bosht të rrotullimit. Largësia e elementit të masës nga ky bosht 
është Ri. Për një kohë te shkurtër rrafshi të cilin e përcakton elementi 
i masës A m { dhe boshti i rrotullimit, rrotullohet për këndin dcp, kurse 
elementi do të kalojë rrugën ds, nëpër harkun rrethor me rreze (fig. 
44). Ky hark është i barabartë me 


kurse nga (2) kemi: 


dSi — Ridcp 


(4) 
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cfcp “ o)dt 

Kur e zevendësojmë në (4) fxtojmë: 


dSi = Ri c odt 


kurse shpejtësia e lëvizjes së këtij elementi do të jetë: 

Vi= =jB ( w (5) 

dt 

Kjo është lidhja në mes të shpejtësisë periferike dhe këndore, Përde- 
risa tërë trupi gjatë rrotullimit e ka shpejtësinë këndore o> çdo element 
i tij e ka shpejtësinë periferike proprocionale me largësinë nga boshti 
i rrotullimit. 

Formulës (5) mund t'i japim edhe formë vektoriale. Nga figura 
shohim se vlen: 


Ri ~r t • sina t (6) 

ku a t - është këndi të cilin e mbyll vektori i pozitës r,- me boshtin e 
rrotullimit. Atëherë (5) kalon në 

t>i = riCosina t (7) 

Në anën e djathtë gjendet intensiteti i vektorit të pozitës n- dhe një 
vektori i cili e ka kahun e boshtit të rrotullimit. Meqë shpejtësia peri- 

ferike qëndron normal në rrafshin të cilin e përcaktojnë vektori r* 
dhe boshti 1 rrotullimit është mirë që shpejtësxnë këndore ta definojmë 
si vektor i cili qëndron në boshtin e rrotullimit e ka intensitetin e 
shpejtësisë këndore dhe është i shoqëruar me kahun e rrotullimit sipas 
rregullës së dorës së djathtë. Në këtë rast formulën (7) mund ta 
shkruajmë kësisoji: 


= t o Xr £ (8) 

Bo të përcaktojmë energjinë kinetike të rrotullimit të trupit të 
ngurtë. Këtë e gjejmë si shumë të energjive kinetike të të gjitha ele- 
menteve të masës së tij. Pra, 


n 
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E zëvendësojmë (5) snë shprehje të fundit: 

T = — to 2 V R? A m t 
2 i-t 

Që të fitojmë vlerën e saktë të kësaj energjie duhet të kryejmë .kalimin 
kufitar për n~* oo. Atëherë shuma kalon në integral dhe do të'kemi: 

T^—(» 2 fR 2 dm (9) 

2 

Integrali 

J ^ f R z dm (10) 

paraqet skalar i cili varet prej masës së trupit dlie shpërndarjes se saj 
rreth boshtit të rrotullimit. Quhet moment i inercionit të trupit. 

Duke shfrytëzuar simbolin (10), formulën (9) mund ta shkruajmë 
në formën: 

T= — J<a‘ (11) 

2 

Shohim se energjia kinetike te lëvizjet rrotulluese është e barabartë me 
katrorin e shpejtësisë këndore. 

Te lëvizjet rrotulluese mund të definojmë momentin e sasisë së 
lëvizjes si shumë vektoriale të të gjitha momenteve të elementeve të 
masës së atij trupi. Pra, 

L = lim t ln - (12) 

H— »00 

ku është: 

— ♦ — * — ♦ 

Li^TiX v t A 

Intensiteti i këtij momenti është: 

Li ~ r{Di A m t s ina,- 

dhe nga (5) e (6) fitojmë 

L t = Ri z to A 

E zëvendesojmë këtë në (12) 

L = o) f R z dm 

kursenga(lO) 
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(13) 

Kjo është formula për intensxtetin e momentit të sasisë së lëvizjes te 
rrotullimi rreth boshtit të përforcuar. Meqë, kahu i vektorit të këtij 

momenti, sipas r,- x Vi për të gjitha elementet e vëllimit, përputhet më 

kahun e boshtit të rrotullimit, rrjedh se vektorët L dhe w e kanë të 
njëjtin kah dhe mund të shkruajmë j 

• w — > 

(13a) 

Do të supozojmë se në trup të ngurtë vepron forca. Atëherë mo- 
menti i forcës e cila vepron në elementin e i-të është: 

Më-r,xF, 

kurse intensiteti i këtij vektori është: 

Mi ~ r{Fi sina y — RiFi 

Pasi është: 

FiAmiSi^yRiAmi 

rrjedh 

Mi — (pRfA m,; 

Këto mund Vi mbledhim nëpër të gjitha elementet e vëllimit të trupit 
dhe të kërkojmë kalimin kufitar kur numri i elementeve tenton në pa- 
mbarim. Do të fitojmë: 

M ~ cp lim £ Ri z = 9 / R z dm 

n~~*oo 

dhe përfundimisht duke shfrytëzuar formulën (10) fitojmë: 


M — J(p — Ja (14) 

Kur Vi krahasojmë formulat e fituara (11), (13) dhe (14) me for- 
mula përkatëse për lëvizjen translatore të trupit të ngurtë shohim se 
janë plotësisht të ngjashme. Çdonjërës madhësi te lëvizjet translatore 
i përgjigjet madhësia analoge te lëvizjet rrotulluese rreth boshtit të 
përforcuar. Që të bëjmë pasqyrim më të qartë të këtyre madhësive të 
shikojmë tabelën vijuese: 
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Tabela I 


iLëvizja translatore 

Levizja rrotulluese 

lEruga 


s 

Këndi i rotullimit 

<p 

Shpejtësia 


v = s 

Shpejtësia këndore 

(t )=SÇ 

(Nxitrmi 


a ~’s 

Nxitimi këndor 

CL = 9 

(Masa 


m 

Momenti i inercionit J = 

f R z dm 

- Torca 


f = ma 

Momenti i forcës 

M-Ja 

Sasia e lëvizjes 


p — mv 

Momenti i sasisë së iëviz. 

Ir = JO) 

lEnergjia kinetike 

T 

II 

fcO jH* 

3 

% 

Energjia kinetike T 

=- Jtf 
2 


3. TEOEEMA E SHTAJNEBIT 

Te rrotullimi 1 trupit të ngurtë rreth boshtit të përforcuar para- 
qitet momenti i inercionit të trupit i shprehur në formën: 

J=/B a dw (1) 

ku R paraqet largësinë e elementit të masës nga boshti i rrotullimit. 
Është e qartë se ky moment varet nga shpëmdarja e masës së trupit 
të ngurtë rreth boshtit të rrotullimit. Për këtë arsye moment.i i mer- 
cionit të trupit të ngurtë varet nga pozita e boshtit ne te. Pra, nese 
në trup zhvendoset boshti i rrotuilimit, atëherë për të njejtin do te 
fitojmë tjetër moment të inercionit. . ... . 

Në fillim do tl krahasojmë momentet e merciomt te trupti te 
ngurtë për boshtet paralele të xrotullimit. Këto momente per boshte 
paralele i lidh një shprehje matematike e cila quhet teorema e Shtajne- 

rit të cilën do ta përfitojmë. ' .. . . , 

Në fig. 45 ështe paraqitur prerja e tru- 

pit të ngurtë normalisht ndaj boshtit të 
rrotullimit. Boshti kalon nëpër pikën P. Do 
ta vendosim qendrën e sistemit koordinat 
në qendër të masës së trupit. Atëherë pozi- 
tën e boshtit të rrotullimit, përkatësisht 
pikën P e përcakton vektori i pozitës së tij 

s. Trupin e ngurtë e ndajmë në elemente 
të vogla të masës dhe shqyrtojmë elementin 
dm i cili është i përcaktuar me vektorin 

e pozitës së vet r. Pozita e këtij elementi 
nga boshti i rrotullimit përcaktohet me 

vektorin R. Nga fig. shohim se vlen: 
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j %z= r — s 

Për ta zëvendësuar në (1) duhet ta ngrisim në katror 

= r 2 + $ 2 •“ 2 r s 


( 2 ) 


dhe fitojmë: 


j - f r*dm + s 2 / dm -2s / r <3 ?tz ( 3 ) 

Anëtari i parë paraqet momentin e inercionit të trupit ndaj hoshtit i 
cili kalon nëpër qendër të masës së trupit. 

J q ~ / r 2 dm 

Në anëtarin e dytë integrali është i barabartë me masën e trupit 

/ dm “ m 

kurse në të tretin paraqitet integrali 

— > 

/ rdm 

i cili kur pjesëtohet me masën përcakton vektorin e pozitës së qendrës 
së masës. Prandaj mund të shkruajmë: 

/ r dm = mr q 

Por meqë origjinën e sistemit koordinat e kemi vendosur mu në këtë 
qendër, duhet të vlejë: 

— ► 

Tq = 0 

Nga kjo ka ngelur vetëm shprehja: 

J = J q + m s 2 

e cila paraqet teoremën e Shtajnerit. 


Do të shqyrtojmë një problem konkret të rrotullimit të trupit të 
ngurte. Kështu, do të marrim lëvizjen e cilindrit homogjen kur rrofcu- 
llohet pa rrëshqitje nëpër rrafsh të pjerrët. Një pozitë të tij e tregon 
fig. 46. Le të jetë R rrezja e cilindrit, kurse 9 këndi të cilin e mbyll 
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rrezja e takimit të cilindrit me rrafshin horizontal. Këndi i pjerrësisë 
është a. Qendra e rëndimit të cilindrit gjendet në boshtin e tij. Gjatë 
rrotullimit të tij qendra e rëndimit kryen lëvizje translatore nëpër 
rrafsh të pjerrët. Do ta shënojmë me s rrugën të cilën në këtë rast e 

kalon kjo qendër. Pasi kemi të bëjmë 
me veprimin e forcës së rëndimit e ci- 
la është konservative, duhet të vlejë li- 
~ gji i ruajtjes së energjisë mekanike. 
Cilindri në të njëjtën kohë kryen lë- 
vizje translatore dhe rrotulluese. Pra- 
ndaj do të ketë dy energji: energjinë 
kinetike të rrotullimit: 



T r 


x 

2 


J<p 2 


dhe energjinë kinetike të translacionit, 

T, = — m s 2 
2 

Energjia potenciale e tij shprehet në formën 

U — mgs sina 

Kurse ligji mbi ruajtjen e energjisë na jep: 

JL m §2 + jy* + m g s sina - E ( 1) 

2 2 


Iddhja në mes të shpejtësisë periferike dhe këndore shprehet me 


s = Rcç (2) 

E eliminojmë cp në (1) dhe fitojmë: 

(m + J/R 2 ) s z +2mgs sina == 2 E 
Derivati sipas kohër, na jep: 


(m + J/R 2 ) 2 s *s + 2 m g s sina = 0 
kurse nxitimin e qendrës së rëndimit e shpreh formula: 


m 


m+J/R 2 


gsma 


(3) 


Nëse supozojmë se qendra e rëndimit nuk ka pasur shpejtësi fillestare 
të trahslacionit, atëherë me mtegrimxn e (3) fitojmë shpejtësihë e saj: 
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m . 

s =— g sma . £ (4) 

m+J/B 2 

Duke integruar edhe një herë fitojmë rrugën e qendrës së rëndimit të 
cilindrit gjatë translacionit: 


m 


2 (m + tT/jft 3 ) 


g sirn * V- 


(5) 


Shprehjet (3), (4) dhe (5) tregojnë se lëvizja translatore e qendrës së 
rëndimifc të cilindrit është lëvizje njëtrajtësisht e nxituar me nxitim 
(3). Sikur cilindri të rrëshqite nëpër rrafsh të pjerrët, translacioni i tij 
do të kishte nxitimin: 


s =— £ sina 

prej nga shohim se nxifcimi i rrotullimit është më i vogël, sepse faktori 

m/(m + J/R 2 ) < 1 

Shpejtësia këndore cp e lëvizjes rrotulluese rrjedh nga (2) 


9=“ 

kurse këndi i rrotullimit: 


m 

m+J/R 2 


— sina • t 
R 


( 6 ) 


9 =”' 


m g . 

sma • t 2 

m+J/R 2 2B 


(7) 


Ky njehsim vlen si për cilindër të mbushur, ashtu edhe për cilindër të 
zbrazët në brendësi. Ndryshimi paraqitet vetëm në momentet e tyre 
të inercionit. Kur të kryhefc njehsimi sipas formulës (IX.2.10), për ci- 
lindër të mbushur fitohet kjo formulë e momentit të inercionit: 


J = — m R> 
2 


kurse për cilindër të zbrazët në brendësi 

J ~mR 2 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për rrotullimin e sferës. Në këtë 
rast ajo do të rrotullohet rreth boshtit horizontal i cili kalon nëpër 
qendër të saj, kurse për momenfc të inercionifc kemi: 

J= — mR 2 

5 

Në fund duhet theksuar se ky eksperiment ka rëndësi historike, 
sepse me ndihmën e tij Galiieu i ka zbuluar ligjet e lëvizjeve të një- 
trajtshme të nxituara. 
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5 . OSHMMET KKOTULLTJESE 

Supozojmë se trupi i ngurtë mund. të rrotullohet rreth një boshti 
të përforcuar dhe për një pozitë të tij në të nuk vepron momenti i 
forcës. Këtë pozitë e quajmë pozitë ekuilibruese të trupit. Supozojmë 
gjithashtu se gjatë rrotullimit për një kënd 9 në të vepron momenti 
i forcës i cili është proporcional me këndin e rrotullimit dhe ka aso 
kahu që trupin e kthen kah pozita ekuilibruese. Atëherë mund të 
shkruajmë: 

M=- D9 ( 1 ) 

Këtu me D e kemi shënuar atë moment të forcës i cili vepron në trup 
kur rrotullimi i tij është një njësi. Ky moment quhet moment i direk- 
cionit. Nga formula (IX. 2 . 14 ) dhe ( 1 ) fitojmë: 

9 + — cp = 0 (2) 

J 

Shënojmë shkurtimisht: 

— + u* ( 3 ) 

j 

dhe fitojmë ekuacionin diferencial: 

9 + tOo 2 9 — 0 ( 4 ) 

Zgjidhja e këtij ekuacioni është e njohur nga teoria e oshilimeve, pra- 
ndaj do të kemi: 

9 = 9 0 sin (to 0 £ + 6) ( 5 ) 

Shohim se këndi i rrotullimit ndërron sipas ligjit të sinus funksionit 
që do të thotë se trupi rrotullohet në mes të këndeve maksimale 9 dhe 
”9 të cilat paraqesin amplitudat e rrotullimit. Meqenëse 9 ndërron si- 
pas të njëjtit ligj, sikurse elongacioni te oshilimet harmonike këte 
lëvizje mund ta mendojmë si lëvizje oshiluese të rrotullimit. Fre- 
kuenca ciklike e këtyre oshilimeve përcaktohet me formulën ( 3 ), kurse 
perioda e oshilimeve rrotulluese do të jetë: 

T= 2 k 1/jL (6) 


Oshilimet e fituara quhen oshilime të pashuara, sepse kemi supo- 
zuar që në trup vepron vetëm momenti i direkcionit. Zakonisht trupat 
lëkunden në ndonjë mjedis rezistues. Ky mjedis do të veprojë me një 
moment të rezistencës dhe është proporcional me shpejtësinë këndore 
të trupit. Pra, 


MEKANIKA E TBUPIT TK NGURTË 


215 


M 0 =~~ Ry (7) 

Këtu me R e kemi shënuar një konstante specifike të mjedisit e cila 
quhet moment i rezistencës. Për oshilime të këtilla vlen ekuacioni di~ 
ferencial: 

J —— R y ~~ D y ( 8 ) 


ose 


■■ , R * , D 
V + — 9 + — <P 
J J 


(9) 


Ky ekuacion është plotësisht i ngjashëm me ekuacionin e levizjes te 
oshilimet e shuara. Duke shënuar edhe këtu shkurtimisht me 


D z R 
— = o) 0 z , — ~ 2fr 

jf J 

fitojmë zgjidhjen: 

cp = cp 0 e~ H sin ( b) 0 t + 5) (10) 

është e qartë se edhe në këtë rast oshilimet sistematikisht zvogëlohen, 
pra shuhen gjatë kohës. 

Këso oshilimesh rrotulluese shfrytëzojnë orët e xhepit dhe të do- 
rës si rregullues të rrahjeve të baraharta kohore. Meqë rezistenca e aj- 
rit është mjaft e vogël oshilimet në to janë gati të pashuara. 


6 . LAYJEEEfiSI FIZIK 

Lavjerrës fizik quajmë trupin e ngurtë i cili mund të rrotullohet rreth 
një boshti horizontal nën veprimin e forcës së rëndimit. Supozojmë se 
boshti i rrotullimit është i larguar për s nga qendra e rëndimit të tru- 
pit, (fig. 47). Si forcë e eila vepron në trup është pesha e tij dhe ajo 
vepron në qendër të rëndimit. Kjo forcë ndaj boshtit të rrotullimit, 
sikurse shihet nga figura e ka intensitetin e momentit të forcës: 

’*-'•**> 

, M — \s x mg\ =— mgs sincp (1) 

Duhet të shkruhet parashenja minus sepse momenti i forcës ka kah 
të kundërt të zmadhimit të këndit 9 . Sipas formulës (IX. 2.14) mund 
të shkruajmë: 
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3 <p — — mg s sincp 



ose 


mg s 

cp =-* — smcp 


Nëse shkruajmë shkurtimisht 

J 


l 


m i> 


fitojmë ekuacionin diferencial: 

Q 

cp =— -y- 'Sincp 


(2) 


(3) 


(4) 


të cilin e kemi përfituar te lavjerrësi matematik. Prandaj mund të për- 
fundojmë se lavjerrësi fizik lëvizë plotësisht njësoj sikurse ndonjë la- 
vjerrës matematik i cili e ka gjatësinë e perit (3). Gjatësia (3) quhet 
gjatësi e reduktuar e lavjerrësit fizik. , . t 

Kur vlerën (3) e zevendësojmë në formulën për periodën e oshili- 
meve të lavjerrësit matematik fitojmë periodën e oshilimeve të lavje- 
rrësit fizik: 


T = 271 




2 

sin 4 


a 

2 



(5) 


ku me a e kemi shënuar amplitudën e oshilimeve të lavjerrësit. 

Frekuencën ciklike të oshilimeve të lavjerrësit në përafrimin e 
parë e fitojmë gjithashtu nga formula përkatëse e lavjerrësit mate- 
matik: 


Wo = Vjl = y (6> 

Pasi boshti i rrotullimit nuk kalon nëpër qendër të rëndimit të 
trupit, momenti i inercionit në (6) duhet të shprehet me ndihmën e 
teoremës së Shtajnerit 

3 = J q + m s 2 

ku me J q e kemi shënuar momentin e inercionit ndaj boshtit paralel 
i cili kalon nëpër qendër të rëndimit të trupit. E zëvendësojmë në (6): 




mgs 
J q + ms z 


(7) 
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Nga kjo shprehje mund të njehsojmë atë largësi të qendrës nga boshti 
i rrotullimit për të cilën lavjerrësi do të ketë f rekuencën co 0 . E ngrisim 
në katror dhe e zgjidhim sipas s shprehjen (7). Fitojmë ekuacionin: 




0 


i cili i ka dy zgjidhje: 



( 8 ) 


Fra, ekzistojnë dy hoshte për të cilat lavjerrësi do të iëkundet me fre- 
kuencën co 0 . Këto boshte gjenden në një drejtim i cili kalon nëpër qen- 
dër të trupit, por në anë të kundërta të saj. Largësia e tyre reciproke 


S, + s 2 = -2- = l (9) 

C0 o 2 

Lavjerrësi fizik me dy boshte të zgjedhura asisoji që periodat e 
lëkundjes të jenë të barabarta quhet lavjerrës reverzibil. Largësia në 
mes të boshteve është gjatësia e reduktuar e lavjerrësit. Lavjerrësi i 
këtillë shfrytëzohet për përcaktimin e saktë të nxitimit të rëndimit të 
Tokës. 

Y" 


Momentet e inercionit i kemi definuar me formulën (IX.2.10). Du- 
ke shfrytëzuar teoremën e Shtajnerit momentet e inercionit për ndo- 
një bosht mund të njehsohen si momente të inercionit të boshtit para- 
lel i cili kalon nëpër qendër të rëndimit të trupit. Prandaj është e ne- 
vojshme të shqyrtohen momentet e inercionit për boshte të këtilla, 
për boshte të cilat kalojnë nëpër qendër të rëndimit. 

Supozojmë se ky bosht ka pozitë ar- 
bitrare në hapësirë dhe kahu i tij për- 

— > 

caktohet me vektorin unitar c. Ky vek- 
tor me boshtet e sistemit koordinat kënd- 
drejt x , y, dhe z me origjinë në qendër 
të rëndimit të trupit mbyll këndet <%, P 
dhe T- Komponentet e këtij vektori janë 
(fig. 48): 

'cosa 
o - cos£ 

, cosr / 

Largësia e elementit arbitrar të masës Pig. 48 
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dm nga boshti i rrotullimit është shënuar me R dhe është e barabartë 
me lartësinë e paralelogramit të cilin e përcaktojnë vektori i pozitës r 
me vektorin c . Nga kjo mund të të shkruajmë: 

R=frx~c\ 

dhe për moment të inercionit rreth boshtit të shqyrtuar e kemi for- 
mulën: 


J = f R z dm = / (rx c) 2 dm 


E zbërthejmë prodhimin vektorial në komponente të veta 


r x c = 


i j k 

x y z 

cosa cosp cosy 


~ i(^cosa — z cosp ) + 
+ 7 (scosa — x cosy) + 
+ fc(xcosp - y cosa) 


(1) 


Pasi të ngrisim në katror dhe të zëvendësojmë në (1) fitojmë: 
j - j ( 2/2 + z*) cos 2 a dm + / (z 2 + x 2 ) cos 2 g dm + / (x z + y z ) cos^y dm 


— 2 / cosg dm — 2 / zx cosr cosa dm —2 fxy cosa cos|3 dm (2) 1 

Shohim se momenti i inercionit është funksion katror i kosinuseve të 
kaheve të boshteve të rrotullimit. 

Xntegralet: 


Jxx = / (y 2 + s 2 ) dm 

- / (s 2 + x 2 ) dm (3)- 

Jzz = / (x 2 + a/ 2 ) dm 


paraqesin momentet e inercionit për rrotullim rreth boshteve të koor- 
dinatave, sepse për rrotullim rreth boshtit x:R x z = y z + z 2 dhe në mëny- 
rë të ngjashme për boshtet tjera. 

Integralet të cilat paraqiten në tre anëtarët tjerë i shënojmë në 
formën: 


J xy = / xydm 
Jyt - f yzdm 
J zx = f zx dm 


( 4 )= 
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dhe quhen momente të deviacionit. Duke shfrytëzuar këto simbole, for- 
mulën (2) mund ta shënojmë kësisoji: 

J = Jxx cos z a 4- J yy cos 2 {3 + J zz cos 2 y ” 2 J xy cosa cosg — 

— 2 J yz cosj3 cosy ~ 2 J&C cosy cosa (5> 

Në këtë mënyrë është përcaktuar momenti i inercionit për rrotullim 
rreth çfarëdo boshti i cili kalon nëpër qendër të rëndimit të trupit të : 
ngurtë. 

Formulën e fituar (5) mund ta shkruajmë shkurtimisht duke shfry- 
tëzuar algjebrën e matricave. 

Në matematikë si matricë katrore definohet sistemi i numrave i. 
cili mund të renditet në një skemë katrore siç vijon: 



CL n 

&1Z 

C hs' 

ii 

r**i 

U— J 

a n 

&ZZ 

&23 


\ &3l 

a 32 

<hs / 


Kjo matricë i ka tri rende dhe tri shtylla dhe të tillat më së shpeshti. 
përdorën në njehsimet fizike. Matrica quhet simetrike nëse vlen 

&ik “ Qki 

pra kur elementet të cilat qëndrojnë simetrikisht ndaj diagonales krye- 
sore në mes iveti janë të barabartë. Në këtë rast matrica me tri rende 
dhe tri shtylla në vend të nëntë elementeve përcaktohet me gjashtë. 
Në formulën (5) paraqiten plotësisht gjashtë integrale prandaj mund 
t'i shpëmdajmë si elemente të një matrice simetrike katrore. Do të ; 
ketë formën: 



/ 

J x , 

J xy 

~ 1 \ 

XZ 

m = 


J xy 

•'n 

~~ Jyz 


\ 

xz 

~Jyz 

^zz y 


( 6 > 


Madhësitë fizike të ciat mund të paraqiten matematikisht me ndihmën 
e matricave katrore quhen tenzorë. Prandaj shohim se momenti i iner- 
cionit është madhësi e cila ka karakter tenzorial, e quajmë tenzor të 
inercionit. Matrica (6) tregon se elementet e diagonales së tenzorit të 
inercionit janë të barabarta me momentet e inercionit rreth boshteve 
të koordinatave kurse elementet tjerë paraqesin momentet negative të 
devijacionit. 

Nëse dëshirojmë që formulën (5) ta shprehim me njehsimin ma- 
trisor duhet që edhe vektorin c ta definojmë në formë të matricës në: 
formën si vijon, 
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C J cosg 


::si matricë me një shtylië. 

Çdo matricë mund të transponohet. Matrica e transponuar e mat- 
ricës së dhënë fitohet duke i shndërruar rendet në shtylla dhe ana- 
:sjelltas, Matricën e transponuar të ndonjë matrice [A] e shënojmë në 

formën ;[A]. Prandaj matrica e transponuar e vektorit c është: 

c— (cosa cos|3 cosy) (8) 

kemi fituar matricë me një rend. 

Rregulla e prodhimit të dy matricave definohet ashtu që elementi 
i matricës së prodhimit me indeks kn fitohet 'kur me radhë i shumë- 
zojmë elementet përkatëse të rendit të k - të të matricës së parë me 
elementet përkatëse të shtyllës së n-të të matricës së dytë dhe pastaj 
këto prodhimet mblidhen. Kjo rregull shprehet në formën: 


(AB) kn = £ a ki b }fl 


• Sipas kësaj rregulle është: 


[J]c- ~J xy 


' cosa \ 
cosg j 


f J xx cosa - J xy cosg - J xz cosy 
“ ~ Jxy cosa + J yy cosg — J yz cosy < 10 ) 

^ ~ Jxz cosa — J yz cosp 4 - J zz COSY t 

Shohim se me këtë shumëzim kemi; fituar vektor. Që të fitojmë skalar 

— ^ 

duhet shumëzuar edhe një herë me c. Pra, 

~ ( J xx cosa — J xy cos$ ■— J xz cosy N 

c [J] c = (cosa cosp cosy) - J xy cosa + J yy cosg - J yz cosy 

v — J xz cosa — J yz cos^ + J zz cosy / 

:Pasi tl shumëzojmë këto matrica fitojmë: 
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c [ J] c = J*x cos 2 a - J xy cos a cosg - /* z cosa cosy - 
- cosa cosp -i- Jyy cos 2 g ~~ cosg cosy - J xz cosa cosy - 
- J yz cosg cosy + J zz cos 2 y = 

= J xx cos 2 a + Jyy cos 2 g + J zz cos 2 r - 2 J xy cosa cosp - 
— 2 J yz cosg cosy — 2 J xz cosa cosy 

plotësisht formulën (5). Prandaj këtë formulë me ndihmën e matri- 
cave e shkruajmë kësisoji: 

J-~c[J]c (11) 

Pasi tenzori i inercionit është simetrik gjeometrikisht mimd prezentoj- 
më me një elipsoid. Këtë e kryejmë kësisoji: 

Nga qendra e rëndimit në kah të vektorit c e hartim gjatësinë 

1/ V7- Kështu fitojmë pikën për të cilën katrori i largësisë nga qendra 
e rëndimit r 2 = J~\ është i barabartë me vlerën reciproke të momentit 
të inercionit për rrotullim të trupit rreth boshtit të orientuar kësisoji, 
Nëse këtë e kryejmë për të gjitha kahet, atëherë të gjitha pikat e fi- 
tuara duhet të qëndrojnë në një sipërfaqe. Do të përcaktojmë çfarë 
është kjo sipërfaqe. Pika i ka këto koordinata: 


X = 

r cosa = 

vj 

cosa 

v = 

r cosg = 

i 

cosp 

z = 

r cosr ™ 

1 

cosr 


V J 



prej nga fitojmë: 

cosa = x V J, cosp ~ V -\/ J, cosy = z V J 

Fasi të zëvendësojmë në (5) dhe të pjesëtojmë me J fitojmë ekuacionin 
e sipërfaqes së kërkuar. E ka formën: 

J xx y % + Jyy y Z + J ZZ Z* - 2 J X y " 2 J y Z ^Z ~ 2 J ^ ZX = 1 ( 12 ) 

Kjo është sipërfaqe e rendit të dytë. Meqë J * 0, asnjë pikë e saj nuk 
mund të jetë pa mbarim e larguar, prandaj (12) paraqet sipërfaqe të 
rendit të dytë, pikat e së cilës nuk janë pa mbarim të larguara. Kjo si- 
përfaqe mund të jetë vetëm sipërfaqe e elipsoidit. Këtë elipsoid e quaj- 
më elipsoid të inercionit. 
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Kur nga shpëmdarja e dhënë e masave i njehsojmë momentet e 
inercionit sipas (3) rreth taoshteve të koordinatave dhe momentet e 
deviacionit, atëherë mund të konstruktojmë elipsoidin e inercionit dhe 
për çdo kah të dhënë mund të masim rrezen e tij . 

Fakti se përcaktimi i momentit të inercionit është i shoqëruar me 
një elipsoid na jep mundësi që llogaritjen ta thjeshtësojmë. Në të vër- 
tetë, e dijmë nga gjeometria analitike se ekuacioni (12) i ka gjashtë 
anëtarë vetëm pse sistemi i koordinatave nuk është zgjedhë në mënyrë 
të nevojshme. Sikur taoshtet e koordinatave të përputheshin me taosh- 
tet e elipsoidit, do të kishim vetëm tre anëtarë. Që të arrihet kjo duhet 
të kryejmë një rrotullim të sistemit të koordinatave përderisa taoshtet 
e tij të mos përputhen me taoshtet e elipsoidit. Atëherë ekuacioni i tij 
<do të ketë formën: 


W + W + J 3 I/=1 (13) 

Këtu me X u X 2 , X z i kemi shënuar koordinatat e reja të pikave të elip- 
soidit, kurse «/ 3 janë momentet e inercionit të trupit rreth taoshte- 
ve të cilat përputhen me taoshtet e elipsoidit të mercxonit. Prandaj qu- 
hen momentet kryesore të inercionit të trupit. 

Në formulën'(13) nuk paraqiten anëtarët me pordhim të koordina- 
tave e kjo është e mundur vetëm nëse koeficientët e tyre janë të taara- 
taartë me zero. Pra duhet të përfundojmë se momentet e deviacionit 
janë të taarataarta me zero në këtë sistem të koordinatave. Tenzori i 
inercionit në këtë sistem e ka formën: 


/ 




0 




0 

.0 


h 

0 


0 

h ) 


(14) 


Shohim se matrica e tenzorit të inercionit në këtë sistem të koordina- 
tave është matricë diagonale. Kjo përcaktohet vetëm me tri elemente, 
me momentet kryesore të inercionit të trupit. 

Në sistem të tooshteve kryesore sipas (5) momenti i inercionit për 
rrotullim rreth taoshtit të përcaktuar me vektorin unitar c do të jetë: 


J — Ji cos^i + J 2 cos 2 a 2 + cos 2 a 3 (15) 

kurse për energji kinetike të përcaktuar nga (IX.2.11) kemi: 



Ux cos 2 a x + J 2 cos 2 a 2 + J 3 cos 2 a 3 ) 


Komponentet e shpejtësisë këndore të këtij rrotullimi janë: 
( 0 i — o) cos#!, tDj — co cosa 2 , (o 3 = (o cosa 3 
Për energji kinetike fitojmë formulën: 
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T = — (Jm z + J 2 <aJ + Jstaf) (16) 

2 

Shohim se energjia kinetike përbëhet prej tri komponenteve të cilat 
i kanë kahet e boshteve kryesore. 

8. EKUACIONET E OJUERIT 

Kalojmë në shqyrtimin e rastit kur në trup te ngurtë është e për- 
forcuar vetëm një pikë. Boshti i rrotullimit duhet të kalojë nëpër këtë 
pikë, por edhe vetë rrotullohet rreth kësaj pike. Këtë e shohim edhe 
nga numri i gradëve të lirisë. Pozita e trupit të ngurtë është e përcak- 
tuar me tri pikat e veta, prej të cilave njëra është e përforcuar, kurse 
dy kanë ngelë të lira. Këto dy pika i kanë gjashtë koordinata. Por, 
përveç tri pikave ekzistojnë edhe tri shprehje të cilat përmbajnë këto 
koordinata dhe shprehin pandërrueshmërinë e atyre pxkave. Prandaj 
nga gjashtë ndryshore kanë ngelë vetëm tri të cilat në mes veti janë 
të pavarura. Prej këndej rrjedh se trupi i ngurtë i përfocuar në një 
pikë i ka tri gradë lirie të lëvizjes. Njëra prej tyre përcakton këndin 
e rrotullimit rreth boshtit momental të rrotullimit, kurse dy të tjerat 
këndet të cilat përcaktojnë pozitën momentale të boshtit të rrotullimit 
në hapësirë. 

Së pari do t’i përcaktojmë komponentet e momentit të sasisë së 
lëvizjes. E dijmë se momenti i sasisë së lëvizjes për sistem të pikave 
materiale përcaktohet me formulën: 

L= Y.r l >~m i v l = £ r,- x mi r, 

i i 

Për trup të ngurtë kjo shumë shndërrohet në integral, 

£ = / rxrdm ( 1 ) 

Për shpejtësi duhet të shfrytëzojmë formulën: 



r = (o X r (2) 


dhe (1) merr formën 


L- J r x (to x r) dm 

E zhvillojmë këtë prodhim vektorial nën shenjën e integralit: 

— > — ► — ► 

L = J to r I 2 dm - J r (to r) dm (3) 

I shkmajmë komponentet e vektorit L. Për komponenten x do të 

kemi: 
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L x = (d* / (x 2 + 2 / 2 + g 2 ) d7?2 - / x(;a>* x + to y y + (D z z) dm 


ose 


£* = (Ojc / (.y 2 + s 2 ) cZm - cD y / xy dm — co 2 / xz dm 


Këto integrale paraqesin momentet e inercionit dhe deviacionit të 
shqyrtuar në (IX.7). Do të kemi: 


L x Jxx^x Jxyttiy J XZ^Z 

dhe në mënyrë të ngjashme fitojmë për dy komponentet tjera, 

Ly Jxytfix + J yyttiy ~~ Jyz^z 

L% J *j(D x J yz + J zz^z 


(4) 


Kuptojmë se komponentet e momentit të sasisë së lëvizjes janë funk- 
sione lineare të komponenteve të shpejtësisë këndore. Koeficientët pa- 
raqesin elementet e tenzorit të inercionit, prandaj mund të shkruajmë: 


L = [«/] w (5) 

i cili është ekuivalent me sistemin (4). 

Do të vendosim sistemin koordinant, kështu që të përputhet me 
boshtet kryesore të tenzorit të inercionit. Ky tenzor do të ketë matricë 
diagonale, kurse formulën (5) mund ta zbërthejmë në formën: 


+.1 


' Jt 

0 

0 ' 


' «1 ' 


/ r \ 

J 1 &>1 

u 

~ 

0 

J* 

0 



— 

J 2 ^2 

V L ‘ ) 


V 0 

0 

j 3 ) 




K JaU> s / 


Duke i barazuar elementet përkatëse të matricave fitojmë: 


L x = J x (Dt 


L<i J 2 (D^ 


(6) 


L$ J% (D 3 


Kjo është marrëdhënia më e thjeshtë në mes të komponenteve të mo- 
mentit të sasisë së lëvizjes dhe shpejtësisë këndore. Nëse dëshirojmë 
t’i shfrytëzojmë, atëherë duhet të marrim në konsiderim faktin se bo- 
shtet kryesore të tenzorit të inercionit të cilët paraqiten këtu, të cilët 
në të njëjtën kohë paraqesin boshtet e koordinatave, rrotullohen së 
bashku me trupin. Prandaj kemi të bëjmë me sistem të koordinatave 
i cili rrotullohet. E dijmë se vlen: 
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M = £ 

por në këtë rast derivatin sipas kohës duhet njehsuar në sistem fcë 
koordinatave rrotuiluese. Sikurse kemi treguar në kreun për lëvizje në 
sisteme të tilla, derivati kohor i vektorit të pozitës përcaktohet me 
shprehjen: 


+ o) x r' 

dt dt 

Është lehtë të diktohet se kjo shprehje vlen për të gjitha derivatet ko- 
hore të vektorëve në sisfcem i cili rrotullohet. Prandaj kemi: 

L = L' + o> X L' (7) 

kurse ekuacioni i lëvizjes në këtë sistem e ka formën: 


M = L' + o> X L' ^3) 

Ky ekuacion i lëvizjes është dhënë në formë vektoriale. Do ta zbërthej* 
më sipas komponenteve. Do Vi shënojmë komponentet në kah të bosh- 
teve kryesore me indekset 1 , 2 , 3 . Për komponenten e parë do të kemi: 

M x =L X + (<j£> 2 La' — o ) 3 L 2 ') 

I shfryfcëzojmë formulat (6) duke ditur se L x ' = L X = J^. Për M x dhe 
komponentet tjera të ngjashme fitojmë: 


M x J X ( 0 X (1)20)3 (</2 J3) 


■M% 0)3(1) j 3 t/j ) 


( 9 ) 


m 3 = y 3 o) 3 - o)jO) 2 (/1 — J 2 ) 

Këto formula paraqesin ekuacionet diferenciale të Ojlerit për rrotullim 
të trupit të ngurtë rreth një pike të përforcuar. 

Për rastin ku nuk ekzistojnë momenfcet e forcave të jashtme, këto 
ekuacione e marrin formën: 

J x (o x (J 2 «/3) o)jjo> 3 — 0 

J 20) 2 (</3 t/j) o) 3 o)i = 0 (10) 

Jz 0) 3 — ( J x - J 2 ) 0)jiO) 2 = 0 

Nëse të tri momentet e inercionit janë të ndryshme, atëherë nga këto 
rrjedh: 


15 Hyrje në fizifeë teorifee 
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për (o 2 — w 3 — 0 toi ^ 0 

ose për (o 3 = o> t p = ; 0 w 2 ¥= 0 

ose për oh — to 2 = 0 o> 3 =£ 0 

Shohim se trupi rotullohet rreth njërit prej boshteve kryesore të iner- 
cionit. Pra, kur në trup nuk veprojnë momentet e jashtme, kur trupi 
rrotullohet lirisht, atëherë ai rrotullohet rreth njërit bosht kryesor të 
inercionit. Prandaj, boshtet kryesore të inercionit, njëkohësishfc janë 
edhe boshte të rrotullimit të lirë. 

Edhe pse trupi i ka tri boshte të lira të rrotullimit, rrotullimi rreth 
tyre nuk është i njëjtë. Në jfcë vërtetë, rrotullimi mund të jetë i afcillë 
që boshfci i lirë të paraqitefc si boshfc stabil i rrotullimit, por mund të 
paraqitet edhe si bosht labil. Kjo e dhënë mund të vërfcetohet kësisoji: 
Do të shënojmë me Ji momentin më të madh të inercionit, me J 3 
mesatarë, kurse me J 3 më të voglin. Shënojmë shkurtimisht me: 




J 2 J 3 


B = 



dhe ekuacionet (10) e marrin formën: 

(i)j = A (o 2 o) 3 


0) 2 = — 


B 




( 11 ) 


( 12 ) 


0) 3 = C 0)js0)2 

Supozojmë se boshti i rrotullimit është shumë afër boshtit 1. Atëherë 
o >2 dhe o) 3 do të jenë mjaft të vogla ashtu që prodhimet e tyre mund t'i 
mpspërfiliim dhe nga ekuacioni i parë i (12) kemi: 

o)j = 0 


ose 


o)! = const' 

Që tl përcaktojmë dy komponentet tjera të shpejtësisë këndore, kër- 
kojmë derivatin sipas kohës së ekuacionit të dytë të (12): 


o) 2 =— B o) 3l o> 2 


dhe e zëvendësojmë të tretin 

+ BC o)^o> 2 = 0 

Zgjidhja e këtij ekuacioni sipas ndryshores to 2 është. 


(13) 
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co 2 =\a sin (cox V -BC£) 

Kjo do të thotë sc to 2 oshilon tne &mplituda, të vogla, oc. Në mënyrë të 
ngjashme fitojmë për o> 8 . Meqë këto dy komponente vazhdimisht, shu- 
më pak dallojnë nga zeroja, duhet të përfundojmë se shpejtësia kën- 
dore vazhdimisht gjendet në afërsi të komponentes to u Kjo do të thotë 
se hoshti me moment më të madh të inercionit paraqet bosht stabil 
të rrotullimit të trupit të ngurtë. 

Në mënyrë plotësisht të ngjashme mund të vërtetohet edhe për 
boshtin e lirë me moment më të vogël të inercionit. 

Gjendja është plotësisht tjetër për momentin mesatar të inercio- 
nit. Në këtë rast duhet të merret co 2 e madhe kurse dhe ( 1)3 të vogla. 
Atëherë formula e dytë e (12) do të jetë: 

2 — 0 

dhe 

co 2 = consi. 


Nga derivati kohor i të parës 


Ci>i = A co 2 co 3 

dhe pasi të zëvendësojmë vlerën për co 3 fitojmë: 


Ci)j = AC o) 2 z a>i 

Zgjidhja e këtij ekuacioni është: 


cdj = a e w 2 f V AO 

Zgjidhja tregon se, nëse o) x në fillim është mjaft e; vogël, me kalimin e 
kohës vazhdimisht rritet. Kjo do të thotë se dy komponentet tjera të 
shpejtësisë këndore zmadhohen mjaft, rrotullimi largohet nga afërsia 
e rrotullimit me shpejtësi këndore co*. Prandaj rrotullimi rreth boshtit 
të mesëm të inercionit nuk është stabil. 


9. FUG-A SIMETEIKE E URË 

Me fugë kuptojmë trupin e ngurtë i cili rrotullohet rreth hoshtifc 
kur njëra pikë e tij është e përforcuar. Do të supozojmë se fuga të 
cilën e shqyrtojmë është simetrike. Kjo do të thotë se masa e trupit 
është e shpërndarë në mënyrë rrofculluese simetrike rrefch hoshtifc të 
rrofcullimit. Është e qartë se në këtë rast elipsoidi i inercionit e ka 
formën e elipsoidifc rrotullues gjë që do të thofcë se dy momenfce krye- 
sore te inercionit « janë të barabarta. Supozojmë se këto janë J x dhe </ 2 . 
Afcëherë si bosht i rrotullimit të fugës është boshti x z . 
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Supozojmë për fillim se në fugë nuk vepron kurrfarë force e jasht- 
me. Kjo arrihet nëse pika e perforcuar e boshtit të rrotullimit është 
njekohësisht qendër e rëndimit të fugës. Pra, do të shqyrtojmë fugën 
te e cila pika e qëndrimit dhe e rrotullimit është njëkohësisht qendër 

e rëndimit. , ... , 

Për fugën simetrike ekuacionet e Ojlerit (IX.8.10) do te kene 

formën: 


J (*Ix ^3) ^2^3 0 

J jtoa («/3 J\) (0 ~ 0 


( 1 ) 


Ekuacioni 1 tretë na jep 


co, - C (2) 

që do të thotë se komponentja e shpejtësisë këndore o> 3 është konstan- 
te dhe fuga rrotullohet me shpejtësi këndore konstante rreth boshtit 
të simetrisë. 

Për të fituar dy komponentet tjera të shpejtësisë këndore e deri- 
vojmë ekuacionin e parë të sistemit (1) sipas kohës. Fitojmë: 

J 1 o) 1 ( * 7 i 3 ) C 0 

Kurse nga ekuacioni i dytë rrjedh: 

J 3 J 1 ri . . 

to 2 = C COj 

Jt 

Pasi ta zëvendësojmë do të kemi: 

«,+ “> =0 

Shënojmë shkur.timisht me 


dhe fitojmë ekuaciomn diferencial 

o)! + D 2 to j = 0 

zgjidhja e te cilit është: 


(4) 
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CDi™ aoosJDt ( 5 ) 

Kur ta zëvendësojmë në ekuacionin e parë të sistemit ( 1 ) fitojmë: 

— Da sin Dt 4* Da) z — 0 


ose 


a) z — a sin Dt (6) 

Vlerat e fituara për komponentet e shpejtësisë kën- 
dore a> x dhe o> 2 paraqesin projeksionet e shpejtësi- 
së këndore në rrafshin i cili qëndron normal ndaj 
boshtit të simetrisë së rrotullimit të fugës. Shohim 
se këto ndërrojnë me kohën, por asisoji që ihten- 
siteti i këtij projeksioni 

o> x 2 + o) 2 2 = a z 

mbetet konstant. Pra, pikat e skajshme të projek- 
sionit të shpejtësisë këndore, në rrafshin e cekur 
përshkruajnë njëtrajtësisht periferinë e një rrethi, 

Nga (2) projeksioni i shpejtësisë këndore në 
boshtin x z është konstant. Kjo është e mundur ve- 
tëm nëse vektori i shpejtësisë këndore qëndron 
vazhdimisht në periferi të një koni, boshti i të ci- 
lit është sikurse tregon fig. 49. Kjo lëvizje e fugës quhet precesion 
rregular. Nga kjo, boshti i rrotullimit të fugës lëviz njëtrajtësisht në- 
për mbështjellësin e një koni rreth vertikales. 

Prekuenca e precesionit nga (4) është: 



2n 



Fig. 49 


kurse me ndihmën e (3) 


v = 


2tz 


jl 


c 


(7) 


Shohim se kjo frekuencë është proporcionale me shpejtësinë e rotulli- 
mit C = co 3 rreth boshtit të simetrisë së fugës dhe ndryshimit të mo- 
menteve kryesore të inercionit të saj. Pra, nëse fuga rrotullohet shpejt, 
atëherë edhe precesioni i boshtit të saj ka frekuencë të madhe. 


10. KOMPONENTET E SHPEJTËSISK KËNBOKE TË SHPKEHUKA 

ME KJ5NBKT E OJLEKIT 

Te fuga kahet e boshteve kryesore të inercionit të saj rrotullohen 
së bashku me të. Që të lidhim sistemin e koordinatave të lidhur me 
boshtet kryesore të inercionit të fugës me një sistem të përforcuar 
koordinatash laboratori do t’i përdorim në tri kënde të cilat quhen 
kënde të Ojlerit. 
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Fig. 50 


Në fig. 50 janë vizatuar vektorët unx- 

— *-> 

tarë i j k të sistemit laboratorlk dhe 
në të njëjtën origjinë vektorët unitarë 
të sistemit të boshteve kryesore të iner- 

> > 

cionit të shënuar me e %> e z dhe e 3 . Rra- 
— * — > — * 

.y fshet i y dhe e x e 2 prehen në drejtim 

të vektorit unitar n. Ky drejtim quhet 

vijë nyjore e sistemeve. Kjo vijë qënd- 

— > — > 

ron ashtu që në rrafshin i j mevektorin 
i mbyll këndin kurse në rrafshin e x 
e z me vektorin e x mbyll këndin cp. Rra- 


fshet e koordinatave i j dhe e x e 2 në 
mes veti mbyllin këndin 'O’, Këtë kënd njëkohësisht e mbyllin norma- 

let e tyre k dhe e 3 . Këndet e definuara kësisoji <]>, cp i lidhin të dy 
sistemet e koordinatave dhe me ndihmën e tyre mund të përcaktoj- 
më pozitën e njërit sistem ndaj tjetrit. Këto kënde quhen kënde të 
Ojlerit. 

— > 

Nga figura shohim se <[> është këndi i rrotullimit rreth boshtit k, 
është këndi i rrotullimit rreth boshtit n, kurse cp është këndi i rro- 
tuilimit rreth boshtit e 3 . 

Shpejtësia këndore e rrotullimit të fugës mund të zbërthehet në 
tri komponente, në kahe të tri boshteve kryesore të inercionit. Këto 
komponente i shënojmë me ojj, o> 2 dhe co 3 dhe do t f i shprehim me ndih- 
mën e këndeve të Eulerit. Frandaj mund të shkruajmë: 


d a — k dcj> + n dfr + e z arç> 

Kur t f i pjesëtojmë me dt fitojmë shpejtësinë këndore: 

d a 


co 


dt 


kty + n$ + e 3 cp 


( 1 ) 


( 2 ) 


Që të fitojmë komponenten e saj në kah të e x shprehjen (2) duhet ta 

— > 

shumëzojmë në mënyrë skalare me e x . Pra, 

— > — > — > m — > — > # , 

(i) = e* & 4» + e x n $ + e 3 cp (3) 

Nga figura shohim se vlen: 

e 3 = 0, n = coscp 


(4) 
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Ka ngelë të përcaktohet prodhimi i trete. Vektorin k mund ta zbër- 

thejmë me ndihmën e vektorit e 3 dhe l ;i cili qëndron normal ndaj n. 
Nga figura shohim se vlen: 

k = e 3 cos& + l sinO* 

kurse prodhimi skalar 

> •■■«■'■> — > > > 

k — e x e z cos& + e x l sin& 

anëtari i parë është i barabartë me zero, kurse në anëtarin e dytë pa- 
raqitet prodhimi: 

6l i~ cos ~ cp^ — sinç 

Pra do të kemi: 


—4 

e x k = sinD* sincp (5) 

Kur këtë dhe (4) e zëvendësojmë në (3) fitojmë: 

oDx = 4> sind’ sincp + & coscp (6 ) 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë për të dy komponentet tjera: 

( 1)2 = ^ sin9' coscp - %• sincp (7) 

a>3 = coS'D’ + <p (g) 


Do t'i shfrytëzojmë shprehjet (6), (7) dhe (8) për përfitimin e ener- 
gjisë kinetike të fugës simetrike. Sipas formulës (IX.7.16) kemi: 

T = — J t (co/ + »,*) + — J ;t w 3 2 
2 2 

ose 

T = — J t (tp 2 sin 2 %' + & 2 ) + i (♦ cosfr + ç) 2 
2 2 

Kjo është shprehja për energji kinetike të fugës simetrike. 
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11. FUGA SIMETRIKE E RËNBË 

Prape do të shqyrtojmë fugën simetrike e cila rrotullohet rreth 
njërës pikë të përforcuar. Supozojmë se kjo pikë gjendet në bosht 
të fugës, por e larguar për l nga qendra e rëndimit të saj. Pesha e fugës 
mg eshtë forcë e cila vepron vertikalisht dhe me momentin e saj ten- 
ton ta rrotullojë. Në këtë rast nuk kemi lëvizje të lirë të fugës, por 
lëvizje nën veprimin e momentit të peshës. Themi se fuga është e 
rëndë. 

Që të përcaktojmë lëvizjen e fugës së rëndë do ta shfrytëzojmë 
ekuacionet e Lagranzhxt për lëvizje duke i trajtuar këndet e Ojlerit 
si koordinata të përgjithësuara. Do të kemi: 


d 

dt _ 

_ kk = 

= 0 

(1) 

dt 


3* 



d 

Ik „ 

_ dL _ 

- 0 

(2) 

dt 


30 - 



d 

dh _ 

dL _ 

” 0 

(3) 

dt 


o 




Së pari do të përcaktojmë funksionin e Lagranzhit. Pasi forca është 
konservative ky funksion do të ketë formën: 

L^T-U (4) 

Këtu me U kemi shënuar energjinë potenciale të forcës së rëndimit, 

U = mgz 


por meqë 


Z — l COS& 


do të kemi: 

U — mglcQsfy ( 5 ) 

Duke shfrytëzuar formulën (XX.10.9) për energji kinetike dhe (5) për 
Lagranzhian fitojmë: 

L = — J t (i 2 si fP) + — J 3 (4 cosfr + <p) 2 - m g l cosfr (6) 
2 2 

Shohim se ky funksion nuk varet në mënyrë eksplicite nga <[> dhe <p, 
prandaj ekuacionet (1) dhe (3) e kanë formën: 
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d dL = Q d dL ^ Q 
dt 99 ’ dt 94 

të cilat lehtë mund të integrohen 

~ = A dhe ~ =S (7) 

99 9<p 

Ekuacioni i tretë i Lagranzhit nuk mund të integrohet lehtë, por në 
vend të tij mund të marrxm ligjin për ruajtjen e energjisë mekanike 

T + U^E ( 8 ) 

Pasi në (7) dhe (8) i zëvendësojmë vlerat përkatëse fitojmë këtë sis- 
tem të ekuacioneve: 

— J t (tj; 1 2 sin 3 ^ +; + — J 3 (4 cos-S’ + 9> 2 + m g l cosfr = E (9) 
2 2 

J 3 (4* COS8’ + 9) = A (10) 

Jj 4 siiPfr + J 3 cosfr (4 cos8' + 9) = B ( 11 ) 

Në anëtarin e dytë të formulës (11) e zëvendësojmë vlerën e formulës 
(10). Fitojmë: 

J x 4 sin^ + A coS'9’ = B 


ose 


B~~ A cos8' 
Jj sin^ 


( 12 ) 


Pastaj nga (10) rrjedh: 

9 — - — — 4 cos-9’ 

J3 

Pasi të zëvendësojmë vlerën e (10) në (9) fitojmë: 


1 * 4* 1 (B—A cos80 2 

2 2 Jj sin 2 9’ 


H + m g l cos9’ ~ E 

2 J 3 



(13) 


(14) 
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Ky është ekuacion diferencial sipas ndryshores %\ Pasi t’x ndajmë ndry- 
shoret dhe të integrojmë, do të kemi: 


t-U = 



dft 
m g l cos'0* 


)- 


( B—A cosO 1 ) 2 
Jx sin 2 fr 


Do të paraqesim zëvendësimin 


u — cosfr 


kurse 


du ______ du 

sinO* V X - w 2 


dhe integrali merr formën: 


Jx 



(15) 


Nën rrënjën e këtij integrali gjendet ndryshorja në shkallë të tretë, 
prandaj bën pjesë në kategorinë e integraleve elipfike, të cilët nuk 
mund të zgjidhen në mënyrë elementare. Për këtë arsye duhet që ana- 
lizën ta kryejmë përpara integrimit. 

Madhësia e cila gjendet nën rrënjë: 


R^ 2J t (1 ™ u 2 ) (E- ~ mglu) - (B - AuY 

2 J 3 

për u~ 1 , përkatësisht për ^ = 0 dhe për u~~~ 1 , d.m.th. për ft — Tz 
është negative dhe rrënja është imagjinare. Që rrënja të mos jetë, për 
çfarëdo vlere të ndryshores, imagjinare, duhet supozuar se ekzistojnë 
dy vlera u x dhe u 2 për të cilin R = 0 dhe për të gjitha vlerat në mes të 
këtyre pikave R > 0, kurse rrënja do të jetë reale. Këto dy vlera për- 
caktojnë dy kënde dhe Rrënja do të jetë reale për të gjitha vlerat 
në mes të këtyre këndeve, kurse imagjinare për vlera jashtë këtij in~ 
tervali. Nga kjo rrjedh se hoshti i rrotullimit e ndërron vazhdimisht 
pozitën vetëm në mes të këndeve %'x dhe Lëvizja e këtillë e boshtit 
të fugës quhet nutacion i saj. 

Sipas formulës (12) duhet që edhe shpejtësia të lëkundet në mes 
të vlerave: 


B~A 0050*! 
J x sin 2 fr 


B—A cosO'a 


J x sin ^'2 


(16) 
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Nga (13) rrjedh se shpejtësia e rrotullimit të fugës rreth boshtit të 
simetrisë lëviz në kufijtë: 


A __ B-A co s^! 
J 3 J x sin 2 ^ ! 

A — cosO’2 
J z sm^ 2 


COS%\ 


COS'O’z 


(17) 


Mund të diskutojmë për këto tri raste: 


1. B-A cos^>0 

Atëherë <j> është vazhdimisht pozitive, shpejtësia e precesionit është 
gjithmonë pozitive edhe pse nuk është konstante. Prej këtu përfun- 
dojmë se kjo shpejtësi vazhdimisht e ndërron kahun. Në sferën me 
rreze një njësi, lëvizja e boshtit të fugës përshkruan lakoren oshiluese 
në mes të këndeve dhe & 2 . Kjo lakore është paraqitur në fig. 51a. 

2. B - A cos^ = 0 


Atëherë lëvizja e boshtit të fugës kryhet sikurse tregon lakorja në 
fig. 51b. 



Fig. 51 

3. B ~ A cos^j. < 0 

Në këtë rast shpejtësia e precesionit për disa vlera të gjerësisë së lartë 
bëhet edhe negative, që do të thotë se precesioni edhe kthehet prapa. 
Këtë gjendje e tregon fig. 51c. 

Nga ky diskutim shohim se edhe boshti i fugës së rëndë kryen 
lëvizje precesioni, por kjo nuk kryhet në mënyrë të njëtrajtshme si- 
kurse te fuga e lirë. Në këtë rast kjo është një funksioni i ndërlikuar 
i kohës. E quajmë precesion jo rregular. Përveç kësaj nga prezenca e 
nutacionit, boshti i fugës nuk lëviz nëpër mbështjellësin e konit, por 
lëkundet rreth këtij mbështjellësi. 

Prandaj mund të përfundojmë se boshti i fugës së rëndë njëkohë- 
sisht kryen dy lloj lëvizjesh: nutacionin dhe precesionin jo rregular. 



X, MEKAMIKA E TRUFAVE ELASTIKË 
1. BEFORMIMET 

Trupat e ngurtë përbëhen prej grimcave themelore, molekulave 
dhe atomeve në mes të të cilëve veprojnë disa forca. Kur në trup nuk 
veprojnë forcat e jashtme, këto grimca gjenden në pozita ekuilibruese 
të forcave të brendshme të tërheqjes në mes të grimcave fqinjë. Por, 
kjo shpërndarje e grdmcave do të ndërrojë kur në trup veprojnë for- 
cat e jashtme. Do të ndërrojnë edhe pozitat reeiproke të grimcave, 
forcat e brendshme në mes tyre nuk do të gjenden në ekuilibrim, por 
do të ngelin disa forca të cilat u kundërvehen forcave të jashtme. Kur 
këto të fundit pushojnë së vepruari, prapë do të arrihet ekuilibrimi i 
forcave të brendshme, do të shkaktohet ndërrim i shpërndarjes së 
grimcave i atillë sikurse ka ekzistuar përpara veprimit te forcave të 
jashtme. Kështu mund të përfundojmë se në trup të ngurtë ekzistojnë 
disa forca të brendshme të cilat i kundërvihen veprimit të forcave të 
jashtme duke tentuar që të vendosin gjendjen fillestare të shpërndarjes 
së grimcave. 

Forcat e jashtme shkaktojnë ndërrimin e largësisë në mes të grim- 
cave dhe si rezultat i veprimit të tyre në trup të ngurtë është ndërrimi 
i formës së tij. Themi se trupi deformohet. Në anën tjetër, forcat e 
brendshme në trup tentojnë të eliminojnë këto deformime, prandaj 
pas ndërprerjes së veprimit të forcave të jashtme, trupi kthehet në 
formën e përparshme. Forcat e brendshme e kthejnë trupin në for- 
mën e përparshme vetem nëse deformimi nuk është i madh. Në të 
kundërt, kur ky deformim është mjaft i madh, atëherë arrihet deri 
te largimi i tepruar i largësive reciproke në mes të grimcave dhe si të 
tilla nuk do të gjenden në fushën e veprimit të forcave tërheqëse. Këto 
forca do të pushojnë së vepruari për deformime të mëdha, si i tillë 
ky i fundit mbetet vazhdimisht. Nëse deformimi është tepër 1 madh 
mund të arrihet edhe deri te copëtimi i trupit në pjesë të veta. 

Deformimet e këtilla do të jenë jashtë interesit të studimit tonë. 
Ne do të shqyrtojme deformimet mjaft të vogla, të cilat janë të për- 
'kohshme dhe zgjasin po aq, sa zgjasxn veprimet e forcave të jashtme. 

Dukuria e eliminimit të deformimeve të vogla nga ana e forcave 
të brendshme quhet elasticitet. Trupat e këtillë quhen elastikë, kurse 
këto forca quhen forca elastike. 

Edhe pse dukuritë e elasticitetit janë rezultat i forçave ndënno- 
lekulare, teoria e trupave elastikë mund të shayrtohet duke u bazuar 
në supozimin se trupat elastikë janë kontinualë. Këtu do të paraqesim 
fillet e parimeve të kësaj teorie. 
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Të mendojmë se kemi marrë në shqyrtim një element të vogël të 
vëllimit në trupin elastik të atillë që mund të mos i përfillim shkallët 
e larta të largësisë në mes të dy pikave, në krahasim me shkallën e 
parë të kësaj largësie. 

Do të vendosim origjinën e sistemit koor- 
dinat në pikën P 0 të elementit të këtij vëllimi. 

Kjo pikë do të ketë koordinatat (O, O, O). 

Një pikë tjetër e këtij vëllimi do të ketë koor- 
dinat (x, y, z). Do ta shënojmë me P dhe 
është e larguar nga P Q për vektorin 

- ( X ) 
y 

2 Fig. 52 

sikurse shahet nga fig. 52. Supozojmë se në trup si tërësi veprojnë for- 
cat e jashtme të cilat e deformojnë dhe e lëvizin. Për këtë arsye ele- 
menti i shqyrtuar i vëllimit do të zhvendoset dhe deformohet. Pika P D 
do të zhvendoset në pikën P/ (Ç 0 , rj 0 , Ç 0 ) kurse pika P do të zhvendoset 
në pikën P'(x + y+.% z + ç). Do të përcaktojmë sa është vektori i 

zhvendosjes 

- (0 

s — n 

Ui 

Është e qartë se komponentet e tij varen nga pozita e pikës P, pra 
nga x, y, z. Kemi supozuar në fillim se trupi është kontinual, prandaj 
të gjitha funksionet të cilat vijnë në shprehje janë të pakuptuara. Me- 
që dihet zhvendosja e pikës P a , përkatësisht vektorit 

5 . 

V o 

Ç. 

atëherë duhet kërkuar zhvendosjen e një pike tjetër në afërsi të pikës 
P Q . Këtë e fitojmë duke i zhvilluar në seriitë Tejlorit komponentet e 
$. Zhvilldmin do ta ndërpresim pas anëtarëve linearë, gjë që është në 
pajtim me hipotezën fillestare. 




3? 

x + 

9? 

y + $- 

Z 



dx 


dy 

dz 


7} : 

= ri 0 + 

dr} 

x + 

&L 

. dri 

y+ — 

z 



dx 


dy 

dz 


r ■ 
b 

= Ço + 

dÇ 

x + 

aç 


z 



dx 


dV 

dz 
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Në këtë zhvendosje është shprehur lëvizja e elementit të vëllimit si 
tërësi si dhe defoiTnimi i tij. Në teori të elasticitetit na intereson ve- 
tëm deformimi, prandaj ndërrimet tjera të cilat i pëson trupi si tërësi 
nuk do t’i shqyrtojmë. Që të arrijmë këtë shprehjet në (1) do t’i 
.shkruajmë ndryshe. Shohim se vlen: 


dy 


I. / JL JËL\ + JL ( 

2 \dy dx) 2 l 


95 + Jçn 

dy dx ) 


( 2 ) 


dhe në mënyrë të ngjashme për shprehje tjera. Nëse zëvendësojmë në 
O) fitojmë: 


+ 0 • x + 


i. (£. _ i!\ , 
2 V dy dx J 


+ 


1 


+ il 

dy dx 


iL 

as 

95 




z + 


JL 

dx 


x + 


/ 2 \dz dx/ 


Y}~ri 0 + 


+ 


/11- JL\ 
\ a y) 


dz 

x + 0 • y + — 
2 


dv 

as 


_?£ 

a?/ 


2 + 



~1 

1 x + — y + 


+ -3L). 

\dx 

dy) 

3 y 2 

\ dz 

dy) 



_L / 9£ 

~ . 

mx + 

+ (- 

3£ 

__ . 


+ 0 ' z + 


2 \dx 


33/ 


32/ 


33 / 


+ — 

(JJL + 

3? 


(— 

■ + 

9 V 

j 2/ + 


2 

\dx 

as 

) 2 

\ 02/ 


a^ 

33 


(3) 


'Shprëhjet e shkruara kësisoji për zhvendosje mund tl ndajmë në tri 
;pjesë, prej të cilave çdo njëra paraqet komponentet e një vektori. Pra 
mund të shkruajmë: 


S^So + Sj + Sj, (4) 

Vektori i parë si komponente përmban anëtarët e parë të (3), Pra, 


f?o 

Vo 

CJ 


(5) 


Ky është i përbashkët për tërë trupin, sepse është konstant. Përfun- 

dojmë se tërë trupi zhvendoset për vektorin s 0> pra , s 0 paraqet vekto- 
;rin e translacionit të trupit. hëvizjen e këtillë e përshkruajmë me lë- 
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vizje të çfarëdo pike të tij, me lëvizje të pikës materiale të cilën e kemi 
shqyrtuar më parë. Fër këtë arsye në vazhdim nuk do të mteresohemi 
për këtë formë të lëvizjes. 

— > 

Tre anëtarët tjerë janë komponentet e vektorit s t . Nëse përdorim 
këto shkurtime shënimi: 

JL (*L - i- (JL - M.\, JL (32. - *L\ 

2 l dv dx) 2 \ dz dxj 2 \dx dy/ 

atëherë mund t’i shkruajmë kësisoj-i: 


— > 

ÇyZ- 

- VzV 

»1 = 

ÇzX~ 

- 


ÇxV " 

- <Ç y Z 


Do të tregojmë se zhvendosja s, paraqitet nga rrotullimi i tërë trupit. 

Fër këtë duhet treguar se nga s x largësia në mes të pikave P ' dhe P Q 
nuk ndryshon. E njehsojmë këte largësi: 

! PoP'X^ ! r" H- Tj 2 = r 2 -f 2 Tsj + 

Anëtari i fundit mund të mos përfillet si shkallë e lartë e zhvendosjes 
shumë të vogël. Pastaj vlen: 

— > — > — > — >. — ♦ — * — ► — ■+ 

r x Si = r (<p x r) ~ <p (r x r) — 0 

prej nga 

I PoP' I = r 2 - |F 0 ! 2 


Kësisoji vërtetuam se është zhvendosje si rezultat i rrotullimit. 
Edhe rrotullimi është lëvizje të cilës i nënshtrohet trupi si tërësi pran- 
daj si të tillë nuk nuk e shqyrtojmë më tej. Do të përqëndrojmë vë- 
mendjen në anëtarin e tretë i cili është rezultat i deformimit. Deri- 
vatet: 

iL.JL,... 

dx 9 dy 

janë konstante sepse i shqyrtojmë në pjesën infinitetimale dhe në 
vend të tyre mund të shkruajmë simbole të reja: 


O xx ^ 


aç 

dx 



ai + 

dy dx ) 
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^yy 



= 8 W = 


(JU 



dy 


2 

\ dz 

9x / 


= _aç 

5 y2 = 5 V = 

1 

(— + 


(7) 

93 

2 

\ 93 

dy/ 



Në këtë inënyrë për komponente të zhvendosjes nga deformimi s 2 fi- 
tojmë: 


»2 "f - hxyV 4* 


Y}% by X X H“ O yy y 4“ byz& 
Ç 2 ~~~ Oçx x. 4" o zy y H“ 8 zz <c 2 


( 8 ) 


Koeficientët të ciiët përcaktojnë varshmërinë lineare të komponenteve 
të zhvendosjes së deformimit prej koordinatave mund të shprehen me 
skemë katrore: 


8 

8 

8 \ 

«xx 



8,, 

8» 

8y Z 


5 z y 

8 Zi j j 


(9) 


dhe paraqesin eiemente të një madhësie fizike. E quajmë tenzor të de- 
formimit dhe është simetrik sepse për të vlen o ik — 8 **. 

Çdo tenzori simetrik mund tla shoqërojmë një sipërfaqe të rendit 
të dytë. Ky është elipsoidi i tij tenzorial. Në rastin tonë këtë e arrijmë 

duke shprehur prodhimin skalar të vektorëve s 2 dhe r. 


s 2 r~ (b xx x + b xy y + 8 . u 2 )£ + (b yx x ■+■...= 

= o xx x 2 + b yy y z + b zz z 2 + 2b xy xy + 2b zx zx + 2b y $z = f(x, y, z) (10) 

Ky prodhim paraqet një funksion katror homogjen të x, y dhe z. Me 
rxdihmën e këtij funksioni iehtë mund t’i shprehim komponentet e 
zhvendosjes së deformimit. Në te vërtetë shihet se 

Ç 2 = ...L ,_a/_ % = _L -M- ç 2 = ± ML (ii) 

2 2'dx 2 2dy 2 23 « 

Nëse kërkojmë në të cilat vende funksioni është konsfcant pra, 

‘■h-h * m . ' • 

s 2 r~f(x,y, z) = corisi. 

atëherë nga ( 10 ) fitojmë ekuacionin e këtyre vendeve gjeometrike: 
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o xx x z + o yy y 2 + h zz z 2 + 25 Xy xy + 25 yz yz + 2S zx zx = const. (12) 

ky është ekuacion i sipërfaqes së rendit të dytë dhe paraqet elipsoidin 
tenzorial për tenzor të deformimit. 

E dijmë se te çdo sipërfaqe të rendit të dytë mund ta rrotullojmë 
sistemin e koordinatave përderisa të mos përputhet me boshtet e asaj 
sipërfaqe. Nëse i shënojmë koordinatat në sistemin e ri me X lf X, 
dhe X z atëherë ekuacioni i elipsoidit mund të shkruhet në formë të 
thjeshtë siç vijon: 


F(X lf X Zf X s ) — hxX* + 5 2 X 2 2 + 5 3 Z 3 2 — const . ( 13 ) 


Kahet e boshteve X lt X z dhe X 3 quhen boshte kryesore të tenzorit të 
deformimit. Nëse sistemi i koordinatave përputhet me boshtet kryeso- 
re, atëherë do të ketë vetëm tri elemente të ndryshme nga zeroja. Do 
të kete formën: 



0 0 

o 2 0 

0 5 3 ) 



Këto komponente quhen dilatacionet kryesore. 

Komponentet e zhvendosjes së deformimit në kah të boshteve 
kryesbre janë: 


U , 


dF 

dX x 


&i'X\f U z 


1 dF 


2 dX z 


5 ? X, U-, 


LJZ. = 8 . 

2 ; dX 


kurse koordinatat e pikës P ' në sistemin e ri të koordinatave janë: 


X t + Ui = X t ( 1 + 5,) 


(14) 


Madhësitë 5,- janë dilatacionet lineare. Përveç tyre i rëndësishëm është 
edhe dilatacioni kubik ©. E definojmë si marrëdhënie në mes të ndërri- 
mit të elementit të vëllimit dhe vet vëllimit të atij elementi. Pra, 


ku V është vëllimi i elementit para deformimit, kurse V' vëllimi pas 
deformimit. 

Të marrim elementin e vëllimit brinjët e të cilit janë paralele me 
boshtet kryesore dhe i kanë gjatësitë a lf a z dhe a z . Atëherë vlen: 


V = a x a z a 3 V' = a/a/a/ 


kurse sipas (14) 
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= di ( 1 + 8f) 


dhe fitojmë: 

V' ~ (i + 8^) (1 + S 2 ) (1 + 8 3 ) 

Nëse nuk i përfillim prodhimet e madhësive të vogla 5 fitojmë: 

V' = V (1 + S x + S 2 + S 3 ) 

ose 


© = — — — = 8 X + 83 + 83 (16) 

V 

Shohim se për dilatacion kubik kemi fituar shumën e tri dilatacioneve 
lineare. 

Ky rezultat nuk është i kufizuar vetëm për boshte kryesore, por 
vlen në përgjithësi. Në rastin e përgjithshëm dilatacioni kubik është i 
barabartë me shumën e elementeve të diagonales së tenzorit të defor- 
mimit. Pra, 

G — 8** + 8 yy + 8 ZZ (17) 

Saktësinë e këtij pohimi mund ta vërtetojmë kësisoji: Le të jenë kosi- 
riuset e kaheve të këndeve në mes të dy sistemeve të koordinatave të 
dhëna me skemën vijuese: 



X 

y 


x t 


& 

Tn 

X, 

a 2 


Ts 

X, 

a 3 


T 3 


me konditë që 

a 2 + + Yi 2 = 1 . . . dhe ai a 2 + + TiTa - 0 . . . 

Atëherë ekuacioni i eiipsoidit të deformimit transformohet kësisoji 

E SA 2 = I 8 iiaiX + %y + T^) 2 ' = • 

T i ■ 

= x* £ W + 2 / s I BiP^ + g* z SiYi* + 2*2/ I SiOSiPi + 

Kjo duhet të jetë identike me 

/ = Z xx X 2 + tyyV 2 + 8^ + 28 xyXV + 28 y&Z + 28 zx Sx 


Duke i krahasuar fitojmë: 



■MEKANIKA E TRjUPAVS ELASTIKË 


243 


s *» « 5i«i 2 + 5 2 a 2 2 + o 3 'a 3 2 h xy = + a 3 p 2 § 2 + « 3 g 3 5 s 

S Tf - + 5 afe a + Bags 2 5 yz = piYiSi + ft-Y 2 5 2 + p 3 Y 3 5 3 

5 ZZ = StYi 2 + 5 2 y/ + 6 3 y/ 5„ = Yi«i s i + Y«*A + Ya«A (18) 

Duke i mble&hur tri formulat e para fitojmë: 

6** + 5j,y + 5 2Z 5 j + 5 2 + B 3 
Kësbtu kemi treguar se vlen 

0 =* 8« + o yy + 5 ZZ 

Pra shprebja nuk varet nga sistemi i koordinatave dhe e quajmë gjur- 
më të matrieës së tenzorit. Për tenzor kjo paraqet një madhësi të pa- 
varur nga pozita e sistemit të koordinatave, pra është invariante e ten- 
zorit të shqyrtuar. 

Sipas (7) mund të shkruajmë: 

e = § xx + % vy + s zz = j*L + Lm + JK. = di v s 

dx dy dz 

Në këtë mënyrë dilatacionm vëllimor e kemi lidhur me vektorin e 

■ — ► 

zhvendosjes s 2 të deformimit. •' 


2. KUPTIMI FIZIK I ELEMENTEYE TE TENZORIT 
TË DEFORMIMIT 


Që të përcaktojmë kuptimin e elementeve të diagonales të men- 
dojmë në hoshtin x një gjatësi l me fillim në origjinë të koordinatave 
kurse mbarimi në vendin me abshisë x sikurse tregon fig. 53. Pas de- 
formimit pika fillestare zhvendoset për § 0 kurse ajo e mbarimit për 
Ç. Gjatësinë e re shënojmë me V. Zgjatja e saj relative është: 


l‘-l 

l x 


( 1 ) 




0 to 



x 


Fig. 53 


sepse nga figura është V = l + Ç - £ 0 dhe l = x. Nëse në formulën e pa- 
rë të (X.l.l) zëvendësojmë koordinatat e pikës P(x, O , O) fitojmë: 


prandaj është: 


5 = 5. + 

ar 



244 


Hmra mh piziKS *teorikp. 


kursenga (1) rrjedh 


iHL= JL=« 


dhe në mënyrë të ngjashme për %y dhe h zz . Pra elementet e diagonalës 
së tenzorit të deformimit janë të barabarta me zgjatjen relatiye të 
gjatësive të cilat qëndrojnë në kah të boshteve të koordinatave. Është 
e qartë se për shkurtim të gjatësisë elementi përkatës është negativ. 
Themi se këto komponente përcaktojnë dilatacionet në kah të boshteve 
të koordinatave. 

Që të përcaktojmë kuptimin e ele- 
menteve jodiagonal të mendojmë sipër- 
t , faqen e formës së katërkëndëshit i cili 

Y j » ____ — qëndron në rrafshin xy me njërin kulm 

/ në origjinë. Kulmet e këtij katërkëndë- 

j |fe/ 2 / shi i kemi shënuar me 0, 1,2 dhe 3 si- 

] / / kurse tregon fig. 54. Pas deformimit kul- 

j/ met e tij kalojnë në pikat 0% V, 2', 3'. 

Y Kjo nuk do të jetë më katërkëndësh, por 

d \ ështe deformuar në formë të romboidit. 

q\ “ ~i T*~ Gjatë deformimit këndi i drejt në 0 është 

shndërruar në kënd të ngushtë, Sikurse 
Pig« 54 shihet nga figura ai është zvogëluar për 

këndet Yi dhe Ta- Do t'i përcaktojmë këto kënde. Meqë kemi të bëjmë 
me kënde të vogla mund të shkruajmë: 


Yi = tg Yi 




Indekset pranë § dhe V tregojnë pikën për të cilën shqyrtohen. Kur 
të kryejmë pjesëtimin e thyesës në anën e djathtë fitojmë, 


vh -yio 
x+Z-%0 




+ 


Anëtarët në të cilët paraqitet prodhimi g dhe r\ nuk i përfillim, sepse 
janë madhësi të vogla të rendit të lartë. Na ngel: 

. „ vh 


Nga ekuacioni i dytë i sistemit (XXI) fitojmë për pikën l(x, Q, O) 


vh ~~n 

x 


dv 

dx 
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Yi ~ 


Pra 

dr) 
dx 

Në mënyrë të ngjashme do të kemi për, 

? -Ço 


r 2 ~ tg y 2 


y+m~~y}o 


ose 


r 2 : 


dy 


Duke i mbledhur (2) dhe (3) fitojmë: 

Ti + r 2 

ose 


+ 


dx 


dy 


& ~go 

y 


(3) 


(4) 


8*>> ~ — (ri + Yz) (5) 

2 

Sipas kësaj o xy është gjysma e këndit për të cilin ndërron këndi i drej- 
të në 0. Ky deformim me të cilin nga katërkëndëshi kënddrejtë fitojmë 
kënddpjerrët quhet prerje, prandaj elementet jodiagonale të tenzorit 
të deformimit masin deformimin e prerjes. 

Nga kjo që u cekideri tani shohim se çdo gjatësi në kah të bo- 
shteve të koordinatave e ndërron madhësinë e vet, kurse çdo figurë e 
cila qëndron në rrafshin e koordinatave i ndërron këndet e veta. Në 
përgjithësi deformimi përbëhet prej dilatacionit dhe prerjes, përveç në 
rastin kur boshtet e koordinatave i kanë kahet e boshteve kryesore të 
tenzorit të deformimit që paraqitet vetëm dilatacioni. 

3. TENSIONET 

Elementi i sipërfaqes në trup elastik pas deformimit zhvendoset 
nga vendi i vet. Në trup veprojnë forcat elastike të cilat tentojnë ta 
kthejnë në vendin e mëparshëm dhe 
t’i japin formën që ka pasur. Kë- 
to forca varen prej madhësisë së 
sipërfaqes në të cilën veprojnë, pra- 
ndaj gjithmonë i njehsojmë në një- 
si të sipërfaqes. Forcat të cilat vep- 
rojnë në njësi të sipërfaqes i quaj- 
më tensxone. Madhësia e tyre varet 
edhe prej pozitës së sipërfaqes në 
trup elastik. Nëse dëshirojmë të 
përcaktojmë gjendjen e tensioneve 
në ndonjë pikë, atëherë duhet të 
mendojmë në ate pikë elementin e 



Fig. 55 
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sipërfaqes të vendosur normal në kahe të boshtit x të sistemit të koor- 
dinatave. Tensioni i cili vepron në këte sipërfaqe a x , në rast të përgjith- 
shëm nuk do të jetë normal në të. Prandaj këte tension duhet ta zbër- 
thejmë në tri komponente në kahe të tri boshteve të sistemit. Do t’i 
shënojmë me o XXt o xy dhe a xz , sikurse është paraqitur në fig. 55. Pastaj 
marrim elementin tjefcër të sipërfaqes normaie në boshtin y dhe në 
të gjejmë tensionin përkatës a y të cilin prapë e zbërthejmë në kompo- 
nente a yx> a yy dhe a yz . Më në fimd elementi i sipërfaqes normale në bo- 
shtin z e ka tensionin o z me komponentet a zx> a zy dhe a zz . Në këfcë emër- 
tim indeksi i parë pranë simbolit tregon boshtin në të cilin elementi 
i sipërfaqes është normal, kurse indeksi i dyfcë kahun e komponentes. 
Sipas kësaj gjendja e tensionit në ndonjë pikë të trupdt elastik për- 
caktohefc me madhësinë a e cila i ka nëntë komponente të cilat mund 
t’i shkruajmë në formë të skemës katrore: 


O xx 

a xy 

a xz 

a y x 

a yy 

Oyz 

a zx 

a zy 

a zz f 


( 1 > 


Kjo madhësi quhet tenzor i tensionit. Do fcë tregojmë se ky tenzor 
është simetrik. 

Të mendojmë një element të vëllimit të trupit elastik me brinjë 
paralele me boshtefc e koordinatave gjafcësitë e të cilave janë Ax A y 
dhe A z. Do të paraqesim konditën e ekuilibrimit të këtij elementi ndaj 
rrotullimifc rreth boshtit z. Nga të gjitha komponentet e tensionit, rro- 
tullimin rreth boshtit z e shkaktojnë vetëm a xy dhe a yXf sikurse tregon 
fig. 56. Komponenta a xy vepron në forcë a xy &yAz dhe e ka momentin 

At A y 

a xy Ay • Ag. Tensioni a yx e ka momentin ~ — ~ a yx AxAz. Parashenja 

2 2 

minus tregon se ky moment i jep trupit kah negativ të rrotullimit. 
Kështu, kondita për rrotullim do të jetë: 

— <j X yAyAz - <s y AxAz = 0 
2 2 


ose 

a xy -a yx (2) 

Në mënyrë të ngjashme vërtetohefc edhe për a xz — dhe a yz a zy> prej 
të cilave kuptojmë se tenzori i tensionit është simetrik. 

Për këtë arsye edhe ky tenzor e ka elipsoidin tenzorial i cili quhet 
elipsoid i tensionit. Edhe në këtë rast mund të vendoset sistem i koor- 
dinatave i atillë që të përputhet me boshtet e elipsoidit. Atëherë, mat- 
rica e tenzorit ka formë diagonale me tri elemente a u a z dhe a 3 të cilat 
i quajmë tensione kryesore. 
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Me ndihmën e tenzorit te tensionit gjendja e tensionit në ndonjë 
vend në trup elastik është plotësisht e përeaktuar, sepse ky tenzor për- 
mban tensionet të cilët veprojnë në elemente të sipërfaqeve të cilat 
qëndrojnë normalë në njërin prej boshteve të koordinatave. Mund të 
pyesim: sa është tensioni i cili vepron në element të sipërfaqes e cila 
ka pozitë arbitrare? Që të përcaktojmë këtë të mendojmë eiementin 
e vëllimit të trupit elastik i cili e ka formën e tetraedrit me kulm në 

origjinë të koordinatav dhe bazë normale në vektorin unitar n, sikur- 
se tregon fig. 57. Në këtë sipërfaqe të pjerrët vepron tensioni a„ të ci- 
lin do ta përcaktojmë. Nëse kjo sipërfaqe është dS , atëherë në pozitë 
të ekuilibrimit forca a n dS duhet të jetë e barabartë me shumën e for- 
cave të cilat veprojnë në sipërfaqet tjera të tetraedrit: 

o n dS — c x dS x + c y dS y + o ' z dS z (3). 

Nëse i shënojmë me a, p dhe y këndet që mbyll vektorin n me boshtet 
e koordinatave atëherë do të kemi: 

ds x ~ dS cosa 

dS y = dS cosp 

dS z — dS cosy 

I zëvendësojmë në (3) dhe fitojmë: 

a„ ~ c x cosa + Q y cosp + a z cosy (4) 


ose në formë të zbërthyer: 
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a nx ~ o X x cosa + a yx cosp + a zx co.sy 

a ny = a xy cosa + a yy cosp + a zy cosy (5) 

o nz = a xz cosa + a yz cosg + a zz cosy 

Kështu përcaktohen tensionet të cilat veprojnë në sipërfaqe të orien- 
tuar në mënyrë arbitrare në hapësirë. 


Të supozojmë se trupi të cilin po e shqyrtojmë është izotrop, që 
do të thotë se vetitë fizike të tij në të gjitha kahet janë të njëjta. Li- 
dhjen në mes të tensionit dhe deformimit e shprehim me ndihmën e 
një serie potencash. Sikurse edhe më parë, edhe në këtë rast në seri 
nuk do t ’i përfillim anëtarët me shkallë më të lartë se anëtarët linearë, 
Atëherë, fitojmë për komponente të tensionit funksione lineare të ele- 
menteve të deformimit. Këtë fakt e shpreh ligji 1 Hukut i cili është 
vërtetuar për trupa elastikë përderisa nuk kalohet kufiri i caktuar. 
Bo të kufizphemi per tensione të cilat gjenden në këtë kufi. 

Të mendpjmë elementin e vëllimit paralel me boshtet kryesore. 
Në të veprpjrië vetëm tensionet kryesore a u a z dhe a 9 të cilat jane nor- 
malë në sipërfaqet kufitare të elementit. Për këtë arsye paraqitet vetëm 
dilatacioni i këtij elementi. Meqë deformimet e prerjes nuk paraqiten, 
kuptojmë se kcnii të bëjmë me elipsoid të deformimit të shndërruar 
në boshte ktyësorë. Nga kjo rrjedh se boshtet kryesore të elipsoidit të 
deformimit përputhen rne boshtet kryesore të elipsoidit të tensionit. 
Pra tensionet a u a 2 dhe cr s shkaktojnë vetëm dilatacionet kryesore o iP 
S 2 dhe S 3 . Meqë supozojmë se lidhja në mes tyre është lineare, mund të 
shkruajmë: 

aj = (2p + 'X) 8j + X8* + X8 3 (1) 

ku A dhe janë konstante. Përi8 2 dhe 8 3 janë shkruar të njëjtit koefi- 
cient, kurse për Sj. është marrë i formës tjetër si rezulfcat i veprimit të 
tensionit në kah të vet. 

Pormulën ( 1 ) mund ta shkruajmë edhe në formën 

Oi. = 2^Si + X'fSi + 8* + 8 3 ) (2) 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për dy tensionet tjera kryesore. 
Prandaj mund të shkruajmë në përgjithësi 


Gi = 2^,8; + X (Si + 8 2 + 8 3 ) i =1, 2^3 (3) 

Kshtë shumë lehtë të kryejmë transformimin për rastin kur elementi 
i vëllimit nuk është i orientuar paralel me kahet e boshteve kryesore. 
Sipas shprehjeve (X 1.18) kemi: 
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$xx = <Xi% + a 2 2 5 2 + a 3 2 5 3 
a x = ai a ai + + a 9 z a$ 

E shumëzojmë (3) me radhë me a { 2 dhe fitojmë: 

Qxx = 2^5^ + X ('ai 2 + a 2 z + a 3 2 ) (5 X + § 2 + 5 3 ) 
dhe me që vlen 

£ oci — 1 dhe 5i + 5 2 + 5 3 = d xx + 5 yy + b zz 

do të kemi: 

Vxx = 2[x5** + X (5 W + byy + 5 ZZ ) (4) 

dhe në mënyrë të ngjashme për a yy dhe a zz . 

Po ashtu nga formulat tjera të (X.l.18) kemi: 

b xy — ajpjSt + a 2 i3 a 5 2 + a$ z b 9 

o xy = aSA + a 2 j3 2 5 2 + a$ s 5 3 

Kur me radhë (3) shumëzohet me fitojmë: 

a xy — 2{i5 xy + X ((3^ + a 2 j3 2 + a 3 (3 3 ) (S t + 5 2 + 5 3 ) 

dhe meqë vlen 

fltojmë: 

a xy - 2\ib X y (5) 

dhe në mënyrë të ng jashme për komponentet tjera të tensxonit. 

Formulat (3) dhe (4) shprehin varshmërinë e tensioneve prej de- 
formimeve. Shpeshherë është e nevojshme t’i shprehim anasjelltas. 
Qe të fitojmë këtë do t’i mbledhim të gjitha formulat (3). Fitojmë: 

a xx + a yy + a zz — (2{x + 3X) (5** + 5 yy + 5 ZZ ) 

dhe nga (4) 

5. w = a xx — “~rr“ (.®xx + Qyy + o zz ) (6) 

2[x [ 2[t+3X 

dhe në mënyrë të ngjashme 
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Nga (5) kemi: 


1 

2^ 


( 7 ) 


dhe në mënyrë të ngjashme. 

Sikurse 1 shohim në këto formula paraqiten dy konstante X dhe 
të cilat janë specifike për mjedis elastik. I quajmë konstante të La- 
mes për elasticitet. Meqë këto muk kanë kuptim të caktuar fizik ne 
vend të tyre do të paraqesim dy konstante tjera të cilat definohen 
nga të dhënat eksperimentale, në këtë mënyrë. 

Të mendojmë thuprën e cila nga njëra anë është e përforcuar 
kurse në anën tjetër vepron forca e cila e zgjatë. Atëherë tensioni 
është: 


F 

a = — ’• 

S 

ku me S e kemi shënuar sipërfaqen e prerjes së thuprës. Meqë ky ve- 
tëm e zgjatë thuprën, njëkohësisht paraqet tension kryesor. Zgjafcja 
kryesore e thuprës është: 


8 = 

l 

ku l është gjatësia fillestare,kurse A l zgjatja. Herësi 

— = E (8) 

S 

është konstant dhe quhet modul i elasticitefcit ose modul i Jangut. Kjo 
madhësi përcaktohet eksperimentalisht dhe për çdo material e gjejmë 
në tabela të konstanteve specifike. 

'Zgjatjem e thuprës gjithmonë e përcjell edhe ngushtimi i prerjes 
tërthore. Herësi në mes të izvogëlimit të prerjes 5' dhe zgjatjes së gja- 
tësisë 5 



<9> 


paraqet një konstante tjetër specifike për material dhe quhet kon- 
stant e Puasonit. Me ndihmën e saj përcaktohet ngushtimi tërthor: 

8' =- v8=- — a (10) 

E 
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Nese në vend të tensionit norxnal vepron 
forca tangjentore T sikurse në fig. 58, atë- 
herë tensioni tangjentor x = T/S shkakton 
deformimin e prerjes, Madhësinë e kësaj 
prerje e përcaktojmë me këndin y për të 
cilin zvogëlohet këndi i drejtë. Marrëdhënia 

— =G (11) 

X 



t 

/ 

/ 


j L \L 


T 


Fig. 58 


është konstante dhe quhet modul i prerjes. 

Në vazhdim do të gjejmë lidhjen në mes të konstanteve elastike; 
eksperimentale dhe atyre teorike. Kjo më së lehti arrihet nga (11). 
Nëse në trup elastik e vendosim sistemin e koordinateve kështu që 
boshti x e ka kahun e gjatësisë së tij atëherë komponenta tangjentore 
e tensionit është: 


X O x y 

Pastaj e dijmë nga (X.2.5) se y të cilin atje e kemi shënuar me 
është i barabartë me 2o xy , kështu që vlen 


■2sl. =g 

25 xy 

kursenga (5) 

0 X y ~ 

që tregon se 

jx == G (12) 

Pra koeficienti \i është identik me modulin e prerjes. 

Që të përcaktojmë lidhjet me konstante tjera të mendojmë ele- 
mentin e vëllimit me brinjë paralele me boshtet e koordinatave në 
të cilin veprojnë tensionet kryesore a u a 2 , a 3 . Defonnimi o x është re- 
zultat i zgjatjes nga a x dhe shkurtimit nga a 2 dhe a 3 . Sipas formmuleve^ 
(8) dhe (9) 


5 « - JL (a 2 + a 3 ) = -iiL- a, - — (a x + a 2 + a 3 ) 

E E E E 

apo në rast të'përgjithshëm 



(13> 


Z = a t + a 2 + a 3 


(14> 
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Duke i mbledhur këto shprehje fitojmë: 

A ' l~2v V"1 E 

E Z_j Z i l—2v 

kurse zëvendësimi në (13) na jep 


Oi = 


E 

1+v 


5i + 


v 

1 + 2v 



(15) 


Shprehja e fundit duhet të jetë identike me: (2). Duke i krahasuar 
fitojmë: 


2|x 


E 

1 + v ' 


X = 


vE 

(I+v) (l-2v) 


(16) 


Në këtë mënyrë koeficientët e Lames 1 kemi shprehur me ndihmën e 
modulit të elasticitetit dhe konstantes së Puasonit. 


5. E&UACIONI I LEVIZJES SË TRUPIT ELASTIK 

Të mendojmë në trup elastik elementin e vëllimit me brinjë para- 
lele me boshtet e koordinatave, Ekuacioni i lëvizjes së këtij elementi 
është: 


= ^ (i) 

Këtu me p e kemi shënuar dendësinë, me s zhvendosjen, kurse në 
anën e djathtë gjendet shuma e të gjitha forcave të cilat veprojnë në 
këtë element, kështu që çdonjëra ka të bëjë me njësi të vëllimit. Për 
këtë arsye në anën e majtë e kemi shënuar masën e ! njësisë së vëllimit. 
Në element të shqyrtuar veprojnë tensionet elastike dhe forcat e jasht- 
me. Do të përcaktojmë komponenten x të këtyre forcave. Në sipërfa- 

qen normale ndaj boshtit x vepron 
tensioni a xx i cili jep formën a xx dy dz, 
sepse dy dz paraqet madhësinë e si- 
përfaqes së shqyrtuar. Në sipërfaqen 
e majtë të elementit të vëllimit, si- 
kurse shihet nga fig. 59 kjo forcë është 
negative 

— <?**(£) dy dz 

kurse në anën e djathtë kjo forcë është 



a xx {x + dx) dy dz 
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Vlerën e tensionit në vendin me abshizë x + dx e përcaktojmë me se- 
rihë e Tejlorit 


O xx (X + dX) ■= GjcxiX) + ■— sl d x 

dx 

Kur Vi mbledhim kontributet e të dy sipërfaqeve fitojmë: 


( 2 ) 




dx dy dz 


Në mënyrë të ngjashme fitohen x-komponentet e forcës të cilat vep- 
rojnë në sipërfaqet e elementit që janë normal në boshtin y, 


d<Oyx 

dy 


dy dx dz 


kurse ato të cilat veprojnë në sipërfaqe normale të boshtit z 

3cr z . 


dz 


dx dy dz 


Pra tensionet e x-komponentes kontribuojnë me forcën: 


dGxx 

dx 


+ 


d&y. 


dy 


+ 


dGyc 

62 


dx dy dz 


Pasi që forcat i njehsojmë në njësi të vëllimit, këtë duhet pjesëtuar me 
dx dy dz. Kur tl shtojmë edhe a:-komponenten e forcave të jashtme 
fitojmë: 


I F<, 


d g * « + d g r* + d g “ + Fx 
dx 'dy de 


(3) 


Në vend të elementeve të tenisonit 0& do të paraqesim elementet e^ 
deformimit sipas (X.4.4 dhe 5). Do të kemi: 


X Fix ” 2 IX 


i 3© _i_ n .. dOyx t n .. 


+ X 


+ 2{x 


dx dx dy 

I zëvendësojmë për 5 tVc vlerat nga (X.1.7) 


+ 2|x 


62 


+ F, 


I *V= 2(i iS. + X + 


dx 2 


dX 


l dt 


* + 


dy z dxdyf 


r #L + il + *£ 

,dx* dy z dz 2 


+ X^+,x^ 


dx 


M. 

6o: \ 


a 2 ç + 

*L) 

+ F* 

62 2 

dxdzl 


4- M. 

+ ii.) 

[ +F* 

dy 

62 y 
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Sipas (XI. 19) shprehja në kllapën e fundit është e barabartë me © 
kurse në kllapën e parë gjendet shprehja e operatorit të Laplasit. 
Mund të shkruajmë shkurtimisht: 

x F ix = itAÇ +a+ (X) — + F x 

dx 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për komponentet fcjera të for- 
mës. Të gjitha i shkruajmë në formë vektoriale: 

£ Fi = {X A s + (X + |_t) grctd © + F 

E dijmë nga (X.1.19) se © = div s dhe kur të gjitha i zëvendësojmë në 
■ ; (1) fitojmë ekuacionin e lëvizjes: 

p = A s + (X + [a) grad div s + F (4) 

dt 2 

Kondifcën për ekuilibrim fcë trupifc elastik e fitojmë kur zëvendësojmë 
d 2 s/dt 2 = 0, sepse atëherë fcrupi gjendefc në qetësi. Kjo konditë është: 

ji A s + (X + |a) grad 0 + F = 0 (5) 

Kështu kemi fituar ekuacionin themelor të statikës së trupit elastik. 


6. PËR&ULJA E THUFRËS ELASTIKE 

Le të jetë e përforcuar në njërin skaj thupra me gjatësi l dhe 
prerje tërthore konstante. Në pjesën e lirë të saj le fcë veprojë forca F 
në kah normal të gjatësisë. Nga veprimi i kësaj force thupra do të 
përkulet. 

Teorinë e përkuljes së thuprës elastike e ka paraqitur Bernuli, 


të cilën do ta paraqesim. 



Të mendojmë se thuprën 
mund ta ndajmë në shtresa shu- 
më të holla me rrafshe paralele. 
Para veprimifc fcë forcës shtresat 
janë të rrafshta dhe njësoj të gja- 
ta. Kur vepron forca, thupra për- 
kulet, së bashku me të edhe shtre- 
sat, por edhe gjatësitë e tyre 
ndryshojnë. Në thupër ekziston 
një shtresë e cila vefcëm përkulet, 
por gjatë kësaj e ruan gjatësinë 
e mëparshme. Këtë shtresë e qu- 
ajmë shtresë neutrale. Nga fig. 
60 shohim se të gjitha shtresat 
mbi shtresën neutrale janë zgja- 
tur, kurse ato nën të janë shkur- 
tuar. Pra, derisa shtresat e larta 
janë deformuar me zgjatje ato 
të ulëta deformohen me shkur- 
tim. Këto deformime janë më të 
mëdha sa më larg gjenden shtre- 
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sat nga shtresa neutrale. Do të vendosim hoshtin f . P er . se te 

thuprës së padeformuar, kurse normal ndaj gjatë&i se ne rratsnm e 
përkuljes boshtin z sikurse tregon figura, _ 

Do të marrim në shtresën neutrale një gjatësi 
të shikojmë prerjen tërthore të thuprës në skaje të Para detormi- 

mit prer jet janë paralele, por në thuprën e përkxsL^- ur do te mpyiim 
një kënd të vogël dcp, kurse rrafshet e prerjes tërthc^re pphen ne den- 
dër të përkulshmërisë S të shtresës neutrale. Rrezjasu- e perkulsnmense 
së kësaj shtrese në vendin e shikuar është p, kurse* gjatesia e narxur 
pdcp. Nëse shqyrtojmë ndonjë shtresë tjetër të largussa* 1 per z H^sntre- 
sa neutrale, atëherë gjatësia e harkut të saj ështe + acp. rranaaj 
ndryshimi i gjatësive të këtyre dy shtresave është: 

(p +2)dcp — prify = sdcp 

që të fitojmë deformimin relativ duhet ta pjesëtojncxë me gjatësinë fi- 
llestare dx. Pitojmë: 

5 = g ^ ( 1 ) 
dx 

Meqë eshtë: 

dx = pdq? 

fitojmë: 


dcp _ 
dx p 

Prandaj deformimi relativ është: 

5 = — <2) 

P 

Pjesen e forcës e cila vepron në elementin e shq5^ rtuar ^ thuprës e 
shënojmë me df, kurse për tension do të kemi: 

(3) 

dydz 

Sipas formulës (X.4.8) kemi: 

df JL 

dy dz P 




— zdzdy 
9 


ose 
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Për të fituar tërë forcën duhet të integrojmë nëpër tërë sipërfaqeh 




E 

9 


zdz dy 


( 4 ) 


Në gjendje ekuilibrimi kjo forcë duhet të jetë e barabartë me zero. 

ffzdzdy^ 0 (5) 

Në anen e majtë gjendet shprehja për përcaktimin e ^komponentes 
se rendimit te prerjes së thuprës. Meqë z = Q përcakton shtresëh neut- 
rale, rrjedh përfundimi se shtresa neutrale e thuprës gjithmonë kalon 
nepër qendër të rëndimit të prerjes së saj. Kështu e kemi përcaktuar 
poziten e shtresës neutrale. Pra kur thupra e ka prerjen e formës së 
katerkendëshit, atëherë shtresa neutrale kalon nëpër pikën e prerjes 
së diagonaieve, kurse kur e ka formën e rrethit atëherë kaion nëpër 
qendër te tij. 

Forcat elastike tentojnë ta drejtojnë thuprën. Pra tentojnë ta rro- 
tullojnë prerjen e thuprës rreth një boshti i cili është paralel me bo- 
shtxn y. Prandaj forcat elastike e japin një moment intensiteti i së cilit 
është: 


I M\ — f zdf — 


E 


z 2 dy dz 


( 6 ) 


Integrali në këtë shprehje na përkujton integralin për njehsimin e mo- 
mentit të inercionit. Ndryshon prej tij vetëm pse nuk figuron masa. 
Do ta quajmë moment sipërfaqësor i dnercionit dhe e shkruajmë: 


3 = / / z 2 dy dz 

Duke shfrytëzuar këtë shënim (6) merr formën 


\M\ 


E 


( 7 ) 


( 8 ) 


Momenti sipërfaqësor i inercionit të prerjes së thuprës varet prej for- 
mës së saj, Për prerje të formës katërkëndëshi me gjerësi a dhe lartësi 
b me integrim fitojmë: 


J- 


12 


( 9 ) 


kurse për prerje rrethore me rreze R fitohet: 


J = 


4 


( 10 ) 
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Momenti i rrotullimit të sipërfaqes së prerjes së thuprës, është rezul- 
tat i momentit të forcës F e cila vepron në skaj të thuprës. Nëse ele- 
menti i shikuar e ka abshisën x, atëherë nga fundi i thuprës është i 
larguar për l - x, prandaj forca F në këtë prerje vepron me momentin 

M = F(l - x) ( 11 ) 

E barazojmë me (8) dhe fitojmë: 


=F(l-x) (12) 

P 

Me ndihmën e kësaj shprehje do të përcaktojmë ekuacionin e shtresës 
neutrale të thuprës së përkulur. Meqë përkulja është relativisht e vo- 
gëi mund të përafrojmë kësisoji 


.L LL 

p dx z 


(13) 


Parashenja minus duhet shkruar ngase pjesa konkave e shtresës neut- 
rale është e kthyer në kah negativ të boshtit z. 

Pasi të zëvendësojmë (13) në (12) fitojmë ekuacionin diferencial 
të përkuljes së shtresës neutrale: 


cPz JF_ 
dx 2 ~~ E J 


a-x) 


(14) 


E integrojmë: 

dz F , x 2 , „ 

~ l x f Cj 

dx E J 2 

dhë për së dyti: 

F ( r 2 t 3 \ 

8= -i7( ! ?-7) +c ' I + c ‘ (15 > 

Meqë vlen: për x = 0, z = 0, 2 ' = 0, atëherë C x = 0 dhe C 2 = 0 atëherë 
në (15) ngel: 


F i lx z ___ a? 
EJ l 2 6 


(16) 


Shohim se shtresa neutrale përkulet në formë të parabolës kubike. 
Nëse dëshirojmë të dijmë për sa është lëshuar krahu i lirë i thuprës, 
atëherë në (16) duhet zëvendësuar x = l. Fitojmë: 
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2i=- 


F 


PJ 3 


(17) 


Pra, për thupër me prerje tërthore të formës katërkëndëshi, krahu i 
lirë zhvendoset për gjatësi të shprehur me (17). Te thuprat me prerje 
tërthore rrethore kjo madhësi është proporcionalisht e zhdrejtë me 
shkallën e katërt të rrezes rrethore. 


7. PgRBREDHJA E CHjXNDRIT RRETHOR 

Të mendojmë cilindrin rrethor me lartësi l dhe rreze të prerjes 
tërthore R. Supozojmë se njëra bazë e tij është e perforcuar, kurse 
në tjetrën vepron një moment rrotuilues M i cili e rrotullon për një 
kënd rreth boshtit të cilindrit. Cilindri do të deformohet në atë 
menyrë që shtresat e veçuara të tij rrotullohen ndaj shtresave fqinjë 
për një kënd të vogël. Nga kjo, drejtimet në mbështjellës deformohen 
në formë spiraleje. Deformimi i këtillë quhet përdredhje e cilindrit. 
Të cekim se me përdredhje janë të ngarkuara të gjitha boshtet, kur 
ndonjë moment rrotullues i rrotullon rreth boshteve të tyre gjeomet- 
rike. 

Do të shfrytëzojmë sistemin e ko- 
ordinatave cilindrike me bosht i cili 
qëndront në bosht të cilindrit. Në kë- 
të sistem zhvendosjet e përdredhjes 
paraqiten vetëm në kah të ndërrimit 
të koordinatës cpPrandaj mund të 
shkruajmë: 

$r-0, S 2 = 0 (1) 

Nga fig. 61 shohim se vlen 

scp = (2) 

r Kalojmë në koordinata kënddrejta të 
cilat janë të lidhura me koordinatat 
cilindrike me formulat 

x — r cosy 

y = rsin<? (3) 

2 — 2 

Nga figura shohim se 



-- sincp =- sincp 


kurse nga (3) 
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Ç=- tyv 

Ne mënyrë të ngjashme fitojmë: 

Tj~S coscp — r<|> cosq? 
ose 

7} — tyx 

dhe 

Ç-s z = 0 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


Pasi i kemi gjetur zhvendosjet, lehtë mund t’i përcaktojmë elementet 
e tenzorit të deformimit. Nga (X.1.7) kemi: 


8« ~ 


JL 

2 



JL 

= 0 

8 w =-^=0 

8 ZZ 

= M. 

— 0 



dx 


3 y 

ds 



5 x y = 

-M 

3Ç 

+ •■?■) =0 




(7) 


2 \ 

dy 

dx/ 




M- + 

ar 

)- 

-J£.i+ 5 = 

1 

f*L + 

M\ s 

_ x 34* 

dz 

dx , 

f 

2 9 z’ ” 

2 

\ ds 

dyf 

2 dz 


Tani do t'i përcaktojmë elementet e tenzorit të tensionit. Sipas for- 
mulave (X.4.4 dhe 5) rrjedh: 

0 


<y* 


Jyy 


2[ib 


J xy 


’xzf Vyz 


2\l$yz 


( 8 ) 


Shkruajmë: 


dhe zëvendësojmë në (7) 





Gy 


Qyz '~™ GrJ) 


dz 

d<p 

dz 


(9) 


Peshën e cihndrit nuk do ta marrim në konsiderim, sepse nuk ka 
ndikdm të theksuar. Për këtë arsye në formulat (X.5.3) në anën e dja- 
thtë nuk vijnë në shprehje komponentet e forcave të jashtme. Nëse 
dëshirojmë të paraqesim konditat e ekuilibrimit, atëherë shuma e të 
gjitha forcave duhet të jetë e toarabartë me zero, prandaj toien edhe 
anëtarët në anën e majtë të tyre. Mbetet: 


17° 
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+ 

dOyx 

+ 

dCfye 

“ 0 

dx 

dy 

dz " 

dQxy 

+ 

dOyy 

+ 

3cy ZJ1 

— 0 

dx 

dy 

ds 

d<3xz 

+ 

3 Gyz 

+ 

dGzz 

= 0 

dx 


9 V 


32 



Pasi t'i zëvendësojmë vlerat nga (8) dhe (9) fitojmë ekuacionet: 


-Gy 

a 2 4 

dz 2 

— 0 

Gx 

3N». 

dz 2 

= 0 


+ Gx 


3x32 


32/92! 


( 10 ) 


Dy ekuacionet e para japin: 


as 2 


ose 


■—¥- =a-const. (11) 

'ds 

Kjo shprehje tregon se këndi c]> ndërron me shpejtësi konstante me lar- 
tësinë. Me (11) edhe ektuacioni i tretë i (10) njëkohësisht është i kë~ 
naqur. Kur të zëvendësojmë në (9) shprehjen (11) fitojmë tensionet 


a xz — Gy a 
o yz — Gxa 


( 12 ) 


Do të marrim në çfarëdo prerje të cilindrit elementin e sipërfaqes: 


dS — rdr d<ç 

Në këtë element tensionet veprojnë me komponente të forcës 


dF x - o xz dS =- Gyar drdy 
dF y = o yz dS - G x a r dr d<ç 


(13) 
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Kjo forcë shkakton një moment rrotullimi rreth boshtit të cilindrit, 
komponentja e të cilit është: 

d M z ~ x dF y — ydF x 

kurse me ndihmën e (13): 

d M z — G a r dr dy (x z 4* y z ) — G a r 3 dr dy ( 14) 

Që të fitojmë tërë momentin duhet (14) ta integrojmë nëpër sipërfaqe 
të prer jes rrethore 


R 2lt 


M z = Ga 


r 3 drdç — 2nGa 


o o 


K. 

4 


M z = -i- Ga%E 4 
2 


(15) 


K përcatktojmë këtë moment për sipërfaqen e sipërme të cilindrit. 
Supozojmë se nga përdredhja kjo është rrotulluar për këndin cjv Nga 
(11) mund të shkruajmë: 

l 

kurse nga (15) fitojmë: 

M z = (16) 

2 l 

Ky moment i rrotullimit ekuilibrohet me momentin M të forcës e cila 
e shkakton përdredhjen. 

Nga (16) fitojmë këndin e rrotullimit të bazës së lirë të cilindrit 


f - 

' ’ ~GnB< 


(17) 


Shohim se ky kënd është proporcional me gjatësinë e cilindrit dhe të 
momentit që e shkakton përdredhjen dhe proporcional i zhdrejtë me 
shkallën e katërt të rrezes së cilindrit. 


8. OSHILIMET E TRIJPAVE ELASTIKË 

Trupat elastikë mund tl kryejnë tri lloje të lëvizjeve oshiluese. 
Këto janë oshilimet të cilat paraqiten për shkak të zgjatjes së trupit, 
oshilimet nga përdredhja dhe oshilimet të cilat paraqiten nga përkulja 
e trupit. Do të shqyrtojmë çdonjërën prej tyre. 
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a) OsMlimet e zgjatjes 

Le të kemi një thupër vertikale nga materiali elastik të përforcuar 
në njërin skaj, kurse në tjetrin është e varur masa m. Nga pesha e 
kësaj mase thupra do të zgjatet, kurse kjo do të gjendet në pozitën e 
vet ekuilibruese. Nëse këtë masë e zhvendosim te lart apo teposhtë 
dhe e lëshojmë të lëvizë, sikurse do të shohim trupi do të oshilojë. 

Origjinën e sistemit koordinat e vendosim në skajin e lartë të 
thuprës me boshtin 2 në kah të gjatësisë së kthyer teposhtë. E dijmë 
se zgjatja relative e thuprës është e lidhur me tensionin sipas shprej- 
hjes: 


8 = 


a 

E 


( 1 ) 


ku: E është moduli i elasticitetit të materialit. Le të jetë gjatësia e 
thuprës l. Nëse z është gjatësia e thuprës së ngarkuar, atëherë 


l 

E shënojmë me F forcën e cila vepron në skajin e lirë të thuprës, kur 
se me S sipërfaçten e prerjes tërthore të saj. Për tension do të kemi 


a 


F 

S 


(3) 


Për forcë e cila vepron duhet të merret pesha e trupit të varur, por 
nëse trupi lëviz duhet shtuar edhe forcën inerciale — m z. Pra, 


F = mg - m z 

Nga (1), (3) dhe (4) fitojmë: 


z~l _ m g~rn z 
l ES 

Paraqesim zëvendësimin 


z — u + l + 


m g l 
ES 


kurse (5) merr formën: 



l 


mg m g m u_ 

ES ES E S 


(4) 


(5) 


( 6 ) 
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ose 


•• , E S 

U 4 - u — 0 

m l 


Me shkurtim shënimi: 


(7) 




ES 
m l 


( 8 ) 


(7) halon në 


u + u> z u = 0 ( 9 ) 

Ky është ekuacxoni diferencial i oshilimeve harmonike, zgjidhja e të 
cilit na është e njohur. Shkruajmë: 


u — A sin («£ + cp) (10) 

Kur e zëvendësojmë në (6) fitojmë: 


z — l 4* +Asin(wf + (p) ( 11 ) 

E S 

Kjo shprehje tregon se skaji i thuprës me koordinatë z ndërron në 
mënyrë oshiluese rreth gjatësisë: 


Zo £ 


mgl 

ES 


( 12 ) 


Kjo gjatësi i përgjigjet pozitës ekuilibruese të oshilimeve dhe përhëhefc 
prej gjatësisë l dhe zgjafcjes së saj nga ngarkesa. 

Frekuencën e oshilimeve e gjejmë nga (8) 



(13) 


Kjo tregon se frekuenca është proporcionale me rrënjën e sipërfaqes 
së prerjes së thuprës dhe të modulit të elasticitetit, por proporcionale 
e zhdrejtë me rrënjën e gjatësisë dhe masës së varur në të. 


b) Oshilimet e përdredhjes 

Teli i hollë cilindrik me gjatësi l dhe rreze R le të jetë i varur në 
njërin skaj, kurse në skajin tjetër të tij vepron një moment rrotullimi 
M. Rrotullimi kryhet në rrafshin e prerjes së tij. Këtë kënd e shë- 
nojmë me <[>. 
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Nga lëvizja rrotulluese e trupit të ngurtë kemi: 

M=-j‘4 (14) 


ku: J është momenti i inercionit. Kemi treguar në (X.7.17) se për kënd 
të përdredhjes fitohet formula: 


2 M l 
G%R* 


(15) 


ku: G është moduli i përdredhjes së materialit të telit. E zëvendës- 
sojmë (14) në (15) dhe fitojmë: 


ose 


$ + 


G % R* 
2 J l 


(jj = 0 


(16) 


Duke zëvendësuar konstantën para ndryshores me co 2 , (16) merr 
formën: 


or 


G%R 4 
2 Jl 


(17) 


$ + co 2 - o 


(18) 


Edhe ky është i njëjti ekuacion sikurse më parë, prandaj zgjidhja e 
tij është: 

= 4» 0 sin (wf + 5) (19) 

Skaji i poshtëm i telit rrotullohet këndej-andej rreth pozitës ekuilib- 
mese duke kryer oshilime harmonike. Këto oshilime janë rezultat i 
përdredhjes së telifc. Frekuenca e fcyre përcaktohet nga (17) 


v 


BT\[ Gn 
2 Jl 


( 20 ) 


Shohim se frekuenca është proporcionale me kafcrorin e rrezes së telit, 
por proprocionale e zhdrejtë me rrënjën katrore të gjatësisë së telit 
dhe momentit të inercionit. 
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c) Osliaimet e përknljes 

Le të jetë njëri skaj i thuprës i përforcuar, kurse tjetri i ngarkuar 
me një masë m. Nëse e përkulim atë, e pastaj e lëshojmë, atëherë skaji 
i lirë <io të kryejë lëvizje oshiluese. 

Sipas formulës (X.6.17) skaji i lirë i thuprës përkulet për gjatësinë: 


EJ 3 


këtu me J kemi shënuar momentin e inercionit të prerjes së thuprës. 
Nëse kjo ka formë katërkëndëshi, atëherë: 


j - 


ah 3 

12 


( 22 ) 


Për forcë duhet të marrim forcën inerciale e cila ekziston nga lëvizja 
e masës e cila është e përforcuar në skajin e lirë të thuprës. Pra, 

F =— 77i z (23) 


Zëvendësojmë në (21) 




(24) 


Duk shfrytëzuar (22) për thupër me prerje tërthore katërkëndëshi fi- 
tojmë ekuacionin e lëvizjes: 


z + 


E ab 3 
4 m Z 3 


2 = 0 


(25) 


Ky kalon në ekuacion të oshxlimeve harmonike, nëse për konstante 
shënojmë: 


w 2 = 


Eab* 

4ml 3 


(26) 


Zgjidhja e ekuacionit 


z + (o 2 z = 0 


(27) 


është: 


g = z 0 sin + 8) (28) 

dhe tregon se lartësia e skajit të lirë të thuprës ndërron në mënyrë 
oshiluese. Frekuenca e lëkundjeve përcaktohet nga (26) dhe e ka 
vlerën: 
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& f E ab 
4tc l \ ml 


( 29 ) 


Në fimd duhet cekur se perioda përkatësisht frekuenca e oshilimeve 
mund të matet mjaft lehtë. Kësisoji formulat e fituara mund t'i shfry- 
tëzojmë për përcaktimin e modulit të elasticitetit d.m.th. modulin e 
përdredhjes së disa materialeve. 


9. VALET E KRAFSHTA NË MJEDIS PA MBARIM ELASTIK 


Ekuacioni i lëvizjes së trupit elastik (X.5.4) thjeshtësohet mjaft 
nëse supozojmë se në të nuk veprojnë forcat e; jashtme. Prandaj do të 

supozojmë se F — 0 dhe se zhvendosja s varet vetëm prej ndryshores 
x. Për komponente të zhvendosjes fitojmë këto ekuacione: 


3 2 H 

P i^ (2tt+X) 


dx 2 


p 


a 2 ^ 

dt* 



(i) 


p 


a!i 

df 



Këto janë ekuacionet e valëve të rrafshta të cilat përhapen në kah të x. 
Kjo do të thotë se një turbullirë në mjedis elastik përhapet nëpër të 
në formë të valëve. 

Meqë x paraqet kahun e valëve, duhet të dallojmë dy lloje valësh: 
longitudionale me zhvendosjen § dhe transverzale me zhvendosjet t? 
dhe ç. Sipas formulës së përgjithshme për valë të rrafshta, koeficienti 
përpara d 2 / dx z është i barabartë me katrorin e shpejtësisë së përhapjes 
së valëve. Nga formulat tona për valë longitudionale kemi këtë shpej- 
tësi: 


Ci = 



2;x+X 

P 


kurse nga (X.4.16) kemi: 


2{x + X — + 

1+v 


Ev 

(1+v) (l-2v) 


E( 1-v) 
(1+v) (l~~2v) 


Prandaj 


]/_ mizyL 

y pd+v) ( 1 — 2v) 


( 2 ) 
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Për shpejtësi të valëve transverzale fitojmë formulën: 



dhe pasi të zëvendësojmë vlerën e \x do të kemi për shpejtësi të për- 
hapjes 

C,= I/ 1 (3> 

V 2p(l+v) 

Këto rezultate tregojnë se vaiët longitudionale dhe transverzale nuk 
përhapen me të njëjtën shpejtësi në mjedis elastik. Te valët e terme- 
teve më shpejt përhapen valët longitudionale se transverzale, prandaj 
edhe më përpara arrijnë deri te aparati i matjes. Nga ndryshimi i 
këtyre shpejtësive mund të caktohen vetitë elastike të korës së Tokës. 

Njehsimet tona vlejnë vetëm për mjedise të pakufizuara. Sikur 
mjedisi të ishte i kufizuar atëherë duhet marrë në konsiderim edhe 
konditat kufitare. 

Në rast se trupi elastik e ka formën e thuprës së hollë dhe është 
mjaft i gjatë, ashtu që dimensionet tërthore janë të vola në krahasim 
me këtë gjatësi, shkurtimi i prerjes tërthore te valët longitudionale 
mund të mos përfillet. Atëherë v = 0, kurse shprehja (2) thjeshtëso- 
het në 



E dijmë se valët e tingullit paraqesin valë longitudionale, prandaj 
shprehja e fundit paraqet shpejtësinë e përhapjes së valëve të tingu- 
llit në thupër elastike. 



1. EKUACIONI THEMELOK I HIDKOSTATIKËS 


Në fizikën teorike me emrin fluid kuptojmë edhe lëngjet edhe ga- 
:zet, sepse ligjet mekanike për këto dy gjendje agregate janë të njëjtë. 
Ndryshimi paraqitet vetëm në ndrydhshmërinë e tyre. Përderisa lëngjet 
shprehin rezistencë të madhe ndaj zvogëlimit të vëllimit të vet, gazet 
tregojnë ngjeshje mjaft të madhe, pra vëllimi i tyre mund të zvogë- 
lohet mjaft. Ne do të shqyrtojmë në kuadër të hidromekanikës së 
bashku edhe mekanikën e lëngjeve edhe mekanikën e gazeve. Vetëm 
te ato dukuri ku ekzistojnë dallime të theksuara si të tilla do t’i shqyr- 
tojmë veçmas. 

Së pari do të përqëndrojmë vëmendjen në statikën e fluideve, pra 
të fluideve të cilat janë në qetësi ndaj enëve në të ciiat gjenden. 

Në fluide ekzistojnë dy lloje të forcave. Të parat veprojnë në vë- 
llirn të fluidit, kurse të dytat në sipërfaqen e tij. 

Porcat të cilat veprojnë në vëllim të fluidit do t’i shprehim si for- 

ca në njësi të vëllimit /. Meqë forca ndërron nga vendi në vend, do ta 
ndajmë vëllimin në elemente shumë të vogla dx. Në një element të kë- 
tillë vepron forca / • dx. Që të fitojmë forcën e cila vepron në tërë vë- 
llimin, duhet tl mbledhim kontributet për forcë nga të gjitha elemen- 

tet. Fitojmë integralin vëllimor / / * dr. 

Forcat të cilat veprojnë në sipërfaqe të fluidit i quajmë presione. 
Si presion definohet forca e cila vepron në njësi të sipërfaqes. Do ta 
shënojmë me p. Edhe kjo forcë varet funksionalisht nga vendi i vep- 
rimit, prandaj sipërfaqen e ndajmë në elemente të vogla të saj dS. 

Në një element të këtillë të sipërfaqes vepron forca — p.dS. Këtu du- 
het shënuar parashenjën minus, sepse si kah pozitiv të normales në 
sipërfaqe e marrim kahun nga jashtë, kurse presioni vepron në kah 
të kundërt. Që të fitojmë tërë forcën e cila vepron në sipërfaqe, duhet 
të integrojmë nëpër tërë sipërfaqen e fluidit, Fitojme integralin 
- § p dS, 

Meqë forca tjera nuk ka, kurse për ekuilibrim duhet që shuma e 
të gjitha forcave të jetë e barabartë me zero, do të kemi: 

f7 dx- §p d£=0 

Tntegralin sipërfaqësor e shndërrojmë në integral vëllimor duke shfry- 
tëzuar teoremën e Gausit 
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<f pdS ~ f gradp d% 

Prandaj 

/ (f-gradp)dx^O 

Që .të jetë e kënaqur për të gjitha forcat, funksioni nën integral duhet 
të jetë i barabartë rae zero 


f-gradp — 0 (1) 

Ky është ekuacioni theraelor diferencial i hidrostatikës dhe jep raun- 
dësi që nga shpërndarja e njohur e forcave të jashtme të përcaktojmë 
shpëmdarjen e presioneve* 


2. PRESIONI HIDROSTATIK 
a) Digji i presionit hidrostatik 

Të supozojraë se fluidi është në ekuilibrim nën veprimin e peshës: 

së vet. Atëherë si forcë e jashtrae / paraqitet pesha e njësisë së vëlli- 
mit. Masën e njësisë së vëllimit e shënojraë rae p dhe kur ta shumë- 

— > 

zojmë me nxitimin e rëndirait tokësor g fitojrnë peshën. Do të shfry- 
tëzojmë sistemin e koordinatave në të cilin boshti z e ka kahun e for- 

cës së rënddmit (vertikalisht teposhtë). Nëse rae k e shënojraë vek- 
torin unitar të këtij drejtirai, për forcë do të kemi: 

— * - — ► 

f^pg k 

E zëvendësojraë në ekuacionin theraelor të hidrostatikës: 

pgk-gradp— 0 (1> ! 


Është e qartë se vektori grad p duhet të ketë kahun e k, prandaj shkm~ 
ajraë vetëm koraponenten z të formulës (1). Do të kemi: 


99 


dp 

dz 


* 0 


Në këtë ekuacion diferencial për njehsirain e p mund tl ndajmë ndry- 
shoret 


E integrojmë: 


dp = pg dz 
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p = pg z + A 


Nëse me p 0 e shënojmë presionin i cili zotëron në vendin 2 = 0, për kom 
stante të integrimit fitojmë, A — p 0 dhe formulën përfundimtare 

V^Vo + pgz (2) 


Presioni i cili vepron në fluid për shkak të peshës vehtiake quhet pre- 
sion hidrostatik. Formula (2) tregon se është proporcional me the- 

llësin z. 

, . 

Nëse kemi të bëjmë për iëng, atëherë origjinën e vendosim në si- 
përfaqe të lirë. Në këtë rast p 0 është presioni atmosferik i cili ,vepron 
në siperfaqen e lirë të lëngut, ndërsa anëtari pgz paraqet peshën e 
shtyllës së lëngut e cila gjendet mbi njësinë e sipërfaqes në të ciiën 
e masim presionin. Gjatë kësaj është e parëndësishme se a është ky 
presioni në fund të enës apo presioni në çfarëdo sipërfaqe tjetër, të 
ihemi në sipërfaqen e ndonjë trupi të ngurtë të zhytur në lëng. Me 
rëndësi është se në shprehje nuk paraqiten kurrfarë madhësish të ci- 
lat varen nga forma e enës. Prandaj në këtë formulë përmbahet edhe 
paradoksi i njohur hidrostatik, sipas të cilit presioni në fund të enës 
nuk varet nga foima e saj. 

Formula (2) është përfituar nga supozimi se dendësia e fluidit 
është gjithkund e njëjtë. Prandaj si e tillë vlen për lëngje dhe gaze 
dendësia e të cilave është konstante. 


b) Presioni atmosferik 






Formula e përfituar (2) nuk mund të zbatohet për presion të at- 
mosferës, sepse dihet se dendësia e ajrit në atmosferë zvogëlohet me 
lartësinë. Prandaj në atmosferën e lirë ekziston varshmëria funksionale 
e dendësisë nga presioni. Do të supozojmë se kjo varshmëri shprehet 
me ligjin e Boil-Mariotit 


pV = konst. 

Duke zbatuar këtë ligj paraqesim supozimin se temperatura e atmos- 
ferës në të gjitha lartësitë është e njëjtë. Kjo, kuptohet se nuk është 
e saktë, por rezultatet te të cilat na çon supozimi janë realizuar në 
kufij mjaft të gjerë. 

E dijmë se lidhja në mes të vëllimit dhe dendësisë shprehet në 
formën: 


P 

E zëvendësojmë këtë në ligjin e Boil-Mariotit dhe i mbledhim të gjitha 
konstantet në një. Fitojmë: 
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P^Cp (3) 

X5o të marrim kahun pozitiv të boshtit z vertikalisht përpjetë. Në këtë 
rast pesha e njësisë së vëllimit të ajrit është: 

7=- pg k =- Cgpk 

dhe ekuacioni 1 hidrostatikës e merr formën: 


C g p k + grad p — 0 

Edhe në këtë rast ekziston vetëm 2 -komponentja e gradientit, prandaj 
mmid të shkruajmë: 

=—Cgp 

dz 


ose 


E integrojmë 


dp 

P 


C g dz 


In p =— C g z + A 


Për përcaktimin e konstantes së integrimit nxsemi nga përvoja se në 
fund të atmosferës zotëron presioni p Q . Ky është presioni harometrik 
në lartësi të detit. Këtë lartësi e marrim për fillim të z, atëherë për 
z — 0 duhet të vlejë p — p a , kurse konstantja A e ka vlerën 

A — lnp 0 


Fitojmë 


p = e~ c * * (4) 

Shohim se presioni në atmosferë zvogëlohet eksponencialisht me lartë- 
sinë. Shprehja (4) paraqet formulën për matjen toarometrike të lartë- 
sisë. Në të vërtetë, në lartësi të mëdha presioni toarometrik është i 
vogël, prandaj nga (4) dhe presionit toarometrik të matur mund të njeh- 
sojmë lartësinë mtoidetare të vendit të matjes. 


c) lig ji i Arkimedit 

Kur ndonjë trup zhytet në fluid, atëherë fluidi në trup vepron në 
të gjitha anët me presione. Rezultantja e të gjitha presioneve është një 
forcë e cila vepron te lartë. Quhet shtytje. Do të njehsojmë vlerën e 
forcës së shtytjes. 
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Në një element të sipërfaqes së trupit të zhytur vepron forca 

dF^-pdS 


kurse në tërë sipërfaqen e tij 


F— $pdS 


E shndërrojmë këte integral në vëlhmor 

§ p d S — J grad p di 


dhe për forcë kemi: 


Nga formula (1) kemi: 


ose 


F—~~ J gradpdx 


grad p = pg 


F~-~ g j pdx 

Këtu p është dendësia e fluidit, prandaj / p dx është masa e atij vëllimi 
të fluidit, vëilimin e të cilit e zenë trupi i ngurtë. Zakonisht themi se 
kjo është masa e fluidit të zhvendosur nga zhyfcja e trupit në te, 

F =— g m =~~ P ç (5) 

Prodhimi i fundit paraqet peshën e fluidit të zhvendosur Pç. Pra, flu- 
idi vepron në trup të ngur-të me forcë të shtytjes e cila ështe e hara- 
barfcë me peshën e fluidifc fcë zhvendosur. Kjo e dhënë paraqet për- 
mbajtjen e ligjit të Arkimedit. Parashenja minus tregon se forca e 
shtyfcjes vepron në kah të kundërt të veprimit të forcës së rëndimit. 


3. RKOTUIXIMI I FLUIDIT 

Kur enën me fluid e rrotullojmë rreth boshtit të saj, vërejmë se 
sipërfaqja e lirë deformohet. Në mes do të jefcë më e thellë, kurse 
në skaje ngritet. Nga fërkimi në mes të enës dhe fluidit dhe fërkimit 
në vefcë fluidin, pas një kohe fluidi rrotullohefc me të njëjtën shpejtësi 
këndore sikurse ena. Kësisoji fluidi relativisht pushon ndaj saj dhe 
kemi problem statik. Do të përcaktojmë formën e sipërfaqes së lirë 
të fluidit në enë e cila rrotullohefc. 
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Një sistem të koordinatave e lidhim me 
enën ashtu që edhe ky rrotuliohet me të. Bo- 
shti z i këtij sistemi i drejtuar te lartë për- 
puthet me boshtin e rrotullimit. Në njësi të 
vëllimit të fluidit veprojnë dy forea: pesha e 

y 

tij - pgk dhe forca centrifugale pw 2 r e cila 
gjithmonë paraqitet në sistem të koordinata- 
ve rrotulluese. Me w shënojmë shpejtësinë 
këndore të rrotullimit. Do të kemi: 




z 



f = pco 2 r ~ pg k ' i 

Rezultantja e këtyre dy forcave është vizatuar Fig. 62 

në fig. 62. Vlerën e kësaj force e zëvendësoj- 
më në ekuacionin themelor të hidrostatikës. Fitojmë: 


pto 2 r- pgk — grad p = 0 
Gradientin e zbërthejmë në komponente: 

) s - 

prej nga rrjedh: 


dp 

dr 

dp 

dz 


= pw ? r 
““ 99 


E shkruajmë formulën për diferencial total të presionit 

dr= dr+ $2- ds 
dr dz 

dhe i zëvendësojmë vlerat e derivateve parciale 

dp — pw 2 r dr — p gdz 

E integrojmë 


p- — ptoV 2 - p gz + A 
2 

Që të përcaktojmë konstanten e integrimit e vendosim origjinën e sis- 
temit koordinat në pikën e boshtit rrotullues në sipërfaqen e lirë. Pre- 
sionin në sipërfaqen e lirë e shënojmë me p v - Prandaj vleii 


18 Hyrje në fizikë t-eorike 
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r = 0 për g = 0 dhe p~ Po 

Fitojmë: 

A^po 

kurse shprehja përfundimtare e ka formën: 

p ~ p 0 — — P^V 2 - p gs 
2 

Për të gjetur formën e sipërfaqes së lirë zëvendësojmë p - p 0 , 

1 


( 1 ) 




2 


pco 2 r 2 


ose 

«= JfL (x 2 + 2/ 2 ) (2) 

20 

Ky është ekuacioni i paraholoidit rrotullues. Pra, sipërfaqja e lirë de- 
formohet në sipërfaqe rrotulluese me prerje boshtore paraholike. 

Në skaj të enës r = R, kurse lartësia është z-h. Fitojmë: 

h~—R* (3) 

2 Q 

Shohim se thellësia e parabolës është proporcionale me kafcrorin e 
shpejfcësisë këndore të rofcullimit. Kjo shprehje mund të shfrytëzohet 
për ndërfcimin e &parateve për matjen e shpejfcësisë këndore të rrotu- 
llimit. Quhen tahomefcra. 


4. TENSIONI SIPEHFAQËSOK BHE PKESIONI KAPIBAK 
a) Tensioni sipërfaqësor 

Sipërfaqja e lirë e lëngut tregon një vefci fcë veçantë.; Ajo zotëron 
sikur membranë e ngrehur dhe themi se lëngu ka tension sipërfaqësor. 
Është e qartë se këfcë vefci e tregojnë vetëm lëngjet, sepse gazet nuk 
kanë sipërfaqe të lirë. 

Tensiqni sipërfaqësor ëshfcë rezultat i forcave ndërmolekulare. Në 
molekula të sipërfaqes së lëngut veprojnë forcat tërheqëso të mole- 
kuleve fqinjë Vetëm'në njërën anë, nga ana e brendshme e lëngut. Për 
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këtë arsye molekulat sipërfaqësore janë pak më tepër të tërhequra se 
ato të hrendshmet dhe sipërfaqja e lirë zotëron ndryshe nga shtresat 
tjera të lëngut. 

Nëse dëshirojmë ta rrisim sipërfaqen e lirë të lëngut, atëherë du- 
het nga hrendësia t’i hartim molekuiat deri në sipërfaqe. Gjatë kësaj 
duhet të zotërohen forcat e cekura, pra duhet të kryejmë punë. Vë- 
rejmë se sipërfaqja e lirë e lëngut i kundërshton zmadhimit të vet- 
vetes, që është plotësisht njësoj thuajse sipërfaqja tenton të merrë 
pozitë të atillë që të jetë sa më e vogël. Këtë dukuri e quajmë tension 
sipërfaqësor. 

Gjatë zmadhimit të sipërfaqes për dS duhet të kryejmë punë për 
dA. Marrëdhënia e tyre 


paraqet një konstante specifike për çdo lëng dhe quhet konstante e 
vet kapilare. Këtë konstante mund ta shprehim edhe në formën 


a = 


&L 

dl 


( 2 ) 


Këtu df është forca e të cilën duhet zotëruar kur vija e cxla e mhyll 
sipërfaqen e lirë zmadhohet për dl 

Se këto dy definicione të konstantes kapilare janë ekuivalente 
mund të tregojmë nëse fillojmë nga (1). Elementi i punës është 

dA — df ' dl 

kurse elementi i sipërfaqes 


dS = ( dl ) 2 . Pra 


df • d l ^ d£ 
dl • dl dl 


gjë që është në pajtim me formulën (2), 


h) 



Meqë tensioni sipërfaqësor tenton ta zvogëlojnë sipërfaqen e lirë 
të lëngut, në sipërfaqet e përkuluara ekziston një presion i cili tenton 
ta drejtojë këtë sipërfaqe. Ky gjithmone vepron kah ana konkave e si~ 
përfaqes së përkulur pa marr parasysh a është ana konkave e kthyer 
kah hrendësia e lëngut apo nga ana e jashtme e tij. 
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Të menclojmë elementin e përkulur të si- 
përfaqes së lëngut sikurse tregon fig. 63. Në 
pikën P të kësaj sipërfaqje është vizatuar nor- 
malja PO z . Nëpër këtë normale mund të ven- 
dosim pa mbarim shumë rrafshe të cilat e 
presin sipërfaqen. Çdo prerje e këtillë quhet 
prerje normale e sipërfaqes, Qendra e përkul- 
shmërisë së prerjes normale gjendet në vetë 
normalen, kurse iargësia e kësaj pike nga pi- 
ka P quhet rreze e përkulshmërisë së prerjes 
normale. Nga gjeometria e dijmë se ekzistoj- 
në dy prerje normale për të cilat rrezet e per- 
kulshmërisë i kanë vlerat ekstremale. Njëra 
prej rrezeve është më e madhe, kurse tjetra 
më e vogël. Tregohet gjithashtu në gjeomet- 
ri se rrafshet me rreze ekstremale të përkul- 
shmërisë qëndrojnë normal njëra ndaj tjetrës. Në figurë janë paraqi- 
tur harqet e këtyre prerjeve ds x dhe ds 2 , kurse rrezet e përkulshmëri- 
së janë Rx dhe R % . I shënojmë me dy t dhe dcp 2 këndet me të cilat shi- 
hen harqet dhe ds 2 nga pikat O x dhe 0 2 . Atëherë: do të kemi 



Fig. 63 


ds x - R x dy x 


ds 2 — R z dy 2 


kurse elementi i sipërfaqes është: 

dS = ds x • ds 2 = RA dcpidcpa (3) 

Të mendojmë se pikën P e kemi zhvendosur në kah të normales për 
gjatësinë dn . Kësisoji deformohet tërë elementi i sipërfaqes. Rrezet 
e përkulshmërisë pas deformimit janë R x + dn dhe R % + dn. Sipërfaqja 
e elementit të rij është: 

dS x - (Rx + dn ) (R % + dn) ckp t dy z 

Supozojmë se gjatë këtij deformimi këndet qendrore nuk kanë ndry- 
shuar. E kryejmë shumëzimin dhe nuk do të përfillim anëtarin dn 2 si 
madhësi e vogël e rendit të lartë. Do të kemi: 

dS x = R x R 2 dy x d<çz + (R t + R % ) dn dcp x dcp 2 

Anëtari i parë sipas (3) paraqet sipërfaqen e elementit para zhven- 
dosjes: 

dSt - dS = (K, + R 2 ) dn <fcp,dcp 2 = (+- + dn R,R Z dcp,dcp, 


dS L — dS = (— + — 'l dn dS 
VB, RJ 
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Puna të cilën e kryejmë gjatë deformimit të elementit të sipërfaqes 
sipas (1) është: 

dA = a ( dS \ ~ dS) = a (— + — ) dn dS 

\Ri RJ 

Nëse në sipërfaqe ekziston ndonjë presion p, atëherë në element të 
sipërfaqes vepron forca p dS dhe që të fitojmë punën duhet ta shumë- 
zojmë me zhvendosjen dn. Pra, 

dA = p dS dn 

Kur t’i harazojmë këto shprehje fitojmë: 

p "“(ir + i') <4> 

Madhësia — + — ] quhet përkulje mesatare e sipërfaqes në pikë të 
2 R 2 / 

shikuar. 

Shohim, pra, se presioni kapilar në sipërfaqet e përkuluara është pro- 
procional me përkuljen mesatare të tyre. 

Në sipërfaqe të rrafshtë R^ dhe R z tentojnë kah pamharimi dhe 
presioni kapilar është i harabartë me zero. Nëse sipërfaqja e ka for- 
mën e sferës, atëherë R X = R Z = R dhe për pi’esion kapilar fitohet for- 
mula: 



Këso sipërfaqesh kemi te fluska e sapunit, por kjo i ka dy sipërfaqe 
të Idra, prandaj presioni është dy herë më i madh 



Shohim në këtë rast, se presioni është proporcional i zhdrejtë me 
rrezen. 

c) Forma e siperfaqes pranë murit të enës 

Në vendin ku sipërfaqja e lirë takohet me murin e ngurtë të enës 
paraqitet një deformim i kësaj sipërfaqe. Do të përcaktojmë formën 
e sipërfaqes së lirë pranë murit të enës. 
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Për thjeshtësim njehsimi do të supozojmë se muri i enës është 
mjaft i gjatë dhe i rrafshtë, teoretikisht pa mharim i gjatë. Atëherë 
dukuria në të gjitha prerjet normale me mur është e njëjtë, kurse ne 
problemin mund ta shqyrtojmë si njëdimensional. Një prerje normale 
në mur e paraqet fig. 64. 

Pranë murit të enës sipërfaqja 
është deformuar kurse në largësi nga 
ky ajo është e rrafshtë sikurse tregon 
figura. Në figurë është vizatuar rasti 
kur sipërfaqja e lirë pranë murit të 
enës është e ngritur. Do të marrim 
një element të harkut ds te sipërfaqes 
së ngritur. Sipas formulës (4) në të 
vepron presioni kapilar 


o 



V 


a 

R 


Fig. 64 


sepse nga supozimi jonë rrezja tjeter 
e përkulshmërisë tenton kah pamba* 
rimi, pra >oo dhe si e tillë huk 
vjen në shprehje. 

Tangjentja në elementin e harkut ds me murin e enës mbyll kën- 
din cp. Nga trekëndëshi infinitezimal në figurë fitojmë: 


ds = 


dz 
cos 9 


Në anën tjetër shohim se vlen 


I barazojmë dhe fitojmë: 


prej nga 


ds~ Rdcç 





1 _ cos 9 d<ç 
R dz 

Këtë vlerë e zëvendësojmë në shprehjen për presin kapilar 

__ coscp dcp 


Presioni kapilar vepron kah ana konkave e sipërfaqes, në rastin tonë 
pra, vepron te lartë. Që të arrihet ekuilibrimi duhet të ekzistojë edbe 
një presion në kah të kundërt. Ky është presioni hidrostatik i pjesës 
së ngritur të lëngut. Për këtë presion kemi treguar se vlen 



HIDEOMEKANIKA 


279 


p=~ pgz 

Këto dy presione duhet të jenë të barabartë. Pra, 

“ pg z dz = acoscp dcp 





E integrojmë: 

-- pgr s 2 =— a sincp + A 
2 


Për përcaktimin e konstantes së integrimit e vendosim origjinën e sis- 
temit të koordinafcave në sipërfaqe të lirë të lëngut larg murit të enës. 


Në këtë vend z = 0, kurse nga figura shohim se 9 = — . Pra, 


0 — — a + A 


ose 


A = a 

E zëvendësojmë vlerën e fifcuar 

pp g 2 = 2 oc ( 1- sincp) 


z z = (1 — sincp) (6) 

pg 


Kjo është shprehja e cila përcakfcon formën e sipërfaqes së lirë të lën- 
gut pranë murit të enës. 

Nuk është vështir të përcaktojmë ngritjen e lëngut pranë këtij 
muri. Do ta shënojmë me h. Tangjentja e tërhequr në pikën ku lëngu 
takohet me murrin e enës mbyll këndin cp 0 me këtë mur. Ky kënd është 
karakteristik si për materiale të murit të enës, si për vetë lëngjet.dhe 
përcaktohet eksperimentalisht, Pra sipas (6) kemi: 

h- \f^ 2 L (i-sincpo) (7) 

v pg 


Duhet cekur se ky kënd për lëngje të cilat e lagin murin e enës është 
i ngushtë, kurse për lëngje të cilat nuk e lagin është kënd i gjerë. Pra- 
ndaj, sipërfaqja e lëngut i cili e lag murin e enës është e ngritur, kurse 
sipërfaqja e lëngut i cili nuk e lag këtë mur është e lëshuar te poshtë. 

Sikur lagia e murit të ishte ideale, atëherë këndi cp 0 ~ 0 dhe për 
ngritje të lëngut pranë murit të enës do të fitonim formulën 
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Shpeshherë lagia e murit të enës është aq e mirë, sa që mund të për- 
doret formula e fundit. 


d.) Ngritja kapilare 


Kapilarë quhen gypat me prerje tërthore mjaft të vogëL Meqë 
gypat kanë formë cilindrike dhe në të gjitha anët muret janë shumë 
afër, sipërfaqja e lirë do të deformohet në formë të kalotës sferike 
e cila zakonisht quhet meniskus. Në këtë sipërfaqe zotëron presioni 
i cili e detyron që kjo të ngritet në nivei tjetër ndaj sipërfaqes së lën- 
gut jashtë gypit kapilar. 



Në fig. 65 është paraqitur prerja 
e gypit kapilar me rreze R mjaft e 
zmadhuar, si dhe prerja e kalotës së 
sferës me rreze r. Frandaj presioni ka- 
pilar në të është: 


h 


f 



! 

I 

i 

i 

i 

Fig. 65 


P = 


2a 

r 


Nga figura shohim se vlen 


CO Styo 

ku (po është këndi kufitar i lëngut me 
murin e kapilarës. E zëvendësojmë kë- 
të në formulë për presion 




coscpo 

R 


Ky presion qëndron në ekuilibrim me presionin hidrostatik të shty- 
llës së lëngut mbi nivelin e sipërfaqes së jashtme të tij. Ky e ka 
vlerën: 


p = pgh 


I barazojmë këto presione dhe fitojmë: 

2a cos0 a 
R 

prej nga fitojmë lartësinë e ngritjes së lëngut në gyp kapilar 
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2a coscpo 

99 R 


( 8 ) 


Te lëngjet të cilat e lagin murin e gypit cp 0 < — , prandaj nga (8) 

2 

h është pozitive, pra ekziston ngritje kapilare. Si shembull mund të 
cekim ujin në gyp të qelqit. Te lëngjet të cilat nuk e lagin murin e 


gypit kapilar, si zhiva në gyp të qelqit, atëherë cp 0 > 


7Z_ 

2 


dhe coscp 0 < 0* 


Nga (8) fitojmë h< 0. Për këtë rast themi se ekziston depresioni kapi- 
lar, përkatësisht zhritje e nivelit të lëngut në gyp kapilar ndaj nivelit 
të sipërfaqes së jashtme. Pormula (8) tregon se lartësia e ngritjes ka- 
pilare apo zbritjes së nivelit të lëngut në gyp është proporcional e 
zhdrejtë me rrezen e gypit kapilar. 


5. EKUACIONET THEMELORE DIFERENCIALE 
TE HIDKODINAMIKËS 


a> Ekuacioni i kontimiitetit 

Njëri prej ekuacioneve themelore të hidrodxnamikës është ekua- 
cioni i kontinuitetit, i cili matematikisht shpreh ligjin mbi ruajtjen e 
masës së fluidit. 

Të mendojmë një sipërfaqe të mbyllur. Së pari do të përcaktojmë 
masën e tërësishme të cilën e përmban kjo. E ndajmë vëllimin e saj 
në elemente të vogla të vëllimit. Në vëllimin e zgjedhur dz gjendet masa 
pdx. Masat e tërë fiuidit në sipërfaqe të mbyllur shprehet me integralin 

M = / p dz 

Kjo masë mund të ndërrojë gjatë kohës vetëm nëse hyn apo del nëpër 
sipërfaqe e cila e mbyll vëUimin e saj, prandaj do të përcaktojmë flu- 
ksin e masës së fluidit nëpër sipërfaqe. Për këtë e ndajmë sipërfaqen 


në elemente të vogla dS. Le të jetë shpejtësia e rrymimit të fluidit v 
në njërin element të saj. Në përgjithësi, kahja e shpejtësisë nuk do të 
përputhet me kahjen e noi'males në element të sipërfaqes. Do të shë- 
nojmë me a këndin që mbyll këto dy drejtime. Nëpër element të shqyr- 
tuar të sipërfaqes, në njësi të kohës kalon ai vëllim i fluidit i cili gjen- 
det në prizmin e pjerrët, baza e të cilës është elementi i sipërfaqes dS, 

kurse lartësia është e barabartë me shpejtësinë v y sepse kjo shprehet 
si rrugë në njësi kohe. Meqë prizmi është i pjerrët, lartësia e saj është 
v çosa, kurse vëllimi v cosa dS. Nëse elementin e sipërfaqes e shpre- 
him si vektor 1 cili e ka kahjen e normales, kurse intensitetin dS, atë- 
herë vëlhmi i fituar është i harabartë me prodhimin skalar të vekto- 

rëve v dS. Që ta fitojmë masën e fluidit në këtë element të vëllimit, 
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duhet të shumëzojmë me dendësinë p. Pra, fitojmë p v dS. Ky është- 
konfcributi i fluksit të fluidit të elementit të sipërfaqes. Që të fitojmë 
tërë fluksin, këtë duhet ta integrojmë nëpër siperfaqen e cila e mbyli 
vëllimin e fluidit. Pra: 

<& = § p v dS 

Nëse masa gjatë kohës ruhet, atëherë fluksi duhet të jetë i barabartë 
me ndërrimin kohor të masës së fluidit brenda sipërfaqes 

-M. = * 

dt 


I barazojmë integralet 


3 

dt 


J p • dx = $ pvdS 
Integralen në anën e djathtë e kthejmë në integral vëllimor 

;a P 


dt 


dx ■ 


div ( pv ) dx 


Që kjo shprehje të kënaqet për çfarëdo rasti të mundshëm, funksionet 
nen integrale duhet të jenë të barabarta. Pra: 


dt 


4- div (p v) — 0 


( 1 > 


Ky ekuacion diferencial shpreh ligjin mbi majtjen e masës së fluidit 
dhe quhet ekuacion i kontinuitetit. 

Te fluidet e pangjeshura p = const. anëtari i parë në ( 1 ) nuk ekzis- 
ton, prandaj fitojmë 


divv = 0 (2).< 

Kështu shprehet ekuacioni i kontinuitetit për fluide të pangjeshura. 


b) Ekuacioni i Ojlerit 

Do të paraqesim ekuacionin diferencial të lëvizjes së fluidit ideal 
i cili njihet me emrin ekuacion i Ojlerit. 

Pluid ideal quajmë fluidin i cili nuk ka fërkim me muret e gypit 
nëpër të cilin lëviz, por as në mes të shtresave të cilat lëvizin me shpej- 
tësi të ndryeshme. Fluidi i këtiilë realisht nuk ekziston, por në shumi- 
cën e rasteve të lëvizjes së tij fërkimi është mjaft i vogël dhe mund të; 
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xnos përfillet. Natyrisht, ekzistojnë edhe raste kur fërkimi duhet të 
merret në konsiderim. Fluidet te të cilat fërkimi është i konsiderue- 
shëm quhen fluide viskoze. Për këto fluide vlejnë ekuacione të tjera. 

Ekuacioni i Ojierit shpreh ligjin themelor të mekanikës, sipas të ; 
cilit prodhimi i masës dhe i nxitimit është i barabartë me rezultanten 
e të gjtha forcave. 

Do ta ndajmë edhe në këtë rast fluidin në element të vogla të vë- 
llxmit dx. Në njërin element të këtillë gjendet masa p dx, kurse nxitimi 

— > 

dv/dt Prodhimi i tyre është p dv/dt ■ dx. Duke i mbledhur të gjitha 
elementet e vëllimit, fitojmë shprehjen për integral vëllimor i cili du- 
het të jetë i barabartë me rezultanten e të gjitha forcave. Në hidrosta- 
tikë kemi treguar se këto forca shprehen me dy integrale. Do të kemi:: 

Jp AJL - § pcLS 

dt 

Integralin e fundit e shndërrojmë në integral vëllimor dhe i barazojmë. 
funksionet. Fitojmë: 


p AJL. = / - gra( % p (3) 

dt 

Kjo është një formë e ekuacionit të Ojlerit. Që të fitojmë formën tje- 
tër do të zhvillojmë anëtarin në anën e majtë. Meqë shpejtësia varet 
funkisonalisht nga koha t dhe koordinatet x, y dhe z, derivatin total 
mund ta zbërthejmë kësisoji: 


dv 

dt 


d v 
dt 


+ (v V) v 


Shfrytëzojmë formulën për gradient të ndryshores në katrorë 

grad — v z = vXrotv+ (v V ) v 
2 


dhe do të kemi 


d v _ d v 
dt dt 


+ grad 


1 

2 


v z ~~ v x r ot v 


E zëvendësojmë në (3) shprehjen e fundit 


P 


d v . , . 

+ ! .p grad 

Bt 


1 

2 


v z — p v x rot v — f — grad p 


(4> 
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Ky është ekuacioni i Ojlerit i shprehur në formë tjetër, Ekuacioni 
shpreh përmbajtjen e ligjit themelor të mekanikës, prandaj paraqet 
ekuacionin themelor diferencial të hidrodinamikës. Në te shpejtësia 
e fluidit është e lidhur me forcat e jashtme dhe presionet, prandaj me 
ndihmën e tij, duke njohur shpërndarjen e forcave dhe presioneve, 
mund të përcaktojmë shpërndarjen e shpejtësive. 


6. INTEGEALI i BEENULIT 

a) Erymimi stacionar 

Kemi vërejtur në mekanikë të pikës materiale se për disa kondita 
ekuacioni i lëvizjes mund të integrohet në rast të përgjithshëm. Edhe 
në hidrodinamikë e gjejmë një rast të tillë. Ekuacioni i Ojlerit mund 
të integrohet për disa kondita. Integrali i fituar quhet ekuacion i 
Bernulit. 

Së pari do të supozojmë se forca e jashtme është konservative, 
pra forcë e cila mxmd të shprehet me potencialin e vet në formën: 

grad U (1) 

Do të supozojmë, gjithashtu, se rrymimi i fluidit është stacionar. 
Te rrymimi stacionar shpejtësia nuk varet nga koha, por vetëm nga 
vendi. Për këtë rrymim vlen: 


dt 

E zëvendësojmë këtë në ekuacionin e Ojlerit (XI .5.4): 

1 — > — * 

grad — p v 2 - p v x rot v —— grad U - grad P 

2 

x>se 

grad + = p x rot v 

Këtë ekuacion mund ta integrojmë për dy raste: 

1. Nëse e kryejmë integralin vijor nëpër vijë të rrymimit. Vijë të 
rrymimit quajmë vijën te e cila në çdo pikë vektori i shpejtësisë e ka 
kahjen e tangjentes. Kjo ështe ajo vijë të cilën e përshkruan grimca e 
fluidit te rrymimi stacionar. 

Meqë vija e integrimit është në kahje të vektorit v, atëherë pro- 

dhimi v* rotv gjithmonë është normal ndaj vijës së rrymimit dhe 
integrali vijor në anën e djathtë është i barabartë me zero. Do të fi- 
tojmë: 
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— pv* + U + p = C (2) 

2 

Konstantja C për çdo vijë të rrymimit ka vlerë tjetër. 

2. Nëse rrymimi është potencial. Rrymimi quhet potencial nëse 
shpejtësia mund të shprehet me ndihmën e gradientit të një funksioni 
skalar: 


v ~~~ grad $ (3> 

Punksioni $ quhet potencial i shpejtësisë. E dimë se fushat vektoriale 
potenciale nuk kanë shtjella, prandaj vlen: 

rotv~ 0 (4) 

Atëherë në anën e djathtë të shprehjes nuk figuron vx rotv dhe me 
integrim fitojmë 


— pv z + C + p = G (5) 

2 

Kjo formulë është identike me (2) me të vetmin dallim se në këtë rast 
konstantja G është e njëjtë për tërë vëllimin e fluidit, 

Shprehjet (2) dhe (5) paraqesin ekuacionin e Bernulit. Ky ekua- 
cion e lidh shpejtësinë me presion dhe potencial të forcës së jashtme 
dhe mundëson përcaktimin e shpërndarjes së shpejtësisë në varshmë- 
ri prej tyre. 

Nëse si forcë të jashtme kemi peshën e fluidit, atëherë: 


U - çg z, 

kurse ekuacioni (5) e merr formën 

— const. (6) 

2 g pg 

Në këtë formë të paraqitjes që të tre anëtarët kanë kuptim fizik të 
lartësisë. Anëtari i parë paraqet lartësinë e shpejtësisë, kjo është ajo 

lartësi prej së cilës fluidi duhet të hie që të arrijë shpejtësinë v. Anë- 
tari i dytë paraqet lartësinë e presionit, kjo është ajo lartësi e shtyllës 
së fluidit e cila e jep presionin p. Anëtari i tretë paraqet lartësinë e ven* 
dit. Shohim se shuma e tri lartësive duhet të jetë konstante. 
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b) Hrymimt jo stacionar 

Ekuacioni i Ojlerit mund të integrohet në rast të përgjithshëm 
edhe kur rrymimi nuk është stacionar, por duhet të jetë medoemos po- 
tencial. Pra, kur janë të kënaqura konditat (3) dhe (4). Atëherë ekua- 
'Cionin e Ojlerit e shkruajmë në forrnën: 

3# i 

- p grad + grad — p v* =— grad U — grad p 


ose 


grad ( - p + — po 2 +C7+p’\ =o 

\ dt 2 ) 

'Me integrim fitojmë: 

- p — + — ptf + U + p^C (7) 

dt 2 

Ky është ekuacioni i modifikuar i Bernulit për rrymimet jo stacionare 
të fiuidit. 


€) Zfoatimi i ekuacionit të Bemulit për rrjedfojen 
e lëngut dfoe gazlt 

Ekuacionin e Bernulit (5) mund ta shkruajmë ashtu që trinomi të 
paraqesë gjendjen në dy vende të ndryshme 

1 1 

— p v 2 + p + p gz = — p v 0 2 + p 0 + p gz 0 (8) 

2 2 

Do të shqyrtojmë së pari rrjedhjen e iëngut të pa ngjeshur nëpër 
hapje në fund të enës, Le të paraqesin të dhënat për hapje me anën 
e majtë të (8), kurse të dhënat për sipërfaqe me anën e djathtë. Ori- 
gjinën e sistemit koordinat do ta vendosim në hapje të enës, prandaj 
vlenë 


2 = 0, = h 

ku: h është Xartësia e sipërfaqes së lirë nga hapja. Le të jetë ena mjaft 
e gjerë ashtu që lartësia e fluidit ndërron pak. Kësisoji mund të su- 
pozojmë se vlen v 0 0. Pastaj, vepron i njëjti presion si në hapje si në 
sipërfaqe të lëngut, pra p — p Q , Kur tl zëvendesojmë këto te dhëna në 
(8), fitojmë: 
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— = pgh 

2 


ose 


v^-sj2gh ( 9 ) 

Kemi fituar formulën e Toriçelit për shpejtësi të rrymimit të lëngut 
ideal. Shohim nga (9) se kjo është e harabartë me atë shpejtësi të ch 
lën do ta arrinte sikur lëngu të binte lirisht nga lartësia h. 

Si shembull tjetër do ta marim rrymimin e gazit nga ena e mby- 
ilur nëpër hapje të vogël. Prapë e shfrytëzojmë shprehjen (8), ashtu 
që të dhënat në anën e majtë paraqesin gjendjen në hapje, kurse në 
anën e djathtë gjendjen në brendësi të enës. Në këtë rast z = z 0 > Le të 
jetë ena mjaft e madhe ashtu që vlen brenda saj v 0 ~ 0. Do të kemi: 

--- plf + P=Pc 
2 


ose 


v = 



{Po~~P) 


( 10 ) 


Kjo është formula e Bunzenit për shpejtësi të rrymimit të gazit. 


7. YALËT E TINGULLIT NE FLIJIBE 


a) Ekuacioni i valëve 


Nëse në ndonjë vend në ajër shkaktohet ndërrim i dendësisë apo 
presionit, atëherë ky ndërrim do të përhapet nëpër te. Në vend të ajrit 
mund të flasim edhe për lëngje apo mjedise gazore. Do të tregojmë se 
përhapja e ndërrimeve kryhet në formë të valëve. Këto janë valët e 
tingullit. +4 

Fillojmë nga ekuacionet themelore të hidrodinamikës, nga ekua- 
cioni i Ojlerit dhe ekuaeioni i kontinuitetit: 


P 


d V 
dt 


-I - grad p 


2 


— > — > — > 

— p v x rot v = / ™ grad p 


(1) 


— 1 - +div(,pv) = 0 (2) 

3 1 

Që tl shjeshtojmë këto ekuacione, do të paraqesim disa supozime. 
Do të marrim së pari se lëvizja e fluidit është pa shtjella, prandaj 

— '*> 

rot v — 0, pastaj që shpejtësitë e lëvizjes janë relativisht të vogla, ashtu 
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që nuk do t’i përfillim të gjithë anëtarët e shkallës së lartë. Pra, v — 0. 

Më në fund do të supozojmë se forca e jashtme / — 0, sepse si forcë 
e jashtme vjen në shprehjen vetëm pesha e cila te vaiët e txngullifc 
nuk ka ndikim. Në hazë të këtyre supozimeve ekuacioni (1) merr 
formën 


p =— grad p (3) 

dt 

Do të supozojmë gjithashtu se dendësia ndërron pak. Le fcë jëte den- 

dësia e fluidit përpara ndërrimit p Q , ndërsa dendësia e fiuidit është: 

ç>~ p a + dp (4) 

Këtu nuk do të përfillim as prodhimin vd p në pajtim me supozimin e 
cekur më parë. Prandaj do të kemi: 

9 v dv 

p = Po 

dt dt 

dhe 


pv “ p 0 v 

Në bazë të kësaj që u cek deri tash (2) dhe (3), do të kenë formën: 

Po =-gradp (5) 

dt 

+ div (I p„®) = 0 (6) 

dt 

Në dy shprehjet e fundit paraqiten tri të panjohura, funksionet p, v 
dhe p, kurse këto janë të pamjaftuara për zgjidhjen e tyre. Këtu është 
i nevojshëm edhe një ekuacion i cili lidh presionin me dendësi. Naty- 
risht, mxmd ta marrim në përgjithësi se presioni varet në mënyrë 
funksionale prej dendësisë: 


p^pip) (7) 

Nga ekuacionet <5), (6) dhe (7) duhet të eliminohen dy funksione të 
panjohura. Për këtë së pari e kryejmë gradientin e (7) sipas rregullës 
së gradientit të funksionit të përbërë: 



hidbomekanika 


289 


grad p = 


dp 

dp 


gradp 


Shënojmë shkurtimisht: 


dhe shkruajmë: 



grad p =• c 2 grad p 


Këvendësojmë në (5) 


( 8 ) 


(9) 


' Po 


dv 

dt 


=— c z grad p 


( 10 ) 


Kësisoji është eliminuar funksioni p. Që ta eliminojme v nga (6) dhe 
( 1 0 ) , e der i vo jmë ( 6 ) sipas kohës : 


dt 


+ div 



— 0 


E zëvendësojmë (10 në shprehjen e fundit: 


ose 


d? 


— c 2 dii? p = 0 


Ap = 


JL 

c 2 



( 11 ) 


Për dendësi kemi fituar ekuacionin diferencial të valëve. Kësisoji kemi 
treguar se dendësia ndërron sipas ligjeve të ndërrimit të valëve. Kon- 
stantja e paraqitur c ka kuptim fizik të shpejtësisë së përhapjes së 
valëve. Kjo paraqet shpejtësinë e përhapjes së valëve të tingullit. 

Do të përcaktojmë edhe ekuacionin për presionin p. E kryejmë 
divergjencën e (9): 

div grad p = c 2 div grad p 

Pastaj është: 
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dhe 


&P_ - g2 9 2 P 
dt 2 di 2 


I zëvendësojmë këto në <11) dhe fitojmë: 


A p ■ 


i d 2 P 


dt 2 


(12) 


Edhe për presion kemi fituar ekuacionin e valëve, prandaj edhe ky, 
gjithashtu, ndërron sipas ligjit të ndërrimit të valëve. 


h) Shpejtësia e tingullit 

Për shpejtësi të tingullit e kemi formulën <8). Pra: 

c = VM (i3) 

I/ dp 

Që ta përcafetojmë këtë shpejtësi, cluhet të dimë ligjin e varshmërisë 
së presionit prej dendësisë. Këtu duhet ,të dallojmë dy mundësi, a kemi 
të bëjmë me lëngje apo gaze. 

Së pari do të marrim në shqyrtim përhapjen e valëve në lëng. Në 
këtë rast nuk guxojmë të marrim lëngun si të pangjeshëm, sepse atë- 
herë dp~ 0 dhe nuk e arsyeton mundësinë e përhapjes së valëve. Pra- 
ndaj, do të supozojmë se edhe lëngjet sado pak mund të ngjeshen. 
Do të zhatojmë ligjin e Hukut për trupa elastikë të modifikuar për 
lëngje. Sipas këtij ligji deformimi relativ është proporcional me ten- 
sionin që e shkakton atë deformim. Në rast të lëngut rolin e tensionit 
e merr presioni, sepse edhe tensioni edhe presioni janë forca që vep- 
rojnë në njësi të sipërfaqes. Si deformim duhet të marrim ndërrimin 
relativ të vëllimit. Nëse këtë ndërrim e shënojmë me dV, atëherë ndë- 
rrimi relativ është dV/V. Prandaj, këtë ligj mund ta shkruajmë: 

dp — K (14) 

Kur me K e kemi sënuar faktorin e proporcionalitetit që paraqet një 
konstante specifike për elasticitetin e lëngut. E quajmë modul të 
ngjeshjes. 

Do të paraqesim, në vend të vëllimit, dendësinë p me shprehjen: 


P 
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kurse 


Prandaj vlen: 


ose 


kurse nga (13) kemi 


_ P 
dV _ p 2 

P 


dp~ K 

P 


dp _ K 
dp p 




(15) 


(16) 


Shohim se shpejtësia e përhapjes së tingullit në lëngje është propor- 
cionale me rrënjën katrore të modulit të ngjeshjes dhe proporcionale 
e zhdrejtë me rrënjën katrore të dendësisë së lëngut. 

Për shpejtësi të përhapjes së tingullit në gaze qysh Njutni e ka 
përfituar formulën, duke supozuar se në këto valë ndërrimet e dendë- 
sisë janë izometrike. Është treguar se formula e Njutnit jep rezultate 
që nuk përputhen me të dhënat eksperimentale. Për këtë arsye Laplasi 
e ka kryer të njëjtin njehsim, duke supozuar se ndërrimet e gazit në 
valë të tingullit janë adiabatike. ©shtë treguar se ky supozim është i 
saktë. Kjo mund të arsyetohet edhe nga fakti se ndërrimet e dendësisë 
së gazit në valë të tingullit janë shumë të shpejta dhe nuk ka kohë 
të mjaftueshme për barazimin e temperaturës. Prandaj, ndërrimet 
nuk mund të jenë izometrike. 

Ndërrimet adiabatike të gazeve shprehen me ekuacionin e Pausonit 


pVr — cons.t 


(17) 


Këtu me y = 


Q 

— e kemi shënuar konstanten adiabatike të gazeve. Di- 
c v 


ferenciali 1 saj është 
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Wdp + yVr k i p dV ^ 0 


ose 


dp + py 


dV 

V 


= 0 


E, paraqesim dendësinë sipas (15) 

dp — py ~ 0 

P 

dp PY 

dp p 

prej nga 



(18) 


Kjo është formula e Laplasit për shpejtësi të përhapjes së tingullit 
në gaze. 


8. VALËT NË SIFËEFAQE TM UJIT 
a) Fotenciali i slipejtësisë 

Do të përcaktojmë teorikisht përhapjen e valëve në sipërfaqe të 
lëngut. Në shqyrtim do të marrim valët në sipërfaqe të ujit, sepse 
nga përvoja e përditshme këtë dukuri e njohim më së miri. Do të 
supozojmë se uji nuk mund të ngjeshet, prandaj ekuacioni i kontinui- 
tetit e ka formën: 

divv — 0 (1) 

Supozojmë, gjithashtu, se lëvizja valore është pa shtjella, prandaj 

rot v — 0 

kurse shpejtësia mund të shprehet si gradient i potencialit të vet 

, — . 

v =— grad <& 

Pasi të zëvendësojmë (2) në (1) fitojmë: 


( 2 ) 
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Ky është ekuacioni diferencial i Laplasit, prandaj potenciali i shpejtë- 
sisë paraqet një zgjidhje të tij. 

Supozojmë se në valë kemi ndërrime harmonike gjate kohëSj pra- 
ndaj faktorin kohor do ta marrim në formë të funksionit Përveç 
kësaj, do të shqyrtojmë vetëm valët e rrafshta dhe në kahje të për- 
hapjes së tyre do të vendosim boshtin x të sistemit të koordinateve. 
Boshti z qëndron në pozitë vertikale. Në këtë mënyrë asgjë nuk varet 
nga y dhe ekuacionin e Laplasit e shkruajmë në formën: 


3 2 # d 2 ® 

dx 2 H 


(4) 


Këtë ekuacion diferencial parcial e zgjidhim me metodën e ndarjes së 
ndryshoreve. Supozojmë se zgjidhja e tij e ka formën: 

$ = f(x) g(z) er** <5) 

dhe kur ta zëvendësojmë në (4) fitojmë: 

gf" + fg" = 0 

ose 

JL „„ 

/ g ■ 

Në anën e majtë gjendet shprehja e cila varet prej x dhe është e bara- 
bartë me shprehjen në anë të djathtë e cila fare nuk varet prej tij. 
Kjo është e mundur vetëm nëse të dy anët janë të barabarta me të 
njëjtën konstante. Do ta shënojmë me — k\ kurse ekuacioni zbërthehet 
në dy të kësaj forme: 

f" + k 2 f = 0 
g" -k z g = 0 

I pari e ka zgjidhjen: 


f(x) = e ikx 

kurse të dytin e kënaqin fimksionet hiperbolikë. Pra: 


g(z) = A ch(kz + S) 

Nga këto zgjidhje (5) do të ketë formën: 

$ =A ch(kz + 



294 


HYRJE NE FIZXKE TEORIKE 


Tani duhet të përcaktojmë konstanten e integrimit 8. Le të jetë h the- 
llësia e ujit. Atëherë z=~"h shpreh fundin e tij, prandaj në këtë vend 
shpejtësia nuk mund të ketë 2 -komponenten. Pra, vlen: 

v z = 0 për z =“ h 


Nga shprehja (2) është: 

kurse kondita merr formën: 

3 $ 




dz 


dz 


0 për z =“ h 


Kërkojmë derivatin e potencialit të shpejtësisë sipas z: 
3 < 1 > 




A/c hk + 6) e i<k *- wf> 


Kjo mund të jetë e harabartë me zero vetëm nëse është: 

5 = hk 


Zgjidhja për potencial të shpejtësisë e ka formën: 

<& — A ch(z + h) 

dhe vetëm pjesa reale e saj: 

<$> — A ch Jc(z 4- h) cos (kx ~~ tat) (6) 

Ky është ekuacioni i valës së rrafshtë e cila përhapet në kahje të boslv 
tit x. Amplituda e saj 

Ach Jc(z + h) 

varet nga thellësia z në të cilën vala shqyrtohet. 


b) Shpejtësia e valëve në uj 

Gjithë këtë që e përfituam ishte e bazuar në ekuacionin e konti- 
nuitetit (1). E dimë se për lëvizje të fluidit duhet të kënaqet edhe 
ekuacioni i Ojlerit. Meqë lëvizja e lëngut në valë është potenciale, me- 
njëherë mund të shfrytëzojmë integralin e parë të tij, ekuacionin e 
modifikuar të Bernulit në (XI .6.7): 
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“ p 


a<s> i 

dt 2 


p t? 2 + p + ?7 = const. 


(7) 


Shpejtësitë e grimcave janë të vogla dhe katrorin e tyre nuk e përfi- 
llim, pra v 2 ~0. Si potencial të forcës së jashtme e marrim potencialin 
e forcës së rëndimit 


U~ pgz 

kurse për presion, presionin kapilar të tensionit sipërfaqësor: 

a 



Për përkulshmëri të sipërfaqes e marrim formulën e njohur nga gjeo- 
metria: 


R 


d 2 z 
d 3? 



d z z 

dx* 


( dZ\* 

— I nuk e përfillim në pajtim me supozimin e paraqitur. I zë- 

dxj 

vendësojmë në (7): 


“ P 


a$ 

dt 


, d 2 z 

+ pg z~ a = const . 

dx 2 


E derivojmë sipas kohës: 


i!®. + JLdL(*L\„ g 3L» 0 

9 £ a p 9 a 2 V 9 t / 9 £ 

Do të tentojmë të gjitha t’i shprehim feipas 3>. E dimë se: 

ag _ a® 

et z dz 


Pitojmë ekuacionin: 

d*& __ JX_ a 2 + 

dt 2 p ao: s la«/ ^ as 


( 8 ) 


Zëvendësojmë zgjidhjen (6): 
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<& = A ch k(z + h) cos ( kx ~~ at) 


Berivatet përkatëse japin: 


dz 

d ® 


= Ak sh(z + h) cos ( kx — w£) = /c th k(z + /z) * ® 



=- /c 3 £frft(2 + fc) $ 


af 


=- to^> 


I zëvendësojmë në (8): 


ose 


- o) 2 + — /c 3 it/i fe(s + /i) + g k th(z + h) = 0 
P 


w 2 = /c 3 + $ k j th k(z + h) 

Duke njohur frekuencën, mund ta gjejmë shpejtësinë e përhapjes së 
valëve: 


dhe meqë 




th k(z + h) 


ft = 


2 TZ 

X 


gjejmë përfundimisht: 


c — 





(z + h) 


(9) 


Kjo është shprehja për shpejtësi të përhapjes së valëve në sipërfaqe të 
ujit. Shohim se varet prej gjatësisë valore. Për valë të këtilla, te të 
cilat shpejtësia e fazës varet prej gjatësisë valore, themi se kanë dis- 
perzion. Përveç kësaj, kjo shpejtësi varet edhe prej thellësisë në të ci- 
lën vala përhapet. Në fund të ujit, për z =— h është e barahartë me ze- 
ro dhe rritet kah sipërfaqja. 

Neve na intereson vala në sipërfaqe, prandaj shkruajmë z = 0. 
Në këtë vend shpejtësia është: 
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c = 


2rca 

~Xp 


+ 




( 10 ) 


Shihet se shpejtësia e përhapjes së valëve edhe në vetë sipërfaqen va- 
ret prej thellësisë h. Që të kemi një kuptim më të thjeshtë, do të nda- 
lemi në diskutimin e dy rasteve ekstremale, për rast të ujit tepër të 
thellë dhe tepër të cekët. 

i. Le të jetë uji tepër i thellë: 


h 

X 


oo, th 2 tz 


h 

X 


l 


kurse për shpejtësi kemi 


c — 




( 11 ) 


Prapë paraqiten dy mundësi. Së pari shqyrtojmë valët e gjata. Atëherë 
anëtari i parë është i vogël në krahasim me të dytin dhe për shpejtësi 
të tyre kemi: 



( 12 ) 


Këto janë valët e njohura të cilat paraqiten nga veprimi i erërave në 
sipërfaqe të detit apo liqenit. Shohim se -këto valë qëndrojnë nga vep- 
rimi i forcës së rëndimit. 

Mundësia e dytë paraqitet për valë shumë të shkurtëra. Në këtë 
rast në (11) ngel vetëm anëtari i parë, vlera e të cilit është: 


c = 



(13) 


Këto janë valë shumë të imta dhe paraqiten nga tensioni sipërfaqësor. 
Për këtë quhen valë kapilare. 

Në të dy rastet shpejtësia e fazës varet prej gjatësisë së valës. E 
dimë se valët formojnë grup valësh, prandaj mund të njehsojmë edhe 
shpejtësinë e grupit të tyre. Kemi treguar se kjo shpejtësi përcaktohet 
me formulën: 


c s = c-X 


dc 

dX 


Sipas (12) për valë të rëndimifc: 


(14) 


dc 

dX 


2tc 2c 
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ose 


c g =c- 


sL 

2tc 


2c 


= c — 


c c 


2 2 


(15) 


Pra, shpejtësia e grupit të valëve ,të rëndimit është sa gjysma e shpej* 
tësisë së fazës. 

Do të përsërisim të njëjtin njehsim për valë kapilare. Fitojmë: 

dc ___ 2 1 1 

dX p X 2 2c 


ose 


c + 


2tz<x 

Xp 


1 

2c 


c + 


(16) 


Pra, shpejtësia e grupit të valëve kapilare është për 50% më e madhe 
se shpejtësia e fazës. 

2. Të shqyrtojmë përhapjen e valëve në ujë tepër të cekët. Në këtë 
rast -^është shumë i vogël dhe për tangjensin hipërbolik mund të ma* 


rrirn vetëm anëtarin e parë. Pra: 


th 


2 %h 
X 



kurse për shpejtësi të fazës fitojmë formulën: 


c = 


2na 
Xp ‘ 


QX \ 
2rc / 


2n h 
X 


(17) 


Për valët e rëndimit mund të mos përfillet anëtari i parë, prandaj vlen: 


c= V Qh 


(18) 


Në këtë rast nuk figuron gjatësia valore X. Këto valë nuk tregojnë dis- 
persion dhe shpejtësia e përhapjes së tyre është e barabartë me shpej- 
tësinë e fazës. Shpejtësia e kësaj përhapje është proporcionale me 
rrënjën katrore të thellësisë së ujit. 


c) Lëvizja e grimcës në valë 
Do të shënojmë amplitudën e funksionit (6) me 

u-Ach k(z + h) 

Atëherë potenciali i shpejtësisë shkruhet në formën: 


( 19 ) 
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# — u cos ( kx “ wt) 

Komponentet e shpejtësisë së grimcës janë: 

Vx ™— — k u sin (kx — 

dx 


( 20 ) 


a-0 


32 


cos (fcx — coO 


Për komponente mund të shkruajmë derivatet e koordinatave sipas 
kohës: 


dx 

dt 

dz 

dt 


Integrojmë sipas kohës: 


— Jcu sin Ocx - co£) 
u' cos (dx — co£) 

k 


x — x 0 — u cos (kx — cot) 
a> 


2" Z 0 


U' 


(0 


sin (kx — wt) 


Shënojmë shkurtimisht amplitudat me 




/c w . 

a — , & 

(0 0 ) 


kurse ekuacionet e sipërme e marrin formën: 

x~x 0 


cos (kx — cof) 


a 


OLJÇr = si n (fcx - oit) 
b 


I ngrisim në katrorë dhe i mbledhim: 


(*?)■ + ("?)’ 


= 1 


Shohim se çdo grimcë në valë përshkruan elipsë. Pra, te valët në ujë 
grimcat nuk lëvizin poshtë-lartë, sikurse e mendojmë në formën më 
të thjeshtë, por oshilojmë rreth pozitave të tyre ekuilibruese (x 0f y 0 ) f 
duke përshkruar rreth tyre elipsa. 
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Gjysmëboshtet e këtyre elipsave janë: ! 

a = — u = A — ch k{z + h) 

w OJ 

£> = — = ^ — s/l fc(iSJ + ft) 
ti) 0) 


Kurse marrëdhënia e tyre: 


• ■ > 

— + (21) 
a 

Siç shihet, kjo marrëdhënie ndërro me 2 . Në fund të ujit z=~~ h kjo 
marrëdhënie është e barabartë me zero, pra 6 — 0 dhe elipsa degjene- 
rohet në drejtëz horizontale. Kah sipërfaqja kjo marrëdhënie rritet, 
duke marrë vlerë më të madhe në vetë sipërfaqen: 


b 

a 



( 22 ) 


Ekscentriciteti i këtyre elipsave është 

e = Va 2 -b 2 = 4 — (22) 

0) 

gjithkund njësojë. 

Nëse uji është shumë i thellë, atëherë h/\~> oo, kurse th ( 27 ch/A)-»l. 
Nga shprehja (21) do të kemi: 

b = a 


kurse grimcat në sipërfaqe të ujit përshkruajnë rrathë. 


Ky është ligji i rrjedhjes së lëngut viskoz nëpër gyp kapilar. Për 
lëngjet viskoze, Njutni ka paraqitur shprehjen për forcë të fërkimit 
në mes të dy shtresave fqinje të cilat lëvizin me shpejtësi të ndryshme. 
Kjo formulë shprehet në formën: 


T = v}S 


dv 

dx 


( 1 ) 


Kjo tregon se forca e fërkimit të brendshëm është proporcionale me 
sipërfaqen e takimit të shtresave dhe ndërrimit të shpejtësisë në njësi 
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të gjatësisë në kahje normale të sipërfaqes së takimit. Faktori i pro- 
porcionalitetit V paraqet konstante specifike të iëngut dhe përcakton. 
vetitë e tij për fërkim të brendshëm. E quajmë koeficient të lëngut 
viskoz. 

Do të supozojmë se në gypin 
kapilar lëngu rrjedh në shtresa. 

Kjo do të thotë se në çdo shtre- 
së shpejtësia është konstante dhe 
si e tillë ndërron vetëm nga shtre- 
sa në shtresë. Në gypin kapilar 
shtresat e kanë formën e cilind- 
rit të hollë dhe të zbrazët, sikur- 
se tregon fig. 66. Le të jetë rrezja 
e brendshme e sipërfaqes së 
shtresës r. Në këtë sipërfaqe sipas (1) vepron forca e fërkimit 

T = r} 2 %rl (2)' 

dr 

Sipërfaqja e jashtme e ka rrezen r + dr, kurse forca e fërkimit që 
vepron në te është: 

T =“^ 2izl(r + dr) = 

l dr dr 2 / 



= “ 2 ^ 71 :l 


[ &v . & z v 7 , dv 

| r + r dr + — 

\ dr dr 2 dr 



(3) 


Këtu nuk e kemi përfill anëtarin (dr) z si madhësi të vogël të rendit 
të lartë. 

Përveç këtyre forcave, në shtresë veprojnë edhe forcat në baza, 
rezultantja e të cilave është e barabartë me ndërrimin e presioneve 
Pi~~p z . Kjo duhet të shumëzohet me sipërfaqen e bazës 2tc rdr. Pra: 

/ = (jPi — Pz) 2nrdr (4) 


Kur shtresa lëviz me shpejtësi konstante, atëherë ekziston ekuilibrimi 
dinamik në mes të forcave, prandaj forca e fërkimit duhet të jetë e ba- 
rabartë me forcën lëvizëse. Pra: 


rjMt — - r)2izl (r — + r — dr + — dr ) « (Pi “ Pz) 2 izrdr 

dr \ dr dr z dr / 


Dy anëtarët e parë majtas thjeshtohen, pastaj pjestojmë me 2 %dr. Do 
të ngelë: 


_ ( d 2 v , dv 

y)l r + — 

\ dr 2 dr 


(Pi - Pz) r 
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ose 


( r n-v* r 

dr \ dr / r}l 

E integrojmë 

r =- ^ + c 

c^r 


gÇ£i r + £L 

dr 'fy]l r 


E integrojmë edhe një herë: 


v r 2 + C • Inr + D (5) 

4>]Z 

Kanë ngelur të përcaktohen konstantet e integrknit. Kuptojmë se du- 
het të merret C = 0, sepse në të kundërtën për r = 0 shpejtësia v -» <x> 
që fizikisht nuk ka kuptim. Për përcaktimin e konstantes së integrimit 
D do të marrim konditën kufitare: 

v = 0 për r ~ R 

ku me R e kemi shënuar rrezen e gypit. Zëvendësojmë: 

0 =“ - &ZB . rz + n 
*ni 

prej nga: 




£=2l. 

4t]Z 


Kur këtë e zëvendësojmë në (5) fitojmë: 


(JJ2 _ r 2) 


( 6 ) 


Kjo është formula e shpëmdarjes së 
shpejtësive në prerjen tërthore të gypit 
kapilar. Varshmëria në mes të v dhe r 
është paraholike. Pra, nëse në prerjen 
tërthore të gypit e vizatojmë në çdo pi- 
kë vektorin e shpejtësisë, këta do të jenë 
të shpëmdarë në sipërfaqen e një para- 
Fig. 67 boloidi rrotullues, sikurse tregon fig. 67. 

Do të përcaktojmë vëllimin e lëngut 
i cili kaion nëpër gyp kapilar në njësi të kohës. E njehsojmë sipas 
shprehjes: 



Ç= fvdS 


(7) 
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Për element të sipërfaqes marrim bazën e shtresës. Pra, dS = 2 nrdr. 
Zëvendësojmë në (7) shprehjen (6) dhe do të kemi: 

R 

0 = f — ( R ? ~ r 2 ) 2 Ttrdr — 

J 4ijl 

o 


= jtiPi_p^_r iR2j . _ dr 

2 ni J 

o 

niPi-Pz) / R2 _ J&_\ _ 7z(Px~p 2 ) R* 

2 y }1 \ 2 4 / 8r y Z 


( 8 ) 


Kjo është formula e Fuazelit për rrjedhjen e lëngut viskos. Sikurse 
shihet nga (8) vëllimi i lëngut i cili kalon nëpër gyp kapilar në njësi 
të kohës është proporcional me shkallën e katërt të rrezes së gypit 
kapilar dhe ndryshimit të presioneve në fund dhe në fillim të tij. Gjith- 
ashtu, është proporcional i zhdrejtë me gjatësinë e gypit, por varet 
prej llojit të lëngut. Lëngjet viskoze me koeficient të viskozitetit më 
të madh më ngadalë lëvizin nëpër gyp. 

Njehsimi i deritashëm vlen vetëm për gypa të hollë, sepse jemi 
bazuar në supozimin e rrymimit shtresor. Në gypa të gjerë, rrymimi i 
lëngut viskoz nuk është shtresor dhe nuk mund të shfrytëzohet shpreh- 
ja (8). 


10. E&XJACIONI I NAYIEK-STO&SIT 

Për iëvizje të fluideve ideale vlen ekuacioni i Ojlerit (XI .5 ,4) dhe 
si i tillë nuk mund të përdoret për lëvizje të fluideve viskoze. Kur lë- 
viz fiuidi viskoz, në te veprojnë edhe forcat e fërkimit të brendshëm 
të cilat duhen të shprehen në ekuacionin e lëvizjes, prandaj për lëvizjen 
e tyre vlen ekuacion tjetër. Këtë ekuacion e kanë paraqitur Navieri 
dhe Stoksi prej nga edhe e mban emrin, Ky ekuacxon, ndryshon nga 
ekuacioni i Ojlerit vetëm për anëtarin i cili në vetvete përmban vepri- 
min e fërkimit të brendshëm. Qëllimi ynë është që të përcaktojmë këtë 
anëtar. 

Do ta zbërthejmë shpejtësinë e lëvizjes në tri komponente. Kom- 
ponentja e saj x në largësi të vogla ndërron për: 

dv x = dx + dy + — dz (1) 

dx dy dz 

Këtë formulë do ta plotësojmë duke i shtuar dhe zbritur dy anëtarë 
në këtë mënyrë: 
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dv x - 

dv x 

dx + — 

tdv,_ 


dx 

2 

V dy 


+ 

1 i : dv. 

dVy 



2 \ dy 

dx 


dv, 

dx 




+ 


dy + 4 


dv, 

dz 


■dVx 

dz 

dv z 

dx 


+ 


dVz 

dx 

dz 


dz +’ 


( 2 ) 


Kuptojmë se dy anëtarët e fundit paraqesin komponentet e një rrotu- 
liimi, kurse tre anëtarët e parë elementet e një deformimi. Në mënyrë 
të ngjashme mund të shkruajmë edhe formulat për ndërrimin e kom- 
ponenteve tjera të shpejtësisë. Nga (2) dhe formulat tjera të ngjashme 
përfitojmë elementet e tenzorit të deformimit të ndërrimit të shpejtë- 

sisë, të cilat do tl shënojmë me §. Matrica e tij është: 



' 8„ 

5 xy 

s« N 

8 = 

Syx 


8,« 



Ky 

8« / 


me këfco eiemente: 


(3) 



dV; 

> %xy~ 

-H 

' dv x 

+ dv >). 


1 

f + 

dv z 

dx 

2 \ 

. dy 

dX ) 


2 * 


dx 

5„ = 

£ 

co 

II 

> ^yz ' 

= „L 

(&L + . 

dVz\ 

, 8zz ; 

_ dVz 



dy 

2 

\ 

dy ) 


dz 



(4) 


Keto deformime janë rrjedhim i veprimit të ndonjë force. Nëse këto 
forca i marrim në një të sipërfaqes, fitojmë presionet. Presionet janë 
rezultat i viskozitetit dhe gjithashtu formojnë një fcehzor. Elemenfcet e 
tenzorit të presionit do të jenë proporcionai me eiementet e tenzorit 
të deformimit (3). Prandaj shkruajmë: 


tik - Kh ik (5) 

Do të përcaktojmë faktorin e proporcionalitetifc K. Fillojmë nga for- 
mula e Njutnit (XI .9.1), e cila për presione e ka formën: 


Në atë rast ajo vlen për lëvizje të fluidit vefcëm në kahje të boshfcit x, 
prandaj v y = v z — 0. Meqë ndërrimi i shpejtësisë është në kahje të bosh- 
tit z në formulën (6) duhet të shkruajmë t XZ} kurse nga (5) dhe (4) 
kemi: 


v dv ‘ = K i dv * 

dz 2 dz 

prej nga përffundojmë se: 
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Kurse shprehjen (6) duhet ta shkruajmë kësisoji: 

t ik - 27fo (7) 

Kjo ështe lidhja në mes të elementeve të tenzorit të presiomt të visko- 

zitetit dhe tenzorit të deformimit të shpejtësisë. _ _ 

Të mendojmë një element të vëllimit të fluidit brinjët e të cilit ja- 
në paralel me boshtet e koordinatave me gjatësitë e tyre dx, dy dhe 
dz. Në sipërf aqen dy • dz, e cila është normal ndaj boshtit x, veprojnë 
komponentet e presionit p**. p yx dhe Në sipërfaqen e majtë të këtij 
elementi vepron forca e fërkimit me r-komponenten: 

ttx(x) dy • dz 

kurse në sipërfaqen e djathtë është: 

txxix + dx ) dy • dz 
E zhvillojmë në seri të Tejlorit: 

txxix + dx) — txx(x) + dx 

dx 

Kurse shuma e këtyre dy forcave është: 

Txxdx = — — dx dy dz 
dx 


ose 


T xx = 


dtxx 

dx 


Kurse nga (7) dhe (4) kemi: 

= ^ (8) 
dX” 

Në sipërfaqe të elementit të vëllimit të cilat qëndrojnë normal ndaj 
boshtit y vepron re-komponentja e presionit t yx dhe në mënyrë të ngja- 
shme fitojmë: 

rp __ dtyx 


kursenga (7) dhe (4) kemi: 


20 Hyrje në fizlkë teorike 
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T v 


V 


/ d 2 v. 
V dv l 


+ 

dv 2 dxdyf 


(9) 


Më në fund për x-komponenten e forcës e cila vepron në sipërfaqet 
e elementit të vëllimit të cilat qëndrojnë normal ndaj boshtit z kemi: 


r„ = v (l2 t + ^-\ 

\ dz z dxdz) 


( 10 ) 


pasi tl mbledhim (8), (9) dhe (10) fitojmë r-komponenten e forcës 
së fërkimit në element të vëllimit. Pra: 


T x 


•» (SHSl 

\ d a? 


+ 


d 2 Vx 

dy z 


+ 


&Vx 

dz 2 


+ 7) 


dx \ dx 


dv x + dVy_ 


dy 


dVx 

dz 


v) Av x + 7} (div v) 

dx 


Te fluidet e pangjeshuri div v — ti, prandaj anëtari i dytë nuk figuron. 
Mbetet 


T x tqAzJj. 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për komponentet tjera të presio- 
nit të forcës së fërkimit. Kur t’i shprehim në formë vektoriale fitojmë: 

T = tjA v (11) 

Këtë anëtar duhet t’ia shtojmë ekuacionit të Ojlerit në anën e djathtë 
dhe fitojmë: 


p) qj — * — * — * — * 

p + p qrad — - pvxrotv-f- grad p + nA v (12) 
dt 2 


Ky është ekuacioni i Navier-Stoksit për lëvizjen e fluideve viskoze. 


11. FOEMM E STOKSIT PSR KEZISTENCE TE FERKIMIT 

TË SFERËS 

Le të rrjedh lëngu viskoz me shpejtësi relativisht të vogël në një 
kahje. Në rrugë të këtij rrymimi le të gjendet sfera me rreze a prej 
materialit të ngurtë. Nga presioni dhe fërkimi i lëngut me sipërfaqen 
e sferës ky do të veprojë ne sferë me një foreë. Formulën për këtë 
forcë e ka përcaktuar Stoksi. E njëjta formulë mund të përdoret edhe 
kur lëngu pushon, ndërsa sfera lëviz me shpejtësi konstante nëpër lëng. 
Forca në këtë rast paraqet rezistencën e lëngut. 
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1 | 

Për përfitimm e formulës së Stoksit fillojmë nga ekuacioni i Na- 
vier-Stoksit (X.10.12). Në rastin tonë problemi është stacionar, pran- 
daj shpejtësia nuk varet nga koha ashtu që anëtari i parë në anën e 
majtë të ekuacionit nuk figuron. Do të supozojmë që shpejtësia e lën-; 
gut është e vogëi dhe mxmd të mos i përfillin anëtarët te të cilët para- 
qiten katrorët e saj apo prodhimet. Kësisoji nuk do të paraqiten edhe 
dy anëtarët tjerë në anën e majtë. Gjithashtu, supozojmë se nuk ek- 

zistojnë forcat e jashtme, prandaj / = 0. Atëherë nga ekuacioni i lëviz- 
jes mbetet: 

grad p =• r)Av ( 1 ) 

Së bashku me te duhet të vlejë edhe ekuacioni i kontinuitetit: 


div v~ 0 


( 2 ) 


Përveç këtyre ekuacioneve, duhet të paraqesim edhe konditat kufitare. 
Në largësi të madhe nga sfera fusha e rrymimit është homogjene dhe 

vlen v - v 0} ku v Q është shpejtësia e këtij rrymimi, kur nuk ekziston 
sfera. 


Problemin do ta zgjidhim në koordinate polare 
me origjinë në qendër të sferës dhe bosht polar 
në kahje të rrymimit. Në këtë mënyrë fusha e 
rrjedhjes nuk varet prej koordinatës <p. Shpej- 
tësinë e rrjedhjes do ta zbërthejmë në dy kom- 
ponente, sikurse tregon fig. 68. 


v r ~ v 0 cos'B’ 
v ~~ v 0 sinO’ 


(3) 


kur oo. Parashenja minus pranë v tregon 
se ka kahje të kundërt nga zmadhimi i këndit &. 
Në vetë sferen vlen kondita: 


v r ~v =0 për r = a (4) 



sepse sfera është në qetësi dhe nga fërkimi edhe 
shpejtësia e lëngut në sipërfaqe të saj duhet të Hg. 68 

jetë e barabartë me zero. 

Kësisoji problemi është shtruar matematxkisht. Duhet të zgjidhim 
ekuacionet (1) dhe (2), duke i shfrytëzuar konditat (3) dhe (4). Këtu 
kemi dy funksione të panjohura: presionin p dhe shpejtësinë v. Për 
të ehminuar njërën shfiytëzojmë formulën e njohur: 


rot rot v = grad div v~~ Av 


kurse nga (2) ngel: 
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A v =— rot rot v 


kurse (2) e merr formën: 

. . 

grad p =— rj rot rot v (5 ) 


Kërkojmë divergjencën e shprehjes së fimdit 

div grad p = 0 

sepse divergjenca e rotorit gjithmonë është e barahartë me zero. Kkua- 
cionin e fituar mund ta shkruajmë kësisoji 

Ap — 0 (6) 


E zhvillojmë laplasjanin në koordinate polare 


ja_ A M.\ + _I — L 

dr \ dr / sinO' d$ 



= 0 


Anëtarin e tretë nuk e kemi shkruar, sepse p nuk varet nga cp. Do të 
tentojmë që si zgjidhje të këtij ekuacioni të marrim funksionin: 


p — Ar n cos#’ 


(7) 


dhe të përcaktojmë shkallën e n ashtu që (7) të kënaqë (6), E zëven- 
dësojmë: 

JL (nr** 1 ) cosO’- — (sin 2l 9’> r n = 0 

$r shiO' d$ 

ose 


prej nga 


n(n 4- 1) r n cost> - 2 r n cosd 1 = 0 


n 2 + ?2 — 2 = 0 

Zgjidhjet e këtij ekuacioni janë: 

w — — 2 dhe = 1 

Në konsiderim vjen vetëm zgjidhja e parë, sepse e dyta dërgon deri 
te mundësia që potenciali të hëhet pamharim i madh, çka nuk ka kup- 
tim. Nga zgjidhja e parë për n, (7) do të ketë formën 
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Më tatje duhet t’i kërkojmë komponentet e shpejtësisë. Fillojmë nga 
shprehja (2) të cilën duhet ta zhvillojmë në koordinata polare. Do 
të kemi: 


JL 

r 2 


— (r*i> r ) + 
dr 


1 

7 sinO’ 


(sinOu^) + 
39’ 


1 dv* 

r sinO* 


Edhe këtu anëtari i tretë nuk vjen në konsiderim f sepse asgjë nuk va- 
ret prej <p. Nga shprehja e fundit gjejmë: 


ia 


sinO> d& 

E kryejmë derivatin sipas r: 


(sinO' r • ©*) ==- 


'a 

ar 


(r 2 v r ) 


'd 


sin9* 99* 


sin9* ) 

0r 


3r 2 


(r*v r ) 


(9) 


( 10 ) 


Do ta zhvillojmë shprehjen (5) në koordinata polare. Nga matematika 
është e njohur se komponentet polare të rotorit janë: 


rot f v = 
rot$ v 


r sin9* 
1 


<L (sin ^)- 

Lafr a<p J 


9«r 


r sinft 


ar 


(r»«) 


( 11 ) 


* 1 

rot^v — — — (ru$) 
r dr 


JL 0U r 
r 


09* 

0 


Meqë në rastin që po e shqyrtojmë = 0 dhe = 0 rrjedh: 

0Ç 


> * 

rot r u = rot$ v = 0 

Por, neve në (5) na nevojitet rotori i dyfishtë. Sipas shprehjes së parë 
dhe të tretë të (11) dhe 0/0 cp = 0 kemi: 


rotrrot v = 


rsinO* 09' 1 


1 sin9* 

i a . . i 

(rv&) 

dV r 11 

1 

-i 

CD 

*s 

09’ j| 


Në anëtarin e parë paraqitet shprehja (10), prandaj e zëvendësojmë 
dhe nga (5) fitojmë: 


4- (r J Vr) + — 

r 2 0r 2 r 2 sin0 09* 


\ 09* / 7] 


7] 0r 


2A 

7jr 3 


cosO* (12) 
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Kësisoji e kemi eliminuar v$. 

Do të marrim se v r përcaktohet me shprehjen: 

v r = f(r) cos-9 1 (13) 

ku f(r) është funksioni të cilin duhet ta përcaktojmë. E zëvendësojmë 
këtë shprehje në (12) të cilën së pari e kemi shumëzuar me r 2 . 

(2r/ + r 2 /') cosO’ + — — (— sin a +) /=— cos+ 

: dr sin^- rçr 


ose 

? r 2 /" + irf' =— (14) 

/ ■ • ■ Tjr 

Kësisoji kemi fituar ekuacionin diferencial për përcaktimin e funksio- 
nit /. Ky është jo homogjen dhe një integral partikular i tij është: 

/ = -+ (15) 

y]T 

për çka mund të bindemi lehtë nëse e zëvendësojmë në (14). 

Për zgjidhjen e ekuacionit homogjen: 

r 2 f" + 4 r/ y = 0 (16) 

e shumëzojmë me r 2 dhe e shkruajmë në formën: 


d 

dr 


(r 4 /') = 0 


E integrojmë 


kurse integrimi i dytë na jep 


V 


B~ 

r 4 


/=- 


B 

3r* 


+ C 


(17) 


Shumën e (17) dhe (15) e zëvendësojmë në (13). Fitojmë: 
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Që të fitojmë komponenten e dytë të shpejtësisë e shumëzojmë (18) 
me r 2 dhe e derivojmë sipas r: 

— (r 2 Vr) = + 2Cr\ cosO’ 

dr \ r\ 3 r 2 / 

Këte e zëvendësojmë në (9): 


sinO d& 

E integrojmë sipas 0: 


(sin+ ) 


4 + — + 2Cl cosS’ 


yjr 


3 r z 


sinfl't^ =- (— + — +2 C 
\ Tjr 3 r 3 


j J sinO* 


cosO- dO + D 


Vlera e integralit është: 


sin 2 0 


prandaj kemi: 


v* 


A + - 5 - + q\ + ^ 


2 yr 6 r 3 


sinO 


Kuptojmë se konstantja D duhet të jetë e barabartë me zero, sepse 
në të kundërtën për 0=0 komponentja e kësaj shpejtësie bëhet pa- 
mbarim e madhe. Prandaj, kjo komponent do të jetë: 




-M 

V 2 7] 


+ ^L_ 

r\r Or 3 


+ C| sinO 


(19) 


Kanë ngelur të përeaktohen konstantet e integrimit me ndihmën e 
konditave kufitare. Për r oo fitojmë: 

v r = C cosO 

dhe kur ta krahasojmë me (3) shohim se është: 

C~v 0 

Për r ~ G, nga (18), (19) dhe kondita (4) kemi: 


0 = 


A 

r\a 


B 

3 a r 


+ Vr, 


0 ~ — 4 — + v 0 

2 r\a 6 a 3 
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Nga këto fitojmë: 


A * 

V 

£=- 


3 

3 


v 0 a 


v 0 a 6 


m foazë të tyre (18), (19) dhe (8) do të kemi formën përfundimtare: 

V r “ ^ 1 ~ 

Vb = 


3 a + 

A 


Vo COS+ 

2 r 

2 

r 3 ) 


i + &- 

+ 

tt \) 

| VoSinO' 

4 r 


4 r 3 ) 

r 


p 


3 Vpa 
2 r 2 


7} cosft 


( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 


Kalojmë tani në njehsimin e forcës me të cilën lëngu vepron në 
sferë* Së pari do ta njehsojmë forcën e cila është rezultat i presionit. 
Në sipërfaqe të sferës, për r = a vepron presioni në kahje të boshtit 
polar: 


— p cos& = — — yj cos^ 

2 a 

Elementi i sipërfaqes së sferës është: 

dS = 2 a?K sinfr dfr 

kurse tërë forcën e fitojmë, duke integmar nëpër sipërfaqe të sferës: 

% 

F t — 3 a v 0 y\% J cos 2 fr sinfr 
o 

Meqë integrali e ka vlerën 2/3, fitojmë: 

F t = 2 7i )V 0 r}a (23) 

Në sferë veprojnë edhe forcat e fërkimit të cilat shkaktojnë presionet 
sipas (XI.10.7): 

tik =“ 2 TjSijt 

Në sipërfaqe të sferës veprojnë vetëm ato presione të cilat janë nor- 
mal në elemente të sipërfaqes së saj dhe këto fitohen për indeks i = r. 
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Indeksi i dytë nuk mund të jetë r, sepse presionet e fërkimit janë tan~ 
gjencial. Gjithashtu, nuk mund të jetë as <p, sepse nga kjo ndryshore 
asgjë nuk varet, nuk varet as lëvizja në kahje të saj. Prandaj, ka nge- 
lur vetëm elementi aktiv: 


trt=— 2rfi r (24) 

Tregohet në matematikë se në koordinate polare është: 


25 r# = i.9% + 

r dr dr r 


(25) 


Pra: 


t r 


d 


r} 


l_ dVr + dv$ _ 


r dr dr r 

Kur të zëvendësojmë në (26) shprehjet (20) dhe (21) fitojmë: 

t r § -■ — sinO’ 

2 a 


(26) 


(27) 


Komponentja e këtij presioni në kahje të iëvizjes së lëngut është: 

t r $ sinO 1 — sin 2 0- 

2 a 


E integrojmë dhe do të kemi: 

jr 

F 2 — 3 7zv a r { a f sin 3 fr 
o 

Ky integral e ka vlerën 4/3, prandaj vlen: 

F z = 4 rzrp 0 a (28) 

Kësaj force duhet tla shtojmë forcën (23) dhe përfundimisht fitojmë: 

F~§rzr}V 0 a (29) 

Kjo është formula e Stoksit për forcë të rezistencës së sferës në rrje- 
dhjen e lëngut viskoz. 




PJESA E DYTE 




x. fxjsha elekteostatxke ne boshllek 


a) Rekapitulim I xijohurive nga kursi i përgjithshëm 

Do të ndërtojmë teorinë e fushës elektrostatike, duke u bazuar 
në të dhënën eksperimentale të cilën e shpreh ligji i Kulonit, Kuloni 
me matje e ka përcaktnar ligjin e forcës me të cilën tërhiqen apo 
dëbohen dy sasi pikësorë të elektricitetit. Ka treguar se kjo forcë është 
proporcionale me sasitë e elektricitetit, por proporcionale e zhdrejtë 
me katrorin e largësive të qendrave të tyre. Nëse sasitë e elektricite- 
teve i shënojmë me q t dhe q z , kurse largësinë reciproke të tyre me r„ 
atëherë ky ligj shprehet në formën: 


F = k 


Qi q * 
r 2 


U> 


Kjo shprehje e përcakton vetëm intensitetin e saj. Por, forca është 
madhësi vektoriale, është dëbuese apo tërheqëse, që do të thotë se 
vepron në kahje të vijës e cila i bashkon sasitë e elektriciteve. Kjo 

është kahja e vektorit r, prandaj mund të shkruajmë: 


F=k && 7 (2) 

r 3 

Meqë ekzistojnë dy Uoje të elektriciteve, pozitiv dhe negativ, sasitë q L 
dhe q 2 janë madhësi me parashenjë. E dimë se në mes të elektriciteve 
të kundërta vepron forca tërheqëse, prandaj në këte rast prodhimi 
Cj-y q z është negativ dhe forca ka kahje të kundërt nga largësia r. Ajo 
tenton ta zvogëlojë këtë gjatësi. Në të kundërtën, kur elektricitetet janë 

të një Uoji, prodhimi q t q 2 është pozitiv, forca ka kahje të vektorit r 
dhe tenton të zmadhojë largësinë në mes të elektriciteve. Si e tillë 
është forcë dëbuese. 

Në shprehjet (1) dhe (2) paraqitet faktori i proporcionalitetit k. 
Vlera e kësaj konstante varet prej njësive me të cilat i shprehim ma- 
dhësitë në ligjin e Kulonit. Ne do të shfrytëzojmë sistemin e raciona- 
lizuar të M-K-S njësive . Në këtë sistem, sasia e elektricitetit shprehet 
me Kulon (amper sekondë), largësia në metër, ndërsa forca në njutën.. 
Kësisoji, kjo konstante e ka vlerën: 
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fc - 8,987 • 10 9 


N m 2 
C % 


ose në mënyrë të rrumbullakuar: 


( 3 ) 


fc = 9 • 10 9 


N m 2 
C 2 


(3a) 


Në fund duhet cekur se llgji i Kulonit vlen vetëm për sasi pikësore 
të elektriciteteve, sepse vetëm atëherë largësia në mes tyre është e 
përcaktuar gjeometrikisht. Por, sasitë e elektriciteteve pikësore nuk 
ekzistojnë. Ky mund të jetë i shpëmdarë në ndonjë vëllim apo nëpër 
ndonjë sipërfaqe. Për fat elektriciteti i cili është i shpërndarë në më- 
nyrë të njëtrajtshme nëpër sipërfaqe të sferës zotëron ashtu thuase 
është i koncentruar në qendër të saj. Prandaj, sasinë pikësore të ele- 
ktricitetit mund ta zëvendësojmë me një sferë të vogël në sipërfaqe 
të së cilës njëtrajtësisht është i shpërndarë elektriciteti. 

Të mendojmë se në vëllim të caktuar kemi elektricitet të shpër- 
ndarë. Atëherë në hapësirë rreth tij diktojmë një veprim. Nëse në çdo 
pikë të hapësirës bartim një elektricitet provues, atëherë mund të ma- 
sim forcën e cila vepron në te. Në pika te ndryshme të hapësirës kjo 
forcë do të jetë e ndryshme edhe per nga intensiteti edhe për nga 
kahja e veprimit. Themi se në këtë hapësirë zotëron një fushë e forcës 
të cilën e quajmë fushë elektrike. 

Meqe forca elektrike varet edhe nga sasia e elektrieitetit provues, 
me marrëveshje merret që kjo sasi është +1. Kësisoji intensitetin e 
fushës elektrike mund ta definojmë si forcë me të cilën fusha vepron 
në elektricitetin +1. Pusha është grumbull vektorësh në të gjitha pikat 
e saj. Çfarë është ajo, varet prej atij elektriciteti i cili e shkakton atë. 
Këtë elektricitet e quajmë burim të fushës. 

Fushën elektrike do ta shënojmë me simbolin E. Nëse në fushë 
:gjendet sasia q e elektricitetit, atëherë fusha në te vepron me forcë: 


F^qE ( 4 ) 

Kjo është e qartë sepse E paraqet forcën me të cilën fusha vepron 
në njësi të elektricitetit, ndërsa në elektricitetin q vepron me forcë q 
herë më të madhe. 

Pusha elektrike është fushë vektoriale. Sikurse çdo fushë vektori- 
ale, edhe këtë mund ta shprehim me ndihmën e vijave vektoriale të 
cilat i quajmë vija të forcës së fushës elektrike. Këto vija kanë formë 
të atillë që kahja e fushës elektrike në çdo pikë të tyre përputhet me 
tangjenten. Numri i vijave të forcës i përgjigjet intensitetit të fushës 
elektrike në atë vend, kështu që vendet ku ato janë të dendura tregoj- 
në se fusha është e fuqishme, kurse në ato vende ku ato janë të rralla 
fusha është e dobët. Pasi fusha elektrike në çdo pikë te hapësirës e ka 
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vetëm një kahje të vetme, duhet të merret se nëpër çdo pikë kalon 
vetëm një vijë e forcës. Kësisoji, vijat e forcës së fushës elektrike 
formojnë sistem vijash të cilat nuk prehen në mes vete. 

Një formë e veçantë e fushës elektrike është fusha homogjene. 
Kjo fushë në çdo pikë të hapesirës së shqyrtuar është e njëjtë, kurse 
vijat e forcës së saj janë drejteza paralele dhe ekuidistante. 

Me ndihmën e vijave të forcës elektrike mund të definojmë fluksin 
elektrik. Të mendojmë në fushë elektrike një sipërfaqe të çfarëdoshme. 
Fluksi elektrik paraqet numrin e vijave të forcës elektrike të cilat ka- 
lojnë nëpër sipërfaqe të dhënë. Për përcaktimin e fluksit duhet të de- 
finojmë kahjen pozitive të normales në sipërfaqe. Të gjitha vijat e for- 
cës elektrike të cilat me normalen pozitive mbyllin kënd të ngushtë 
japin kontribut pozitiv të fluksit, kurse ato të cilat mbyllin kënd të 
gjerë japin kontribut pozitiv të fluksit, kurse ato të cilat rnbylhn kënd 
të gjerë japin kontribut negativ. 

Meqë dendësia e vijave të forcës është e barabartë me numrin e 
tyre në njësi të sipërfaqes të vendosur normal, rrjedh se intensiteti i 
fushës elektrike është i barabartë me fluksin në njësi të sipërfaqes të 
vendosur normal në vija të forcës. Çfarëdo sipërfaqe të dhënë e ndaj- 
më në numër të madh të elementeve të saj. Meqë elementi i sipërfaqes 
nuk është i përcaktuar plotësisht me madhësinë e vet, sepse ka edhe 
orientim të caktuar në hapësirë, është e nevojshme që elementin e si- 
përfaqes ta shprehim si vektor i cili ka kahje të normales pozitive në 
sipërfaqe, kurse madhësinë e barabartë me madhësinë e sipërfaqes. 

Le të, jetë një element i tillë dS. Në përgjithësi kahja e fushës E 
nuk do të përputhet me normalen në sipërfaqe, por këta dy vektorë 
mbyllin një kënd a. Projeksioni i elementit të sipërfaqes në rrafshin 
norma! në kahje të fushës do të jetë: 

dS cosa 

Meqë intensiteti i fushës është i barabartë me fluksin në njësi të si- 
përfaqes, duhet ta shumëzojmë me komponenten normale të elementit 
të sipërfaqes që të fitojmë fluksin nëpër atë element. Pra: 

d<$> — E cosa • dS 

Në &nën e djathtë gjendet vlera e prodhimit skalar, prandaj e shkru- 
ajmë shkurtimisht: 


= E dS 

Që të fitojmë fluksin nëpër tërë sipërfaqen e dhënë duhet t*i mbledhim 
kontributet për fluks nga të gjitha elementet. Kjo mbledhje na shpie 
te integrali sipërfaqësor: 


<!>= ! EdS (5) 

Pra, fluksi elektrik nëpër sipërfaqe të dhënë është i barahartë me in- 
tegralin sipërfaqësor të vektorit të fushës në atë sipërfaqe. 
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b) Teorema e Gausit për fluksin elektrik 

Do të përcaktojmë fluksin e fushës elektrike, burim i së cilës 
është sasia pikësore e elektricitetit q. Në këtë rast intensitetin e fushës 

e shprehim me ligjin e Kulonit. Burimi 
i fushës, elektriciteti q, vepron në elek- 
tricitetin +1 në largësi r me forcën: 

E = fc -2- (6) 

r 2 

Sipërfaqen e dhënë e ndajmë në elemen- 
te të vogla të saj. Në fig. 69 është viza- 

tuar një element i sipërfaqes dS. Vek- 
tori i fushës ka kahje radiale, prandaj 
duhet të merret komponentja normale 
e këtij elementi e cila e ka vlerën 

dS n = dS cosa 

Fig. 69 kurse fluksi e ka vlerën 

d$ = EdS n 

Elementin e sipërfaqes mimd ta shprehim me ndihmën e këndit hapë- 
sinor dQ me të cilin ky element shihet nga hurimi i fushës. E dimë 
se këndi hapësinorë definohet si sipërfaqe e sferës me rreze një njësi. 
Në figurën 69 kemi konin me kulm në burim të fushës, i ciii prehet 
me dy sfera: njera e ka rrezen r dhe sipërfaqen e prerjes dS n> kurse 
tjetra rrezen një njësi dhe sipërfaqen e prerjes dQ. E dimë nga gjeo- 
metria se sipërfaqet e prerjes së këtyre sferave qëndrojnë sikurse kat- 
rorët e rrezeve të tyre. Pra: 

dS n : dQ = r 2 : 1 

Prej nga: 

dS n = r 2 dQ 

kurse fluksi nëpër element të sipërfaqes është: 

d<E> = E r*dQ 

Nga shprehja (6) kemi: 

E r z = kq 

prandaj vlen 

di I> = kqdQ 

Pluksi total fitohet me integrim nëpër tërë sipërfaqen: 
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$ = /cM> - & g / 

Integrali në anën e djathtë është i barabartë me këndin hapësinor Q 

<[> =fc çQ 

Rezultatin e fituar do ta zbatojmë për ndonjë 
sipërfaqe të mbyliur. Në këtë rast duhet të 
dallojmë dy mundësi: 1) burimi 1 fushës gjen- 
det jashtë saj dhe 2) brenda saj. 

Do të merremi vesh se te sipërfaqet e 
mbyllura kahja pozitive e normales është 
gjithmonë nga jashtë. Do të tërheqim të gji- 
tha tangjentet nga burimi i fushës në sipër- 
faqe të dhënë, Këto tangjente formojnë një 
kon sikurse tregon fig. 70. Takimi i këtyre 
tangjenteve me sipërfaqe qëndron në një vi- 
jë e cila këtë e ndan në dy pjesë, të lartën S t 
dhe të poshtën Nëpër çdonjërën sipërfaqe 
kalon i njëjti fluks: 

= <$> 2/ — k qQ 

sepse të dyjat shihen me të njëjtin kënd Q. Por, nga orientimi i kahjes 
pozitive të normales duhet të merret fluksi nëpër 5 X si pozitiv, kurse 
nëpër S 2 si negativ. Pluksi nëpër tërë sipërfaqen është: 

# = = 0 ( 8 ) 

Kjo do të thotë se çdo vijë e forcës, e cila hynë në sipërfaqe të mby- 
llur, nga ajo duhet të dalë dikund. Këto vija kalojnë nëpër sipërfaqe, 
por asnjëra prej tyre brenda sipërfaqes as nuk fillon e as nuk mbaron. 

Të shqyrtojmë rastin e dytë kur burimi i fushës gjendet brenda 
sipërfaqes. Këndi hapësinor m.e të c ilin shihet kjo sipërfaqe nga huri- 
mi është: 


(7) 



Fig. 70 


Q = 4 tc 


kurse nga (7) fitojmë 


® = 47zkq ( 9 ) 

Nëse dëshirojmë që shprehjet të jenë racionale, atëherë duhet të elimi- 
nohet iracionaliteti 4tc. Për këtë arësye e definojmë konstanten e re 
me zëvendësim: 


e 0 = 


4 7c k 


Vlera numerike e saj është: 


( 10 ) 
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e 0 = 8,859 • 10'“ ----- (11) 

V m 

dhe e quajmë konstante dielektrike të boshllëkut. Me ndihmën e saj 
shprehja (9) e merr formën: 

<b=S- ( 12 ) 


Kjo tregon se brenda sipërfaqes gjendet burimi i fushës nga i cili da- 
lin q/e 0 vija të forcës. Me fjalë të tjera, çdo njësi e elektricitetit është 
burim i l/e 0 vijave të forcës elektrike. Me nocionin burim kuptojmë 
fillimin e vijave të forcës, nëse elektriciteti është pozitiv, dhe mbari- 
min e tyre, nëse elektriciteti është negativ. 

Nga (5) dhe (12) kemi: 

$EcLS== -S- (13) 

£ 0 

Kjo formulë shpreh teoremën e Gausit për fluks. 

Shprehja e fituar mund të zgjerohet edhe për rastin kur si buxim 
fushe paraqiten sasitë pikësore të elektriciteteve Qi, q 2 . . ♦ Qn- Në një 
pikë të hapësirës çdo njëri prej burimeve jep intensitetin e fushës së 
vet i cili rrjedh nga ligji i Kulonit. Nëse këto intensitete i shënojmë me 
E u E 2 , . . E n , atëherë për rezultante të tyre fitojmë shumën vektoriale: 

i= i; £ 

i^i 

ndërsa fluksi nëpër ndonjë sipërfaqe të mbyllur e cila përfshin të 
gjitha këto burime përcaktohet në mënyrën: 

§EdS^§ t EidS^ t $ dS 

i^i i~i 

Në anën e djathtë qëndron shuma e flukseve të të gjitha burimeve. 
Fër çdo njërin prej tyre vlen shprehja (13), prandaj fitojmë: 

n 

§EdS= - 1 - y q, (14) 

i^i 

Kjo shprehje paraqet teoremën e Gausit për fluks të fushës burim të 
së cilës janë sasitë pikësore të elektricitetit, 

' ! ; Kemi cëkur më lartë se zakonisht elektriciteti gjendet i shpëmda- 
rë në ndonjë vëllim apo sipërfaqe. Le të jetë i shpëmdarë në ndonjë 
vëllim. Këtë e ndajmë në elemente të vogla të tij, Njëri prej tyre le të 
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jetë dx. Në përgjithësi sasia e elektricitetit ndërron nga vendi në vend, 
prandaj në çdo element do të jetë tjetër. Do të definojmë si dendësi 
të eiektricitetit madhësinë: 


P- 


dq 

dx 


(15) 


Dendësia e elektricitetit varet prej koordinateve të pikës rreth së 
cilës është përshkruar elementi i vëllimit dx, pra është funkison i ko- 
ordinateve. Shpërndarja e elektricitetit do të jetë e njohur nëse na 
ështe e njohur p si funksion i koordinateve. 

Nëse zgjedhim elemente mjaft të vogla të vëllimit, atëherë elektri- 
cxteti në to zotëron sikurse sasi pikësore e elektricitetit dhe mund të 
zbatojmë shprehjen (14). Në çdo njërin element gjendet sasia e elek- 
tricitetit: 


dq ™ p dx 

dhe duke i mbledhur këto sasi fitojmë: 


lim £ Qfi= J pdx 

n->oo ;=} 

kurse për fluks të fushës së elektricitetit të shpëmdarë në hapësirë 
fltojmë: ^ 

$EdS= f pdz (16) 


c) Ekuacioni themelor diferencial i elektrostatikës 

Shprehjet për teoremë të Gausit (13), (14) dhe (16) tregojnë li- 
dhjet në mes të fushës elektrike dhe burimeve të saj. Këto formula 
janë dhënë në formë integrale. Do të kryejmë transformimin e tyre 
nga forma integrale në atë diferenciale. 

Fillojmë nga (16). Në anën e majtë të saj gjendet integrali sipër- 
faqësor, kurse në të djathtën vëllimor. E dimë nga matematika se in- 
tegralin sipërfaqësor nëpër sipërfaqe të mbyllur mund ta shndërrojmë 
në integral vëllimor nëpër vëllim të eilin e mbyll ajo sipërfaqe. For- 
mulën për këtë shndërrim e ka dhënë Gausi dhe ajo ka formën: 

§ E dS f div E dx 
kurse (16) mund ta shkruajmë: 

f div E dx = -r- f pdx 

Ea J 
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Meqë kjo duhet të vlejë për çfarëdo vëllimi të mundshëm dhe për çfa- 
rëdo shpëmdarje të mundshme të elektrieitetit, duhet përfunduar se 
këto dy integrale mund të jenë të baraharta vetëm nëse funksionet në 
integrale janë të barabarta. Pra: 


dioi=— (17) 

P 

Ky është ekuacioni diferencial i cili lidh fushën elektrike me burimet 
e saj. Quhet ekuacion themelor i fushës elektrostatike. 

Dihet, gjithashtu, nga matematika se funksioni vektorial nuk është 
plotësisht i përcaktuar vetëm me divergjencën e vet. Prandaj, për për- 
caktimin e fushës elektrike nevojitet edhe një ekuacion diferencial i cili 

përcakton rotorin e vektorit E. Atë do ta përfitojmë më vonë. 


2. POTENCIALI ELEKTRIK 

a) Potenciali i fushës së sasisë pikësore të elektricltetit 

Le të jetë si burim i fushës elektrostatike sasia pikësore e elektri- 
citetit q. Në pikën e larguar për r nga hurimi i fushës, intensiteti i saj 
përcaktohet me shprehjen (6). Kahja e veprimit të saj përputhet me 

kahjen e largësisë r, prandaj e përcakton vektori unitar r 0 . Pra: 

E = k -2- Y 0 (1) 

r 2 

E dimë se: 

r Q ~ grad r 

dhe 


JL JL /_2_\ 

r 2 dr \ r / 

kurse (1) mund ta shkruajmë 

E = --- ( k — \ grad r 

dr ' r / 

dhe nga rregulla e gradientit të funksionit të përbërë: 



ELEKTROSTATIKA 


325 


Kjo shprehje tregon se fusha elektrike mund të shprehet si gradient 
i një funksioni skalar: 


F=fc-2- (3) 

r 

dhe e quajmë potencial të fushës elektrike. Nga (2) cthe (3) lidhja në 
mes të fushës dhe potencialit shprehet në formën: 

E~~~gradV (4) 

Ky fakt e lehtëson mjaft njehsimin në teori të elektricitetit. Në të vër- 
tetë, potenciali është funksion skalar dhe çdo pikë e hapësirës për- 
caktohet me një numër. Përkundër kësaj, fusha elektrike është funk- 
sion vektorial dhe në çdo pikë të saj duhet përcaktuar tri komponen- 
te të këtij vektori. Prandaj, është më thjesht që së pari të përcaktojmë 
shperndarjen e potencialit të fushës elektrike e pastaj, duke shfryfcë- 
zuar (4), të përcaktojmë vetë fushën. 


b ) Potenciali i fushës së elektricitetit të shpërndarë 
në mënyrë të vazhduar 

Le të jetë burimi i fushës elektrike sistemi i sasive pikësore të 
elektricitetit q if q 2 , . . • <?«. Për intensitet të kësaj fushe në ndonjë pikë 
kemi shprehjen: 


E 


I E r 

i = / 




Qt 

r? 


Toi 


ku me r t e kemi shënuar largësinë nga burimi i %- të deri te pika në të 
cilën e përcaktojmë fushën. Në mënyrë të ngjashme sikurse te një bu- 
rim kemi: 


n 



i“I 


ose 


E grad ^ (5) 

i =2 


Prej nga për potencial të fushës fitojmë: 


n 



/=»/ 


V = fc 


( 6 ) 
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Tani mund të kalojmë në njehsimin e fushës, hurim i së ciiës është 
elektriciteti i shpërndarë në mënyrë të vazhduar. E ndajmë këtë hapë- 
sirë ne elemente të vogla të vëllimit dz dhe në njërin prej tyre gjendet 
elektriciteti dq — p dx. Zëvendësojmë në (6) dhe pas .kaiimit kufitar, 
shuma shndërrohet në integral dhe fitojmë: 

V=k f (7) 


Këtu duhet integruar nëpër vëllim ne të cilin është i shpërndarë elek- 
triciteti. Dendësia e eiektricitetit është funksion i vendit të elementit 
të vëilimit, kurse r paraqet largësinë e këtij elementi nga pika në të 
cilën e përcaktojmë potencialin. Prandaj, nëse na është e njohur shper- 
ndarja e elektricitetit në hurim të fushës, atëherë p dhe r janë funk- 
sione të njohura të koordinatave dhe me integrimin (7) mund të për- 
caktojmë shpëmdarjen e potencialit. 

Si hurim fushe mund të merret edhe elektriciteti i shpërndarë në 
ndonjë sipërfaqe, për shembull në sipërfaqe të një përcjellësi. Në këtë 
rast mund të definohet dendësia sipërfaqësore e elektricitetit: 



si funksion i vendit në sipërfaqe. Nga ky definicion rrjedh se në ele- 
ment të sipërfaqes dS gjendet sasia e elektricitetit: 

dq = a dS 


Pasi ta zëvendësojmë në (6) dhe të kryejmë kalimin kufitar, për ele- 
mente shumë të vogla, fitojmë shprehjen për potencial: 



(9) 


Integrimi duhet kryer nëpër sipërfaqe në të cilën është i shpërndarë 
elektriciteti. 


c) Tensioni elektrik 

I hashkojmë dy pika P x dhe P 2 në fushë elektrike me lakoren C. 
Kur gjatë kësaj vije e bartim elektricitetin +1 nga P t deri në P 2 , atëhe- 
rë për te duhet kryer punë, sepse elektriciteti i bartur gjendet vazhdi- 
misht nën ndikimin e fushës elektrike. Nga mekanika e dimë se puna 
përcaktohet me integralin vijor të forcës përgjatë rrugës. Pra, puna në 
fushë elektrike është: 
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Zëvendësojmë në (4): 


ose 


A — — f g Ta d y d T 
Pt 


A=~ fdV^Vi-V, ■ ' (10) 

P, 

Këtu me V y e kemi shënuar potencialin e fushës elektrike në pikën Pi, 
kurse me V 2 potencialin në pikën P 2 . Formula e fituar tregon se puna 
gjatë bartjes së elektricitetit +1 nga një pikë e fushës në tjetrën është 
e barabartë me ndryshimin e potencialit të atyre pikave. Këtë ndry- 
shim potenciali e quajmë tension elektrik i.cili zotëron në mes të dy 
pikave të fushës. Shprehja (10) tregon se puna nuk varet nga rruga 
nëpër të cilën kryhet bartja. Kjo është veti tipike e forcave konserva- 
tive, prej nga përfunclojmë se intensiteti i fushës elektrostatike është 
forcë konservative. 

Në shprehjen (10) fitojmë potencialin V x nëse V 2 = 0. E dimë se 
potehciali është x barabartë me zero në pikat pambarim të iarguara. 
Nga këtu përfundojmë se potenciali i pikës së fushës është i barabartë 
me punën që duhet kryer që të bartet elektriciteti +1 nga pambarimi 
në pikë të shqyrtuar të saj. 


d) Fashtjellshmërla e fushës elektrostatlke 

Fakti se fusha elektrostatike mund të përfitohet nga potenciali i 
saj tregon nje veti mjaft të rëndësishme. Fusha elektrostatike është 
fushë pa shtjella. Këtë mund ta vërtetojmë shumë lehtë. Nëse fusha 
ka potencial, atëherë vlen formula: 

E =~~ grad V (n> 

Intensiteti i shtjellave të fushës shprehet me rotorin e saj. Nga (11) 
kemi 

rot Ë =— rotgradV 

Nga matematika e dimë se roto.ri i gradientit të çdo funksioni skalar 
është identikisht 1 barabartë me zero. Pra: 

rotE — 0 (12) 

Kësisoji është vërtetuar pashtjellshmëria e fushës elektrostatike. Shpre- 
hja (12) paraqet ekuacionin e dytë themelor diferencial të fushës elek- 
trostatike. Ekuacioni i parë themelor është paraqitur në XII. 1.7). 
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e) Ekuacionet themelore diferenciale për potencial 

Elmacionet themelore diferenciale të fushës elektrostatike mund 
t ? i shprehim edhe me ndihmën e potencialit. Lidhja në mes të fushës 
dhe potencialit shprehet me: 

E —— grad V 

Pasi ta zëvendësojmë në (12), kuptojmë se ky është identikisht 1 kë- 
naqur. 

E zëvendësojmë shprehjen e fundit në (XII. 1.17) dhe fitojmë 

div grad V -£-■ 

£o 

Operatori në anën e majtë paraqet laplasianin, prandaj shkruajme 

AV=- - P ~ (13) 


Ky ekuacion diferencial quhet ekuacion i Puasonit, prandaj potenciali 
i fushës elektrike paraqet një zgjidhje të ekuacionit të tij. Në hapësirë 
ku nuk ka elektricitet të shpërndarë p = 0 dhe vlen: 

AF = 0 (14) 

Shprehja e fundit njihet me emrin ekuacion i Laplasit dhe do të shër- 
bejë si pikënisje për zgjidhjen e disa problemeve në elektrostatikë. 


f ) Teorema e Grinit 

Teorema e Grinit paraqet një shprehje themelore integrale dhe 
tregohet mjaft e rëndësishme për analizën e disa problemeve në teori- 
në e fushës elektrostatike. Kjo përfitohet lehtë, duke filluar nga teore- 
ma e Gaus-Ostrogradskit: 


jdivadx=§adS (15) 

ku a është një funksion vektorial i pakuptuar në hapësirën e integri- 
mit së bashku me derivatin e parë të vet. Do të paraqesim dy funk- 
sione arbitrare y dhe 4 > me derivate të para dhe të dyta, gjithashtu, 
të pakëputura në hapësirë të integrimit. Me ndihmën e tyre formojmë 
vektorin 


a= $ grad cp (16) 

Duke u bazuar në vetitë e supozuara të funksioneve 9 dhe tp në vekto- 

... 

rin a mund të zfoatohet teorema e Gaus-Ostrogradskit : 
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J div (<Jj grad 9 ) d% — $<j; grad c p dS 


(17) 


Pasi vlen: 


(<p grad cp) = div grad <p + grad cj> ■ grad 9 = 41A9 + V<|> • Vcp 


dhe 


grad cp dS ~ prad cp n dS ~ — - dS 

ku me ?z e kemi shënuar normalen dalëse në sipërfaqe S. 

Duke i shfrytëzuar dy shprehjet e fundit (17), mund ta shkruajmë në 
formën: 


. f (tjjAtp + V4» • V<p) dx = -52- ds (18) 

dn 

Nëse 1 ndërrojmq rolet e funksioneve c p dhe c]j dhe teorema (15) zhato- 
het për vektorin cp grad cj>, fitohet shprehja: 

f (<pAt|) + Vtp • Vtp) dx = £cp -5i- dS (19) 

dn 

Nëse e zhresim. (19) prej (18) fitojmë: 

f (cbAm — oAcL) dx = </> ( cp — 9 dS (20) 

\ dn dn/ 

Metoda e Grinit qëndron në zhatimin e kësaj teoreme integrale për 
zgjidhjen e disa ekuacione diferenciale. Do ta zbatojmë për përcakti- 
min e potencialit të sistemit të elektrizimeve vëllimore. 

g) Zgjidhja e ekuacionit të Puasonit 

Të mendojmë sipërfaqen S e cila mhyll në vetvete sistemin e sasi- 
ve të elektrociteteve sikurse tregon fig. 71, Supozojmë se potenciali dhe 
derivatet e tij në këtë hapësirë janë të fundëm dhe të pakëputur, për- 
veç në sipërfaqen S lf në dy anët e së cilës na janë të njohura vlerat e 
potencialit dhe të derivateve të tij. 
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Supozojmë në vazhdim se në shpreh- 
jen (20) me i> e kemi shënuar potencialin, 
kurse me c p funksionin 1/r, ku r paraqet 
largësinë nga pika M në të cilën e kërkoj- 
më potencialin deri te elementi arbitrar i 
vëllimit dx. E rrethojmë pikën M, në të ci- 
lën e kërkojmë potencialin me sferën e vo- 
gël S 0 me rreze R dhe sipërfaqen S x me. si- 
përfaqe të mbyllur S/. Kësisoji hapësira 
G është e kufizuar nga jashtë me sipërfa- 
qen S, kurse nga brenda me sipërfaqen S a 
dhe S t '. E zbatojmë teoremen e Grinit në 
këtë hapësirë. Fitojmë: 


J ^ grad -i- - — grad çj; J dS « J 4>A - JL 


dx (.21) 




Meqe në çdo pikë të hapësirës GA 



0, pasi të zëvendësojmë në 


(21) ekuacionin e Fuasonit: 


AV 


JL 

e,> 


duke theksuar se në rastin tonë 4 = V do të kemi: 


/( 

S+S/+S, 


V grad 


grad V 


) ai -/ tI 


dx 


J ( v c J md ~ ~ grad V j dS + J ^ V grad J ~ -- grad yj dS + 


n 


+ / ( V grad — 


s/ 


grad V i dS 


j 

G' 


p d% 


( 22 ) 


Për sipërfaqe të madhe, e cila në vetveti përfshin tërë fushën, integrali 
i parë tenton në zero sikurse — , pasi funksioni nën integral tenton 


në zero sikurse — - r. Pra, do të vlejë: 
r 3 
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J | V grad — ~ — grad V ( dS = 0 


( 23 ) 


Në integralin e dytë integrimi duhet të kryhet në të dy anët e sipërfa- 
qes S u sepse S x ' -+ S ± . Nëse madhësitë e njërës anë të kësaj sipërfaqe 
i shënojmë me indeks 1, kurse të anës tjetër me indeks 2, do të kemi:: 


/( 


V grad — — - grad dS 
r r / 


/[ 


Vi 


*s 

ose 


a i 

dn r 


UdV 


r \dn /ij 


dS + 


/[■ 




r 


dn /2 




V grad — prad F 

r r 


s/ 


) s5 -/ 


r r/aF\ _ /aF 

J [l an 'i \ dn 


iV t - V 2 ) -2- — dS 
d n r 


dS 


( 24 ) 


2 J r 


Në integralin e tretë kemi: 

/ 


F grrad — “ — grad V 
r r 


dS 


V — — i~ — 1 dS 

r r 


Meqë normalja në S 0 është e orientuar kah qendra e sferës, do të kemi: 


JL .jl 

dn r 


d 1 = 1 ^ dV dV 

dr r r 2 ar 


/( 


V grad 


grad V ) dS — / ( V — 


i- dS 

r* r dr J 


dhe nga teorema e vlerës mesatare: 


v + jl_ _av ' 1 

£ 2 i? ar > 


4r:i2 2 — 4r:F+4Tci2 


ar 


kur ~^0 anëtari i dytë bie, kurse V tenton në vlerën e potencialit në 
pikën M. Pra: 
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V grad 


I 

r 


1 


r 



dS =• 4 k V K 


(25) 


s 0 

I zëvendësojmë lerat e integrale të fituara në (22), duke dijtur se në 
kalimin kufitar G' -» G. 


/ 


iVi- 


VJ -5- i- dS 
r 



\ dn /a. 


_1_ 

r 


dS + 4 7v V M = 



prej nga 



(26) 


■Nëse potenciali dhe derivatet e tij në tëre hapësirën e shqyrtuar janë 
të fundëm dhe të pakëputur, dy anëtarët e fundit në (26) biejnë dhe 
për potencial do të kemi vlerën: 





p d'z 
r 


kurse nga (XXI. 1.10) kemi: 



(27) 


Shihet se shprehja (27) është identike me shprehjen (7), por këtu e 
kemi fituar duke e integruar ekuacionin e Puasonit. 

Përveç kësaj metode të përgjithshme, ekzistojnë edhe metoda të 
tjera për zgjidhjen e prohlemit të potencialit, ndër të cilat meriton të 
ceket metoda e shembëllimit, për të cilën do të bëhet fjalë më vonë. 


3. PË&CJEIXËSIT NË FUSHË ELEKTROSTATIKE 

Me përcjellës kuptojmë ata trupa nëpër të cilët mund të lëvizë ele- 
ktriciteti. Nga kjo veti përcjellësit në fushë statike tregojnë dasa veti 
karakteristike. Që elektriciteti në përcjellës të mbetet në qetësi, nuk 
duhet të ekzistojë fusha elektrike në te, sepse çdo fushë e tillë do të 
shkaktojë lëvizjen e elektricitetit. Prandaj, përcjellësit zotërojnë ashtu 
që në brendësi te tyre fusha elektrostatike është gjithmonë e barabartë 
me zero. Këtë të dhënë e ka treguar Faradeu me të ashtuquajturin ka- 
faz të Faradeut. 
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Që fusha elektrostatike në hrendësi të përcjeliësit të jetë e bara- 
bartë me zero, duhet që potenciali i fushës në brendësi të jetë kon- 
stant. Prandaj, tërë përcjellësi së bashku me sipërfaqen e vet paraqet 
vend në të cilin potencialx është i barabartë. Themi se sipërfaqja e 
përcjellësit paraqet sipërfaqe ekuipotenciale, 

Meqë fusha dhe potenciali janë të lidhur me shprehjen: 

E =— grad V 

kurse gradienti i ndonjë funksioni skalar është gjithmonë vektor, i cili 
qëndron normal ndaj sipërfaqeve të vlerave të njëjta, përfundojmë se 
kahja e fushës elektrike është gjithmonë normal në sipërfaqe të për- 
cjellësit. 

Kur në përcjellës bartet një sasi elektriciteti, nga forcat dëbuese 
në mes të pjesëve të njëjta të sasisë së elektricitetit ato do të shpër- 
ndahen ashtu që të jenë larg njëra-tjetrës, prandaj elektriciteti shpër- 
ndahet vetëm në sipërfaqe të tij. 

4. KONDITAT KUFITAEE Tg FUSHES ELEKTROSTATIKE 
NË SIPËEFAQE NË TË CIUËN ËSHTË I SHPËENDAHË 
EUEKTEICITETI 


Të mendojmë një sipërfaqe në fushë elektrostatike në të cilën 
është i shpëmdarë elektriciteti. Le të jetë dendësia sipërfaqësore a 
funksion i njohur i vendit në sipërfaqe. Duhet pritur se ky elektricitet 
do të ndikojë në fushë elektrostatike. Dhe me të vërtetë fusha në një- 
rën anë të sipërfaqes ndryshon nga fusha në anën tjetër të saj. Ndë- 
rrimi i fushës në sipërfaqe i kënaq disa kondita të cilat i quajmë kon- 
dita kufitare dhe të cilat do t’i përcaktojmë në vazhdim. 

Sipërfaqja e shqyrtuar e ndanë hapësirën në dy pjesë. Intensitetin 
e fushës në njërën anë do ta shënojmë me indeks 1, kurse në anën tje- 
tër të sipërfaqes me indeks 2. Vektorët e fushës do tl zbërthejmë në 
dy komponente. Njëra ka kahje të normales në sipërfaqe, kurse tjetra 
ka kahje të tangjentes në te. Prandaj, simbolikisht mund ta shkruajmë: 




E ln 

E lt 




(E zn \ 


Gjate kësaj marrim se dhe E z paraqesin fushat në afërsi të sipër- 
faqes dhe ashtu që njëra gjendet në njërën anë, kurse tjetra në anën 
tjetër. 

Formulën e teoremës së Gausit: 


§EdS— 

So 

do ta zbatojmë në sipërfaqe të cilindrit me lartësi shumë të vogël të 
paraqitur në fig. 72. Njëra e bazë e këtij cilindri e ka sipërfaqen dS 
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dhe gjendet në njerën anë të sipërfaqes, kurse baza tjetër e tij gjendefc 
në anën tjetër të saj. Mbështjellësi i cilindrit gjendefc gjithkund nor- 
mal në sipërfaqe dhe e ka lartësin 2 dn. 



Në formulën e mëparshme para- 

qitet prodhimi skalar E dS, i cili ësh- 
të i barabartë me prodhimin e eiemen- 
fcit të sipërfaqes dhe komponentes nor- 
male të vektorit të fushës në këtë si- 
përfaqe. Në bazën e sipërme të cilin- 
drit kjo është komponentja normale 
e fushës E ln dhe konfcributi i bazës për 
fluks është E ln dS. Në bazën e posht- 
me komponentja normale është E 2n . 
Sipas marrëveshtjes për parashenjën e 
" fluksit kjo komponente jep kontribut 
negativ — E 2n dS. Nëse gjafcësinë e pe- 
rimetrit të bazës e shënojmë me l, atëherë për kontribut të fluksit nga 
mbështjeilësi duhet marrë komponentet tangjenciale dhe sipërfaqefc e 
mbështjellësit të cilindrit nga çdo njëra anë. Sipërfaqja e mbështjellë- 
sit në njërën anë të sipërfaqes kufitare është Idn, kurse kontributi i 
për fluks është E lt Idn. Sipërfaqja e mbështjellësit nën sipërfaqen ku- 
■fitare jep E v Idn, ndërsa fluksi i tërësishëm është: 


Fig. 72 


E in dS - E zn dS + E lt Idn + E v Idn - -2- 

s 0 

Qe të arrijmë me baza të cilindrit në afërsi të sipërfaqes kufitare du- 
het të kryejmë kalimin kufitar për dn 0. Atëherë ngel: 


(E ln - E zn ) dS - -2L 

Në anën e djathtë gjendet sasia e elektricitetit, e cila gjendet bresnda 
cilindrit. Këtë mund ta shprehim me odihmën e dendësisë sipërfaqë- 
sore q = a dS. Pas thjeshtësimit me dS fitojmë: 

E w -E w =^- ( 1 ) 

£ 0 

Kjo është njera prej konditave kufitare dhe tregon se komponentja 
normale e intensitetit të fushës në sipërfaqe kufitare ka kërcim për 

madhësinë — . 

Shprehjen (1) mund ta shkruajmë edhe me ndihmën e vektorëve. 

Nëse vektorin unitar në kahje të normales e shënojmë me n Q , atëherë 
komponentet normale janë të barabarta me prodhimin skalar: 
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E ln 'H'o E^ Clh.© H *zn ~~~ n 0 E z 
dhe (1) e shkruajmë në formën: 

n 0 E^ — n„ E z = — (2) 

So 

Nëse dëshirojmë që këtë konditë ta shprehkn me ndihmën e po- 
tencialit, atëherë duhet marrë në konsiderim se komponentja e gra- 
dientit në kahje të dhënë është e barabartë me derivatin në atë kahje: 


E ln 

- (—) dhe E„-- 



\ dnJ i 

\ dn/ \ 


kurse kondita (1) e merr formën: 

(— )' - (— )' - — < 3 > 
V dn 1 2 \ dn / 1 s o 

Ne këtë rast indeksi 1 dhe 2 tregojnë se duhet marrë derivati i njërës 
anë dhe i anës tjetër në sipërfaqe kufitare. 

Do të përcaktojmë konditën e dytë. Këtë e fitojmë duke zbatuar 
formulën (XII .2.12) sipas së cilës është: 


J rot E dS ~ 0 

të cilën me ndihmën e teoremës së Stoksit e shkruajmë: 


§ E dr = 0 


E zbatojmë këtë në vijën e mbyllur të paraqi- 
tur në fig. 73. Një element i rrugës është har- 
ku dr në njërën anë të sipërfaqes, kurse tjetri 
në anën tjetër të saj. Këto dy harqe janë të li- 
dhura me pjesët e normaleve 2 dn> Komponentja 
e fushës në kahje të dr është E h kurse në kahje 
të dn është E n . Pasi tl mbledhim kontributet e 
të katër pjesëve të rrugës, fitojmë: 


/ 



E lt dr 4 E ln dn 4 E zn dn — E tt dr ~~ E 2n dn ~~E ln dn = 0 


Kalimin në sipërfaqe kufitare e kryejmë kur dn->0 dhe do të kemi: 

E lt ~~ E zt ~ 0 


ose 


E lt — E zt 


(4) 
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Kjo është kondita e dytë kufitare dhe tregon se komponentet tangjen- 
ciale të fnshës në të dy anët janë të barabarta. 

Konditën (4) mund ta shprehim edhe në formë vektoriale, kësisoji: 

to - to 


ose 


n 0 x E 2 (5) 


ku me t 0 e kemi shënuar vektorin unitar në kahje të tangjentes në si- 
përfaqe kufitare. 

Kjo konditë e shprehur me ndihmën e potenciaiit e ka formën: 


(— i - (— ) 

\dtJi \ dt /2 


( 6 ) 



Konditat e përfituara kufitare tregojnë se 
vektori i fushës elektrostatike gjatë kalimit 
nëper sipërfaqe në të cilën është i shpër- 
ndarë elektriciteti menjëherë e ndërron ka- 
hjen dhe intensitetin e vet. Ky ndërrim kry- 
het ashtu aë komponentja tangjenciale e 
fushës e ruan vlerën e vet, kurse kompo- 
nentja normale ndërron për or/s 0 . Në fig. 
74 se pari është vizatuar vektori i fushës 

E i në pjesën e poshtme të sipërfaqes kufi- 
tare. Këtë vektor e zbërthejmë në kompo- 
nenten tangjenciale E lt dhe në komponen- 
ten normale E ln . Në pikën e anës tjetër të 
sipërfaqes duhet vizatuar po të njëjtën lco- 
mponente tangjenciale E lt = E zt) por qe të 
fitojmë komponenten normale, duhet kom- 
ponentes normale të sipërfaqes në pjesën e 


poshtme t'ia shtojmë madhësinë a/e 0 E Zn = E ln 4- — . Komponentet e 

fituara si rezultante na japin vektorin e fushës në këtë anë të sipër- 
faqes. 

Në rast se elektriciteti është i shpëmdarë në sipërfaqe të përcje- 
llësit, konditat kufitare thjeshtësohen. Në të vërtetë dihet se në bren- 
dësi të përcjellësit nuk ka fushë elektrike. Nëse me indeks 2 e shënoj- 
më brendësinë e përcjellësit, atëherë vlen: 


E zt — 


E Zn — 0 


(7) 


prej nga rrjedh: 
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„ G 

E ln = — (8) 

£o 

clhe 

&tt = 0 (9) 

Shprehja e fimdlt tregon se në dalje të përcjellësife nuk ka komponente 
tangjenciale. Prandaj, vektori i fushës elekfcrike gjithmonë qëndron 
normal në sipërfaqe të përcjellësit. Intensifceti i kësaj fushe në afërsi 
të përcjellësifc ëshfcë a/e 0 . 


5. FUSHA ELEKT&IKE E SFEEËS SË MBUSHUR NË MËNYEË 
HOMOGJENE ME ELEKTRICITET 

a) Zgjidhja e ekuacionit të Fuasonit 

Si burim fushe le të jetë sfera e cila është e mbushur me elektri- 
citet, dendësia e të cilifc p ëshfeë konstante. Rrezen.e sferës e shënoj- 
me me a. Duhet të përcaktojmë fushën elektrostatike, kur si burim 
merrefc sfera e këtillë. Së pari do të përcaktojmë shpërndar jen e po- 
tencialit të kësaj fushe, duke dijtur se ky i nënshtrohet ekuacionit di- 
ferencial të Puasonit. 


£ 0 

Meqë kemi simetri sferike, njehsimin do ta kryejmë në koordinate 
sferike me origjinë në qendër të sferës. Nga kjo simetri, potenciali 
varet vetëm prej largësisë r nga origjina e jo edhe nga koordinatet # 
dhe cp. Prandaj, në shprehjen për laplasian në koordinate sferike e ma- 
rrim vetëm anëtarin e parë i cili varet prej largësisë r. Do të kemi: 

F= J- JL (V dV) 

r 2 dr \ dr ) 

E zëvendësojmë në ekuacionin e Puasonit dhe shumëzojmë me r 2 : 

Al r >w\ 

dr \ dr / 

E integrojmë: 

rt JV =z _^r L +A 
dr e 0 3 


nft ff J zftr<S 
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ose 

*L JL JL + A 

dr s 0 3 r 2 


( 1 ) 


kurse integrimi i dytë na jep: 


y =- 


p._ .I 2 . 

£o 6 



( 2 ) 


Kjo është zgjidhja e përgjithshme e ekuacionit të Puasonit për prob- 
lem sferik. 

Për përcaktimin e konstanteve të integrimit duhet të dallojmë dy 
mundësi: A është pika në të cilën kërkojmë potencialin jashtë sferës 
apo brenda saj. 


to ) Potenciali në pikat jashtë sferës 

Së pari shqyrtojmë rastin e pikës jashtë sferës, pra r> a. Në këtë 
pike p~0, Përveç kësaj, e dimë se në pikat pambarim të larguara nuk 
ka fushë dhe potenciali është i barabartë me zero. Pra, do të vlejë 
V =. 0 për r ~~> po. Që kjo të kënaqet, duhet konstantja B të jetë e bara- 
bartë me zero. Do të ngel: 

v,=- — (3) 

r 

Që të përcaktojmë konstanten tjetër, zbatojmë teoremën e Gausit për 
fluks në sferë me rreze r: 

$ E dS = çf> E r dS= q 

dhe e zëvendësojmë potencmlin sipas formulës: 

E,=- =- — - 


fitojmë: 



Integrali na jep sipërfaqen e sferës 4 %r z dhe do të kemi: 

A =*— — =- kq 
4tc£<> 

E zëvendësojmë vlerën e saj në (3): 
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v, = k -i (4) 

r 

Kemi fituar për potencial në ndonjë pikë të jashtme të njëjtën shpreh- 
je sikurse te sasia pikësore e elektricitetit. Kështu përfundojmë se po- 
tenciali dhe fusha e sferës së mbushur në mënyrë homogjene me ele- 
ktricitet është i atillë thuase tërë elektriciteti është i koncentruar në 
qendër të saj. 

Pushën elektrike e fitojme nga shprehja: 

B =- grad V =- grrad ifcq/r ~ — r a (5) 

r 2 


c) Potenciali ne brendësi të sferës 

Të shqyrtojmë rastin kur pika në të cilën e kërkojmë potencialin 
gjendet brenda sferës, pra, për r < a. 

Në brendësi të sferës gjendet edhe qendra e saj r = 0. Sikur të 
zëvendësonim në (2) këtë vlerë për potencial, do të fitonim vlerë pa- 
mbarim të madhe, Kuptohet se kjo nuk ka kuptim fizik, prandaj ky 
anëtarë nuk duhet të figurojë fare, përkatësisht e marrim A = O. Do 
të ngel: 


V t =-^~+B (6) 

6e 0 

Për përcaktimin e B paraqesim konditën kufitare të këtillë. Në sipër- 
faqe të sferës r = a, potenciali brenda sferës duhet të kalojë në mëny- 
rë të vazhdueshme në potencial jashtë saj. Pra: 

Vb — Vf për r = a 

Zëvendësojmë (6) dhe (4): 

+B = fc-5L 
6e a a 

Nëse zëvendësojmë k = 1/4tt£ 0 dhe q - 4rca 3 p/ 3, fitojmë: 

B = 

kurse (6) do të ketë formën: 

n=-£- 

6e 0 


a]p 


(Sa^ — r 2 ) (7) 
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Fusha elektrostatike shprehet kësisoji: 

E b ==- grad — (3a 2 - r 2 ) = grad r 2 = — r c (8) 

6e 0 6e 0 3s 0 

Rezultatet e fituara mund t’i paraqesto grafikisht. Figura 75 tregon 
varshmërinë e potencialit nga largësia r nga qendra e sferës në të cilën 
e kërkojmë poteneialin në çfarëdo pike. Lakorja përbëhet nga dy pjesë, 
Fër r<a duhet paraqitur shprehjen (7). Kjo është parabolë me pjesë 
konkave teposhtë. për r> a duhet paraqitur shprehjen (4), e cila tre- 
gon hiperbolë. Të dy lakoret bashkohen në pikën r = a. Në figurën 76 
është paraqitur varshmëria e intensitetit të fushës elektrostatike nga 
largësia r. Në brendësi kemi drejtëzan e cila fitohet nga viera abso- 


‘+r.u‘. 




lute e (8), kurse në pjesën e jashtme vlen vlera absolute e (5). Kjo 
pjesë e lakores është hiperbolë e cila asimtotikisht i afrohet boshtit r. 
Fdhe në këtë rast të dy lakoret në pikën r-a e kanë të njëjtën vlerë. 


6. FUSHA ELEKTRIKE E SFERËS NË SIPERFAQE TË SË CILËS 
ËSHTË I SHPËRNDARË ELEKTRICITETI 
NË MËNYRË HOMOGJENE 


Në këtë shembull si burim të fushës elektrostatike do të marrim 
sferën në sipërfaqe të së cilës është i shpërndarë elektriciteti në mëny- 
rë homogjene. Le të jetë rrezja e sferës a, kurse dendësia e elektrici- 
tetit sipërfaqësor a. Potencialin e fushës e njehsojmë sipas formulës 
(XII.2.9): 


F = k 
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Në këtë shprehje r paraqet 
largëslnë e elementit të si- 
përfaqes dS nga pika P në të 
cilën dëshirojmë ta përcak- 
tojmë potencialin. E ndaj- 
më sipërfaqen e sferës në 
elemente të sipërfaqes sikur- 
se tregon fig. 77. Këto ele- 
mente le të kenë formë shu- 
më të ngushtë të zonave sfe- 
rike, sepse të gjitha pjesët 
e zonës së këtillë e kanë të 
njëjtën largësi nga pika P. 
Sipërfaqen e një zone e fi- 
tojmë kur perimetrin e ba- 
zës e shumëzojmë me harkun 


ad'f- 


ashl?’ 



Pig. 77 


i cili e përcakton gjerësinë e zonës. Pra: 


ds — 2a 2 n • sin& 


E zëvendësojmë këtë vlerë në shprehje për potencial: 

Tr 2 f sinO'dO' 

V = 2 ka 2 iz<j j 

Pasi integrimi kryhet sipas këndit 0-, tërë sipërfaqen e sferës do ta 
mbulojmë, nëse ndërron nga 0 deri në n. 

Do të shënojmë largësinë e pikës R nga qendra e sferës me R. Nga 
figura 77 shohim se r, R dhe a paraqesin brinjët e trekëndëshit, për 
të cilën mund të zbatojmë teoremën e kosinusit: 

r 2 ~ R z + a 2 — 2 aR cosO' 

kurse nga diferenciali 


rdr — R a sinO* d$ 


fitojmë: 


sinO' dO 1 dr 

r aR 

Kësisoji integrimin sipas këndit 0- e kemi shndërruar në integrim si- 
pas r. Pra: 


V^k 


u 



r i 


ku me n dhe n i kemi shënuar ato vlera të r të cilat u përgjigjen kën- 
deve $ = 0 dhe $ — n. Pasi të integrojmë, fitojmë: 
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Ty . 2nao , 

V — Jc <r 2 “ n) 

R 


U) 


Së parx do të shqyrtojmë rastin kur pika P gjendet jashtë sferës. Atë- 
herë vlen: 


r z ~R + a dhe r v ~ R- a 


dhe fitojmë: 


V< = k 


4a 2 no 

R 


Meqë 4 na 2 paraqet sipërfaqen e sferës, do të kemi: 

q = 4noa 2 

ose për potencial: 

Vj — k -5- 
R 


( 2 ) 


Edhe në këtë rast potenciali në pxkat jashtë sferës është i barabartë 
me potencialin e sasisë pikësore të elektricitetit të koncentruar në 
qendër të sferës. 

Fusha elektrike është: 

E, = k £-R„ ' (3) 

R? 

Rasti tjetër paraqitet për pikën P në brendësi të sferës. Do të kemi: 

r z = a+ R dhe r x = a - R 
kurse nga (1) fitojmë: 


Vb — 4anak <4) 

Shohim se në të gjitha pikat brenda sferës potenciali është konstant. 
Fusha elektrike është: ' 

E b = 0 ’ (5) 

Pra, brenda sferës nuk ka fushë fare. 

Varshmërinë e potencialit nga largësia e pikës P grafikisht e tre- 
gon fig. 78. Në brendësi të sferës potenciali është konstant dhe e shpreh 
paralelja me boshtin e abshisës. Në pjesëxi e jashtme potenciali( bie 
sikurse 1 /R dhe e shpreh pjesa e hipeibblës. . , - £ 
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Në figurën 79 ësbtë paraqitur varshmëria e intensitetit feë fushës 
elektrike prej R. Brencla sferës fusha është e barabartë me zero dhe 
shprehet me pjesën e abshisës. Në sipërfaqe të sferës fusha ndërron 
per madhësinë Jcq/R dhe pastaj zvogëlohet sikurse 1 /R z . 


7. FOTENCIALI I CILINDEIT NË SIFËRFAQE TË SË CILIT 
ËSHTjË I SHPËRNDAEË ELEKTRICITETI 
NJË MENYRË HOMOOJENE 


Le të jetë si burim fushe cilindri pambarim i gjatë me rreze R,- në 
sipërfaqe të të cilit gjendet elektriciteti me dendësi sipërfaqësore kon- 
stante a. 

Nga forma e trupit në të cilin është i shpërndarë elektriciteti kup- 
tojmë se është më lehtë problemin ta zgjidhim në koordinate cilindri- 
ke, ashtu që boshti i sistemit koordinat =të përputhet me boshtih ë ci- 
lindrit. Në sistem të këtillë koordinatesh, potenciali varet vetëm prej 
r, por jo edhe nga koordinatet tjera <p dhe z. Në këto koordinate lapla- 
siani e ka formën: 


dr z r ar 


ose 


d z V + dV_ 
dr 2 dr 


— 0 


db^ që mund të shprehet si derivat i prodhimit: 



- >'•' *Yo i • 


Integrimi i parë jep : 


(I) 
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dV ^ B 
dr r 


( 2 ) 


kurse i dyti: 


V = Blnr + C (3) 

Tani duhet përcaktuar konstanten e integrimit. Do të supozojmë se 
në sipërfaqe të cilindrit potenciali është V oy pra: 


për r = R V — V 0 


Nga (5) fitojmë: 


C=V 0 ~ BlnR 


kurse (3) merr formën: 


V = Bln — + V 0 
R 

Koostanten tjetër e përcaktojmë nga: 

B— 

dr 


(4) 


(5) 


kurse nga (XII A .7) kemi: 



2 

z 0 


Shfrytëzojmë (2) dhe fitojmë: 



kurse (4) merr formën: 


V =- — Rln — - +V„ (6) 

&o R 

Kjo është shprehja për potencial të cilindrit pambarim të gjatë. Fusha 
elektrike fitohet nga (5), nëse për potencial zëvendësojmë (6). Do të 
kemi për intensitet të saj: 


J57 = 



( 7 ) 


Kahja e fushës është radiale ndaj boshtit të cilindrit, kurse kjo shpre- 
hje tregon se intensiteti i fushës është proporcional i zhdrejtë me lar- 
gësinë e boshtit të cilindrit nga vendi ku e kërkojmë atë. 
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8. POTENCIALI I FUSHËS SË ELEKTEICITETIT I CILI ËSHTË 
I SHPËRNBARË NË MËNYRË TË NJËTRAJTSHME 
NËPËR NBONJË GJATËSI 


Le të jetë elektriciteti me dendësi konstante p i shpëmdarë në gja- 
tësinë 2c. Do të përcaktojmë potencialin e fushës së këtij burimi. Do 
të vendosim origjinën e sistemit të koordinatave sikurse tregon fig. 80, 
me boshtin x në kahje të gjatësisë. Këtë do ta zbërthejmë në elemente 
të vogla. Le të jetë elementi i shqyrtuar me gjatësi dç, i cili e ka elek- 
tricitetin pdç, në vendin £. Nëse dëshirojmë të përcaktojmë potencialin 
në pikën P(x, y ), atëherë duhet të shfrytëzojmë formulën (XII.2.27), e 
cila për p = const . e ka formën: 

c 

V—kpJ (1) 

— C 


këtu me r duhet kuptuar lar- 
gësinë e pikës P nga elementi i 


gjatësisë dÇ. Nga figura 80 sho- 
him se vlen: 




r V (£ Ç) 2 + x s 

prandaj do të kemi: / 


'sJS' \ 

Pfxjr) 

M 

V=kp ( d> ° (2) \ 

J C V tx - ç) 2 + 1 \ 

për zgjidhjen e këtij integrali 
duhet shfrytëzuar zëvendësi- 
min: 

c o 

U— i 

— * — J 

t 



t^x-ç+ V (ff-Ç) 4 +0* (3) Fig. 80 

dhe nga ky rrejdh: 


dt =- dç 


1 + 




V ix - ç) 2 “+ t 


dhe 




dt 


v (X - O 2 + y z + X - ç 

kurse integrali shndërrohet: 

aç 


dt 

t 


i 


V (x - Ç> 2 + t 


/ 


dt 

t 


In t =— In \x ~ ç + V (x ~ Ç) 2 + y 2 ] 
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Tani duhet ti zëvendësojmë kufijtë sxpas (2) dhe për potenciai kemi: 

(4) 


V =kp in *JË£±Vj£ ±^l±.|g . 

x — c + V (x ™ c) 2 + y 2 


Që të kuptojmë këtë shprehje më mirë, do ta shqyrtojmë më hollë- 
sisht. Nga fig. 80 kemi: 


V (x + c) 2 4- y 2 = n dhe V ~ c) 2 4- y 2 = r 2 
kurse (4) mund ta shkruajmë: 

x + c + r. 


(5) 




x ~ c + r 2 


Sipërfaqet ekuipotenciale të kësaj fushe do të jenë ato sipërfaqe në 
të cilat shprehja nën logaritëm është konstant: 


x +- c 4- r : 
x — c + r z 


const = m 


( 6 ) 


I ngrisim në katrorë shprehjet (5), i zgjidhim sipas z/ 2 dhe i barazojmë. 
Do të fitojmë: 

Tx (x + c) 2 ~ r 2 2 ~ (x~ c) 2 
E zbërthejmë si ndryshim katrorësh: 

(r.-x-c)! (r a + x + c) = (r 2 ™ r -4- c) (r 2 + x - c) 

Nga (6) kemi: 

r x + x +■ c = m (r 2 +■ a? — c) 

dhe pas thjeshtësimit: 

(r x - x - c) m = r 2 - x + c (7) 

Nga dy shprehjet e fundit e eliminojmë x y pasi t'i kemi ndëiruar aiiët 
në (7) i mledhim dhe fitojmë; 


n + :r 2 +- 2c- m (r x + r 2 - 2c) 


prej nga: 


r s .+- r 2 = 2c. const 


, ( 8 ) 
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Pra, shuma e largësive të çdo pike të sipërfaqes ekuipotenciaie nga. 
skajet e gjatësisë së ngarkuar është konstant. E dimë se këso vetie 
tregon elipsoidi rrotullues, prej nga përfundojmë se sipërfaqet ekui- 
potenciale të kësaj fushe janë elipsoide rrotulluese, boshti i rrotullimit 
të .të cilave përcaktohet me kahjen e gjatësisë së ngarkuar, kurse vat- 
rat janë skajet e asaj gjatësie. 

Kemi theksuar në (XII.3) se sipërfaqja e përcjellësit është gjith- 
monë sipërfaqe ekuipotenciale e fushës së tij. Prandaj, të njëjtën shpër- 
ndarje të potencialit e fitojmë kur e ngarkojmë përcjellësin me sasi 
të elektricitetit q - 2c dhe i ciii ka formë të elipsoidit rrotullues. Mund 
të përfundojmë më tutje se fusha elektrike e përcjellësit të ngarkuar 
i cili e ka formën e elipsoidit rrotullues është identike me fushën e 
elektricitetit të shpërndarë njëtrajtësisht në gjatësinë e kufizuar me 
vatra të atij elipsoidi. 

Sfera paraqet formë speciale të elipsoidit te e cila të dy vatrat 
qëndrojnë në qendër të saj. Prandaj te përcjeliësi i ngarkuar, i cili ka 
formën sferike, fusha është e atillë thuase elektriciteti është i koncen- 
truar në qendër të saj, të cilën gjë e kemi treguar në (XII.5) në më- 
nyfë direkte. 

9. METODA E SHEMBËIXXMEVE ELEKTRIKE 

a) Sasia pikësore e elektricitetit pranë pllakës pamfoarim 
të rrafsfoët metalike të përtokësuar 

Le të gjendet sasia pikësore e elektricitetit q e larguar për a nga. 
pllaka metalike pambarim e rrafshët, e cila është e përtokësuar. Dë- 
sbirojmë të përcaktojmë potencialin e fushës elektrike i cili gjendet në 
hapësirë përreth elektrxcitetit q. Do të vendosim boshtin g të sistemit: 
të koordinateve cilindrike nëpër pikë në të cilën gjendet sasia e elek- 
tricitetit me origjinë në sipërfaqe të plla- 
kës. metalifce sxkurse tregon fig. 81. Koor- 
dinatet cilmdrike të pifcës P në të cilën dë- 
shirojmë të përcaktojmë potencialin e fu- 
shës : elektrifce janë R, z dhe cp. Por, nga si- 
metria cilindrike potenciali nuk do të va- 
ret. prej ndryshores cp. Potenciali V përbë- 
het prej dy pjesëve: 

V^V t + V 2 (1) 

ku V x është potecialx i fushës, burim i së 
cilës është sasia pikësore e elektricitetit q, 
kurse V 2 një potencial i cilx është rezultat 
i prezencës së pllakës metalike. Për poten- 
cialin e parë shfrytëzojmë formulën: 

F, = fc -2- 
r 

kurse nga figura 81 kemi: 
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V x = k 


_ Q 

V (2 - afi + tf 2 


( 2 ) 


Meqë pliaka metalike është e lidhur me Tokë, tensioni i saj ndaj Tokës 
është i harabartë me zero. Nëse sipas marrëveshjes marrim se Toka 
e ka potencialin zero, edhe potenciali i saj është F = 0. Ky është po- 
tenciali në sipërfaqe të pllakës, pra në vendin ku z = 0. Që kjo të'arri- 
het, duhet të kërkojmë që: 


lim V 2 =- lim V x =~ k — — = 
jf_o >/ a 2 + JfJ 2 

Kjo mund të arrxhet, nëse marrim: 


(3) 


V =— k — ==Jf: (4) 

V (3 + a) 2 + B 2 

sepse vlera kufitare e saj e jep shprehjen (3). Në bazë të kësaj për 
potencial të fushës duhet të merret: 


V=kq 


LV (2-ay + R* V (s + a)* + jB 2 J 


për z > 0 


(5) 


Potenciali (4) është rezultat i fushës, burim i së cilës është pllaka me- 
talike. Shprehja tregon se ky është potenciali i sasisë pikësore të elek- 
tricitetit ~ q e cila gjendet në vendin me koordinate (R,~~a). Pran- 
daj, ndikimi i pllakës metalike në fushë mund të zëvendësohet me një 
sasi pikësore të elektricitetit me parashenjë të kundërt dhe e cila gjen- 
det në vendin ku do të ishte shembëllimi i sasisë së dhënë të elektrici- 
tetit sikur pllaka e rrafshët të mendohej pasqyrë. 

Kjo metodë në të cilën ndonjë përcjellës zëvendësohet me sasinë 
pikësore të elektricitetit paraqitet në probleme të ndryeshme dhe qu- 
het metodë e shembëllimit. 

Kemi vërejtur se pllaka metalike është gjithashtu burim i një pjese 
të fushës, prandaj duhet supozuar se edhe në te është i shpërndarë 
ndonjë elektricitet. Themi se ky është elektriciteti i cili është paraqi- 
tur me influencë. Do ta përcaktojmë dendësinë sipërfaqësore të tij. 
Për këtë shfrytëzojmë formulën (XII .4 .8): 


15 w — 


JL 


Në vend të fushës e paraqesim potencialin: 


E ln —— 


dz 

av 


'dhe fitojmë 
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G S» 



2 = 0 


kurse nga (5) rrjedh: 

dL ^ kQ { *±S L 

92 \[ 2 - a ) 2 + B a ] 3 / 2 ! [2 + a ) 2 + B 2 ] 3 / 2 

dhe për 2 = 0 rrjedh: 


2kqa 
(a 2 + ie 2 ) 8 / 2 


( 6 ) 


Kjo është dendësia sipërfaqësore e elektri- 
citetit e cila është e shpërndarë në pllakë 
metalike si rezultat i influencës. Shohim 
se elektriciteti ëshfcë më i dendur rreth qe- 
ndrës dhe sa më larg saj kjo dendësi hë- 
het më e vogël. Vijat e forcës së fushës 
elektrike janë identike me gjysmën e shpër- 
ndarjes së vijave të dy sasive të njëjta pi- 
kësore të elektricitetit të cilat qëndrojnë 
simetrikisht ndaj sipërfaqes së rrafshët me- 
talike, sikurse tregon figura 82. 

Me metodën e shemhëllimit elektrik 
zgjidhet edhe njehsimi i potencialit të sa- 

sisë pikësore të elekfcricitetit e cila gjendet përpara përcjellesit te for- 
mës së këndit të drejtë, apo të formës së këndifc të pjerrët. 



Fig. 82 


h) Sasia pikësore e elektricitetit pranë sferës përcjellëse 
të përtokësnar 

Le të jetë sasia pikësore e elektricitetit q x e vendosur pranë sferës 
përcjeliëse me rreze R, e cila është e lidhur me Tokën. Kjo e ka poten- 
cialin V = 0. Do ta shënojmë largësinë e sasisë së eiektricitetit nga qen- 
dra e sferës me a,. 

Edhe këtë shembull do ta zgjidhim me metodën e shembëlhmifc. 
Sipas kësaj metode sferën duhet zëvendësuar me sasinë pikësore të 
elektricitetit q 2 e cila gjendefc në vijën P 2 0 e larguar nga qendra e sfe- 
rën për a z sikurse tregon fig. 83. 

Potenciali i fushës së këtyre dy sasive pikësore të elektricitetit për- 
caktohet me formulën: 


V = k 



+ Sl) 

n / 


(7) 
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Në sipërfaqe të sferes V = 0 dhe fitojmë: 

* =- ( 8 ) 
Q 2 r 2 . 

Meqë r x dhe r z janë pozitiv, rrjedh se madhësitë q t dhe q 2 kanë pa- 
rashenjë të kundërt. Pra, në këtë rast shembëllimi ka elektricitet të 
kundërt. 


A 



Largësia e burimit të fushës nga cilado pikë në sferë përcaktohet 
sipas figurës 83 nga teorema e kosinusit: 

r? = a} + R* ~~ 2 a x R cosO- 

rf = a 2 z + R 2 — 2 a z R cosO’ 

I zëvendësojmë në (8): 

3l \f~afV R z t 2a^Rcosf 

q 2 r + R z ~~ 2 a z R cosf 

ose 

Ml —— 2 .R cosd*] (9) 

r ^[(a^ + R/a 2 ) ~2R cos¥] 

Shohim se ana e majtë nuk varet prej pozitës së pikës në sferë e kë- 
shtu duhefc të jëtë edhe aha e djathtë. Që thyesa nën rrënje të tmos 
varet nga këndi fr, duhet të vlejë: 

a, + •?- = a 2 + iL 
a, a^ 




ose 
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R z — a t a z (10) 

Pikat për largësi të të cilave nga qendra e sferës vlenë shprëhja (10) 
quhen pifca inverze. Në hazë të hësajë, fusha e elektricitetit pikësor në 
afërsi të sferës së përtoksuar është e atillë thuase sfera është zëvendë- 
suar me sasinë pikësore të elektricitetit, e cila gjendet në pikën inver- 
ze. Largësia e kësaj pike nga qendra e sferës është: 


R* 

O'Z 

O'i 

kurse sasia e elektricitetit sipas (9) është: 



( 11 ) 


dhe nga (11) 


Q (12) 

a , 

kështu e kemi përcaktuar edhe largësinë edhe elektricitetin e shemhë- 
llimit të sasisë pikësore q t ndaj sferës. 


c) Sfera përcjellëse në fushë homogjene elektrostatike 

Edhe ketë shemhull do ta zgjidhim me metodën e shemhëllimit 
elektrik, Fushën homogjene elektrike me intensitet E Q mund ta për- 
afrojmë me dy sasi të njëjta pikësore të elektricitetit q me parashenja 
të ndryshme të cilat gjenden në largësi tepër të madhe 2 a. Në pikën 



P e cila gjendet afër mesit të sasive pikësore të elektricitetit vektorët 
përkatës të fushave vetëm pak janë të mënjanuara ndaj vijës 2a, ndër- 
sa rezultantja e tyre sikurse shihet në fig. 84 gati është paraiele me 
këtë vijë. Intensitetet e fushave shumë pak dalloheri nga fusha në mes 
të kësaj vije e cila është: 
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a z 

prandaj mund të marrim përafërsisht se rezultantja e tyre e ka inten- 
sitetin: 

Eo = k 12. (13) 

a z 

Supozojmë se në këtë fushë homogjene elektrostatike e kemi vendosur 
një sferë të vogël prej materialit përcjellës. Nga infiuenca paraqitet 
sasia e elektricitetit në te, të cilën mund ta mendojmë të vendosur në 
shembëlMmet e sasive të elektricitetit ±q, të cilët e përcaktojnë fushën. 
Sasitë e elektriciteteve në shembëllime, sipas (12), janë: 

Q' =+ Q — 
a 


kurse sipas (11) gjenden në largësitë: 



a 


nga qendra e sferës. 

Që të përfitojmë potencialin e fushës në ndonjë pikë P, e cila është 
e përcaktuar me koordinatet e veta polare r dhe duhet tl mbledhim 
potencialet e katër sasive pikësore të elektriciteteve: 


V = k 



(14) 


Nga figura 85 shohim se vlen: 

r 2 = -y/ a 2 + r z + 2 a r cos$ 


prandaj 




r 2 ___ _r_ 
2 a 2 a 



sepse a është mjaft e madhe dhe zhvillimi në seri të binomit është i 
mundshëm. Nga e njëjta figurë shohim se vlen: 
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P 



r 2 - V a 2 + r 2 — 2 ar cosO 1 


ose 


-- = _L /! _ JL + JL cos3 .\ 

r 2 a \ 2a? a / 


Frandaj në këtë përafrim kemi: 


_1_ ~~ JL 

n n 


2 r 


cos# 


Gjithashtu, nga fig. 5 shohim se vlen: 


r/ = + a' 2 + 2 r a' COS5 

Meqë a' është mjaft i vogël, shkruajmë: 

a n a' 


1 ^ J__ 

r/ r 


1 ~ “ — cosO’ | 

2r 2 r / 


dhe 


1 _ l l, a' 2 a' J 

— = — II H cosO’ 

r 2 ' r \ 2 r 2 r ) 


kurse 


1 __ 1 
r/ r% 


2 a' 


cosO’ 


(15) 


Zëvendësojmë: 


23 Hyrje në fizlkë teorike 
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- COSi)’ 


a' = -K 2 / a ^lie fitojmë: 

J. _ _ J_ ?JR? 

r/ r/ af 

Zëvndësojmë (15) dhe (16) në (14): 

V = kq 


(16) 


2 r a , 2 # 3 *' 

— COSi> + — cosfl* 
a 2 c&f’ 


dhe nga (13) 


■ £>3 ^ 

V =— | r - — j cosB' 

a* ) 


(17) 


Kjo është formula për potencial. Anëtari i parë paraqet potencialin 
e fushës homogjene, kur në te nuk gjendet sfera, kurse anëtari i dytë 
paraqet ndikimin e sferës në këtë fushë. 

Tani mund të përcaktojmë shumë lehtë dendësine sipërfaqësore 
të elektricitetit i cili me influencë paraqitet në sferë. Nga shprehja 
< XII .4.8) kemi: 

„ (dv\ 

CJ { f 

\ dr )r~R 


E derivojmë (17): 




COS'il 


dhe pasi të zëvendësojmë r = R fitojmë: 

a — 3 ZoE 0 C0St> - 


(18) 


Shihet nga kjo shprehje se dendësia e elektricitetit e paraqitur me in- 
fluencë është më e madhe në pole të sferës or p = 3e 0 £ 0 dhe zvogëlohet 
kah ekuatori ku është i barahartë me zero. 


Dipol elektrik quhet kombinimi i dy sasive të njëjta të elektricite- 
tit të kundërt të cilat gjenden në largësi të vogël njëra ndaj tjetrës. 
Elektriciteti + q paraqet polin pozitiv të dipolit, kurse “ q polin ne- 
gativ të tij. Largësinë në mes të poleve të dipolit do ta shënojmë me a. 
Këtë largësi do ta mendojmë si vektor i eili e ka kahjen nga poli ne- 
gativ kah poli pozitiv. Do ta përkufizojmë momentin e dipolit si pro- 
dhim të sasisë së elektricitetit të polit pozitiv dhe largësisë në mes të 

poleve. Do ta shënojmë me m, kurse sipas përkufizimit: 
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Kjo është një madhësi karakteristike për dipol dhe figuron në të gjitha 
shprehjet për fce. 

Do të marrim se dipoli i këtillë është burim i fushës elektrostati- 
ke, prandaj së pari do të përcaktojmë potencialin e saj e pasfcaj fushën. 

Për potencial mund të shkruajmë shprehjen menjëherë, sepse di- 
poii paraqet sistem të dy sasive pikësore të elektricitetifc: 

V = lc (S- - -®-'| = kq (rr' - r 2 -‘) (2) 

\ r, rj 

Këtu me r r e kemi shënuar largësinë e polit pozitiv nga pika P në të 
cilën e përcaktojmë potencialin, kurse me r 2 e kemi shënuar largësinë 
e polit negativ nga kjo pikë. 

Në fig. 86 është vizatuar dipoli (+ q, ~q). Do ta shënojmë me 


r vektorin e cili bashkon mesin e largësisë në mes të poleve dhe pi- 
kën P . Nga fig. 86 shohim se duke e zbatuar teoremën e kosinusit 
mund të shkruajmë: 


dtie 


r * — r* + 



~~ ar cos'9’ = r 2 -f 


a* 

4 


a r 


r z = 7*2 -f 


(.ÇL\ 4- a r cosft - r 2 + ~ + a r 
\ 2 / 4 


Kërkojmë rr 1 : 


rr 1 = (n 2 ) 2 - 



i 

a z _ a r \ 2 
4 r 2 r 2 / 



Te dipoli gjithmonë largësia në mes 
të poleve është e vogël dhe zakonishfc 
ka dimensione molekulare. Në anën 

tjetër r është mjaffc i madh në kra- 



hasim me a, sepse fushën e kërkoj- 
më në largësi të medha nga dipoli. 
Duke u bazuar në këtë arsyetim, kup- 
tojmë :se anëtari i dytë në kllapë me 
siguri është më i vogël se një dhe 
mund ta zhvillojmë.në seri të bino- 
mit. Do të supozojmë se r » a dhe 
është e mjaftueshme të marrim vetëm 
anëtarët e shkallës së parë të zhvilli- 
mit. Fitojmë: 


n 


-t — _ 


1 ” 


( 5 - - 


2 

V4?- 2 r 2 /. 


23* 


Fig. 86 


1 

r 
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Në mënyrë të ngjashme fitojmë për: 


prej nga: 



!__ / a 2 + a r \ 
2 \4r 2 r 2 /. 


Zëvendësojmë në (2): 



Shfrytëzojmë (1) për moment të dipolit dhe fitojmë përfundimisht 
shprehjen për potencial: 


V = k 


m r 

r 3 


(3) 


Shprehjes për potencial të dipolit mund t’ia japim edhe një formë. 
E dimë se 


r/r = r Q 


kurse nga (3): 


V 


— 

k — r Q 
r 2 


k 


m cosfr 
r 2 


Pastaj vlen: 


(4) 





kurse për potencial kemi: 


V =™ k m grad 


1 

r 


(5) 


Në shprehje të fundit gradienti njehsohet duke iu ndryshuar pozita 
e pikës P. Ndonjëherë kërkohet që pika P të mhetet e palëvizshme, 
kurse të ndryshohet pika e mesme e dipolit. Atëherë gradienti e ndë- 
rron parashenjën, sepse në përgjithësi vlen: 
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grad d r =— r 0 


ku: indeksi d tregon veprimin e gradientit, kur ndërron pozita e dipo- 
lit. Prandaj (5) mund ta shkruajmë: 

V = k m gradd ^ (6) 

Përcaktimin e fushës e kërkojmë nga shprehja: 

E=- grad V =— grad ^ j 


Sipas rregullës së gradientit të prodhimit të vektorit (m r ) dhe ska- 
larit 1/r 3 kemi: 


E =— k (m r ) oraci 




— * — * 
grad ( m r) 


Pasi: 


grrad (m r) = m dhe grad 




3 r 
r 5 


kemi për fushë të dipolit: 



_fc 

r 3 


3 ( 772- r) r 
r 2 



(7) 


Në lidhje me dipolin mund të paraqesim edhe shprehjen për ener- 
gji potenciale të tij në ndonjë fushën elektrike. 

Do të vendosim hoshtin x në kahje të veprimit të fushës elektrike. 
Le të gjendet poli negativ i dipolit në vendin me abshise x. Për bartjen 
e tij nga pambarimi deri në atë vend duhet harxhuar punë ~ qV(x). 
Le të ketë poli pozitiv i tij abshisën x + dx. Për bartjen e tij deri në 
pozitën që ka harxhohet puna q • V(x + dx). Prandaj për formimin e di- 
polit në fushë është harxhuar puna: 


A=- qV(x) + qV(x + dx) 

E zhvillojmë në seri të Tejlorit: 

V(x + dx ) = V(x) + — dx 
dx 


dhe fitojmë: 
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A = q dx 
dx 

Nëse dipoli qëndron pjerrtas ndaj fushës ashtu që hoshti i tij mbyll 
këndin a me këtë, atëherë dx = a cosa: 

, dV dV 

A — qa cosa = m cosa 

dx dx 

Derivati në këtë shprehje paraqet x-konstanten .e fushës eiektrike 
dhe, pasi këtë bosht e kemi vendosur në kahje të fushës, kerni: 


dhe për energji: 


E 


dV 

dx 


A m E cosa 

Në anën e majtë gjendet shprehja për prodhim skalar, prandaj .për- 
fundimisht fitojmë shprehjen: 


A =— m E ( 8 ) 

për energji të dipolit në fushë elektrike. 


11. POTENCIALI I SHTEESES DIPOLAEE 


Le të jetë burim i fushës elektrostatike sipërfaqja e cila në njërën 
anë është e ngarkuar me elektricitet pozitiv, kurse në anën tjetër me 
elektricitet negativ. Le të jenë dendësitë e këtyre elektriciteteve në të 
dy anët e sipërfaqes të barabarta. Sipërfaqen e këtillë mund ta men- 
dojmë të përbërë prej një numri shumë të madh të dipoleve shumë 
të afërta, boshtet e të cilëve qëndrojnë normal në sipërfaqen e dhënë. 
Themi se kemi shtresë dipolare. Do ta shënojmë intensitetin e mo- 
menteve të dipoleve në njësi të sipërfaqes me m dhe do të supozojme 
se është funksion i njohur i vendit në sipërfaqe. 

Sipërfaqen e ndajmë në elemente të vogla të saj. Në njërin prej 
tyre momenti dipolar do të jetë m • dS. Ky element i sipërfaqes i kon- 
tribuon potencialit në ndonjë pikë të larguar për r me vlerën: 


dV^k 


m cosa 
r 2 


dS 


Prodhimi dS • cosa paraqet projeksionin e elementit të sipërfaqes dS 
në rrafshin normal ndaj r. Pra: 
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dS •' cosa “ dS n 


dhe 


dV ~ Jc m 


dS u 
r 2 


Te fluksi kemi treguar se: 


dS n 

r l 




paraqet këndin hapësinor me të ciiin shihet elementi i sipërfaqes nga 
pika P në të cilën dëshirojmë të përcaktojmë potencialin. Prandaj 
mund të shkruajmë: 


dV = k m d Q 

Tani duhet t’i mhledhim kontributet nga të gjitha elementet e sipër- 
faqes. Fitojmë integralin: 

V — k'f mdQ (1) 

i cili shpreh potencialin e shtresën dipolare. 

Në veçanti, nëse dendësia e momenteve dipolare është konstante, 
në tërë sipërfaqen, kemi: 


m — const 

kurse më integrim fitojmë: 


V = kmQ (2) 

he të jetë sipërfaqja dipolare e mbyllur. Për pikat jashtë saj me të 
njëjtin përfundim sikurse te fluksi do të kemi: 

Vj = 0 ( 3 ) 

kurse për pikat brenda saj, meqë këndi hapësinor është i barabartë 
me 47 u, do të kemi: 


V h — 47i k m — — (6) 

£o 

Vërejmë se në sipërfaqen e shtresës dipolare potenciali ndërron për 
madhësinë m/z c . Ky është rasti i vetëm, kur potenciali nuk është funk- 
sion i pakëputur. 
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12. POTENCIALI I RCADETJPOLIT ELEKTRIK 
a) Kuadmpoli liuear 

Do t'i vendosim dy dipole të njëjta me momente të kundërta në 
largësi të vogël njërin pranë tjetrit. Kësisoji fitojmë sistemin prej ka- 
tër sasish pikësore të elektricitetit, të cilin e quajmë kuadrupol elek- 
trik. Nga të gjitha pozitat e mundshme të këtyre dy dipoleve elektrike 
si më të rëndësishme mund të veçojmë dy. Kombinimi i parë fitohet 
kur njërin dipol e zhvendosim ndaj tjetrit në kahje të boshteve të tyre 
ashtu që të katër polet gjenden në një drejtim. Ky kuadrupol quhet 
kuadrupol elektrik linear. Mundësia e dytë paraqitet kur njërin dipol 
e zhvendosim ndaj tjetrit në kahje normale ndaj boshtit të të parit 
ashtu që boshtet e tyre mbeten paralel ndërmjet veti. Ky quhet kuadru- 
pol elektrik sipërfaqësor. 

Do të përcaktojmë potencialin e 
këtyre kuadrupoleve karakteristike në 
p pikë mjaft të larguar nga polet e ty- 
re. Së pari të shqyrtojmë potencialin 
e kuadrupolit Hnear. 

Ky kuadrupol është vizatuar në 
fig. 87. Dipoli (- q, ç) me largësi të 
poleve a është vendosur në kahje të 
boshtit z të sistemit të koordinateve. 
Dipoli tjetër ka kahje të kundërt dhe 
është zhvendosur për a në kahje ne- 
gative. Kësisoji, poli negativ i tij gjifch- 
ashtu qëndron në origjinë të sistemit, 
kurse poli pozitiv në vendin z =— a. 
Sipas kësaj kuadrupoli linear i këtillë 
në mes i ka polet negative të përbash- 
këfca ~ 2 q, kurse në largësi të njëjta, 
por të kundërta nga një rol pozitiv 
+ Q. 

Këtë kuadrupol mund ta mendoj- 
më si dy dipole, njëri me momentin 

rrt dhe qendër në pikën z ~ a/2, kur- 

se tjetri me momentin — vi dhe qendër në pikën a/2. Potencialin 
e tij e gjejmë si shurnë të potencialeve të këtyre dy dipoleve. Pra: 



V- k 


— > 


/ mr x 

l n 3 


mr 2 \ 
r 2 3 ) 


( 1 ) 


Këtu me r x e kemi shënuar largësinë e pikës P në të cilën e kërkojmë 
potencialin nga mesi i dipolit të parë, kurse me r 2 largësinë e të njëjtës 

pikë nga mesi i dipolit të dytë. Prandaj, vektorët r t dhe r 2 i kanë këto 
komponente: 
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' X 


/ \ 
X 


y 

- a/2, 

r 2 = 

y 

K z + a/2> 


Momenti i dipolit m është vektor në kahje të boshtit z dhe i ka këto 
komponente: 

( O ) 

o 

(m 

Ndërsa prodhimet skalare të cilat paraqiten në (1) janë: 

— + — > 

m r x ~m(z- a/ 2) 

— ► — ► 

m r 2 - m (z + a/ 2) 
dhe potenciali e ka formën: 

' Z - g/ 2 __ g + a/2 \ 
r, 3 r 2 3 ) 


V — km 


( 2 ) 


Vlerat r, dhe r 2 i përcaktojmë nga fig. 87, duke zbatuar teoremën e 
kosinusit. Shohim se vlen: 

r 2 = r 2 + — . - ar cos-9' == r 2 + — — az 
4 4 

r 2 2 ~ r 2 + — 4- a r cos9' = r* + — + a z 
4 4 

sepse nga fig. 87 r cos9 — z Për pikat a « r fitojmë nga këto shprehje: 


r j 3 = r* 


r 2 — r 2 


(i + 

\ r 2 ) 


kurse: 


ri 


(rj 2 )“ 


r 3 


qg 

r* 


e zhvillojmë në seri të binomxt, duke mos përfilluar anëtarët e shka~ 
llës së lartë të a/r. Fitojmë: 
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i- = i (i + 

r* r 5 \ 2r* ) 

dhe në mënyrë të ngjashme: 

1 3 az \ 

r% r 3 \ 2r 2 / 


(3) 


Tani kërkojmë thyesat: 

?S1±/A = 1 . / 


rf r 
z + a/2 _ 1 




r/ 


r 


a + 3 a z l 


r (z+ a A =1 / 

\ 2 / ' 2 r 2 / r 3 l 


2 + - 


2 r 2 


3__a 
2 r 


?) 


Gjatë këtij shumëzimi nuk i kemi përfillur anëtarët <?/r l . I zëvendë- 
sojmë këto vlera në (2): 


T7 j ‘J 77 , [Zazr \ 

V = k o j ~a\ 

r 8 \ r 2 / 

E dimë s em = q a, prandaj kemi: 

/ s? 2 -r J \ 

(4) 

Madhësia qa 2 do ta përkufizojmë si moment të kuadrupolit dhe e 
shkruajmë në formën: 


Q zz - 

ndërsa shprehja për potencial është: 

v = /cQ ts ( ±grr* \ (5) 

\ r° ] 

Nëse dëshirojmë ta shkruajmë këtë në koordinate polare, atëherë du- 
het zëvendësuar: 


z = r cosfr 




3 cos*fr - 1 
r 3 


( 6 ) 


dhe fitojmë: 
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b) Kuadropoli sipërf'aqësor 

Kuadrupoli sipërfaqësor for- 
mohet nga dy dipole të kahjes 
së kundërt me hoshte paralele 
sikurse tregon fig. 88. Dipolet le 
të kenë kahje paralele me bosh- 
tin x të sistemit koordinat dhe le 
të jenë zhvendosur njëri ndaj tje- 
trit për b në kahje të boshtit z. 
Kuadrupoli përbëhet prej katër 
sasive pikësore të elektricitetit 
të shpërndara në kulmet e një 
katërkëndëshi dhe me radhë ka- 
në parashenja të kundërta. 

Për potencial të kuadrupolit 
sipërfaqësor prapë fillojmë nga 
shprehja: 



Pig. 88 

n _ rn r z 
ri 



Në këtë rast momenti i dipolit e ka kahjen e boshtit x, prandaj kompo- 
nentet e tij janë: 


mi 

o 

O i 


ndërsa prodhimet skaiare: 

— * — ► — * 

m n — m r t ~mx 

Shprehjen (1) mund ta shkruajmë edhe kësisoji: 

V— kmx (rr 3 " r z ~ z ) (7)* 


Për 1/ri në mënyrë të ngjashme sikurse më parë fitojmë shprehjen. 
(3) me të vetmin ndryshim se këtu zhvendosja është për b. Do të kemi: 


dhe 


rr* - 


i 

r 3 




3 bz\ 
2 r 2 / 


1 

r 


3 bz \ 
2 r 2 ' 


1 
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ose: 


Pasi të zëvendësojmë vlerën m — qa për potencial fitojmë: 

__ _ _ 3X2 

V = Jcqab ( 8 ) 

r 5 

Për moment të kuadrupolit sipërfaqësor e përkufizojmë madhësinë: 

Q xz = qab 

dhe përfundimisht fitojmë për potencial: 

V = JcQ xz — - — (9) 

r 5 

Edhe këtë shprehje mund ta paraqesim në koordinate polare. E di- 
më se: 

x = r sinfr cosç dhe z — r cosfr 
kurse (9) e merr formën: 


V = kQ xz -g- s i n jl c os » cos Y cio> 

r 3 

Me zhvendosje të kuadrupoleve të kundërta mund të fitojmë kombi- 
nim të ri të sasive pikësore të elektricitetit, i cili i ka tetë pole, pran- 
daj quhet oktopol. Kësisoji mund të vazhdojmë në përgjithësi për pole 
të rendit 2 n . 


13. POTENCIALI I SHPËRNDAKJES S ÇFARËDOSHME 
Tfi ELEKTRICITETIT 

a) Njehsimi në koordinate kënddrejta 

Do të marrim si burim të fushës elektrostatike shpëmdarjen e 
çfarëdoshme të njohur të elektricitetit në ndonjë vëllim relativisht të 
vogël. Do të kufizohemi për ato pika, largësia e të eilave është mjaft 
e madhe në krahasim me dimensionet e burimit të fushës. 

Figura 89 tregon vëllimin në të cilin është i shpëmdarë elektrici- 
teti dhe pikën e larguar P në të cilën dëshirojmë të përcaktojmë po- 
tencialin. Pikën arbitrare në vëllim e marrim për origjinë të sistemit. 

***♦ 

Pika Peka vektorin e pozitës r të përcaktuar me komponentet: 
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E ndajmë vëllimin në të cilin ësh- 
të i shpërndarë elektriciteti në 
elemente të vogla të tij. Njëri 
prej tyre dz gjendet te pika A t të 
cilën e përcakton vektori i pozi- 

tës v komponentet e së cilit janë: 

- u 


V = 



ktori 


u~r — v 

komponentet e të cilit janë: 


u- 


V 

y 

\z) 



s-Ç 

y~~n 


Prandaj largësia e këtyre pikave është: 


V (*-Ç) t '+ <«-1})*’+ (s-ç ) 2 (l> 

Fotencialin e njehsojmë sipas shprehjes (XII.2.27) e cila për këto ma- 
dhësi e ka formën: 


V — k 


p dx 
u 


( 2 ) 


ku dendësia p duhet të jetë funksion i njohur i vektorit v. Madhësinë 
1 /u mund ta zhvillojmë në seri të Maklorenit kësisoji: 


„L 

u 


r 11 


'a^ 

U 


5 + 


'ai-) 

U i 


W a? )o \d(n)a 




açio“J 


+ 



{ 1 > 
d 2± 


( 1 
d 2± 


fa’i] 


u 

5 2 + 

u 

7 f + 

U 


> dÇL 

0 

( ctv) J 

o 

k aç 2 J 
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+ 2 


1.1 

u 


+ 2 


u_ 


K + 2 


' d % i' 

u 






o 




(3) 


Indeksi zero pranë derivateve tregon se duhet marrë vlerën e tyre për 

? = V = Ç = 0. 

Do t’i përcaktojmë së pari derivatet. Fillojmë nga ato të rendit të 
parë: 


u 


JL du J. "(ar-g) 


aç w 2 aç 

Meqë w(0, O, O) — r kemi: 






M 3 


(4) 


Zi 


l aç 


(5) 


Në mënyrë të ngjashme i fitojmë edhe derivatet sipas koordinateve 
tjera, I kërkojmë derivatet e dyta. Sipas (4) kemi: 


: _1 

u 


-w 3 -(a:-Ç) 


aç 


! a£ 


dhe 




Vi' 

u 


3(x~q ) z -~u 2 

u* 


\ aç 2 


o 


3s 2 ~r 2 
r 5 ~ 


( 6 ) 


Do të percaktojmë edhe njërën prej derivateve të përziera. Nga (4) 
:kemi: 


dhe 


a 2 -~~ 

_ 

3§9‘/i 


9m 


(5! g) 3 m 2 - d7] 3 (X -Ç) (y - v) 


u 


/ 1 \ 
3 1 — 






a 


3 

r 5 


( 7 ) 


Vlerat e derivateve të fitnara i zëvendësojmë në (3): 




Këtë e zëvendësojmë në shprehjen (2) për potencial, duke marrë në 
konsiderim se p varet prej Ç, rj dhe Ç. Fitojmë: 

F - /c I— / pdx + — ( xfçpdx + 2/J^pdx + g/Çpdx) + 

[ r r 3 


+ [(3 x 2 - r 2 ) / Ç 2 pdx + (3 y 2 - r 2 )/yfpdx + ( 3 S 2 — 7*)/Ç*ptfc + 

2r s 

+ 6x?// + 6 xz / çÇpdx + 62/s/^pÇdv ] + (8) 


Tani duhet të përcaktojmë kuptimin e këtyre integraleve. 

Integrali i parë paraqet sasinë e tërësishme të elektricitetit: 

fpdx^q ( 9 ) 

Integralet në anëtarin e dytë i interpretojmë kësisoji: Kur kemi dipol 
të përbërë nga dy pole të cilat qëndrojnë në boshtin x, atëherë momen- 
ti i tij është q a. Mirëpo, kur kemi shpërndarje të vazhduar të elektri- 
citetit, atëherë elementi i vëllimit dx, i cili e ka abshisën Ç, i kontribon 
momentit të dipolit të shpërndarjes së elektricitetit me: 

dm x = çpdi; 

dhe me integrim vëllimore fitojmë: 

m x ~ / çpdx ( 10 ) 

Këtë mund ta mendojmë si x-komponente të momentit të dipolit të 
elektricitetit të shqyrtuar. Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për 
dy komponentet tjera: 

m y = / rjpdx 
fçpdx 

kur.se anëtarin e dytë në (8) e shkruajmë në formën: 

x m x + y m , + zm z r m 

r 3 ^3 


e kjo është shprehja për potencial të dipolit. 
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Anëtari i tretë përmban dy lloje të integraleve. Në anëtarët tne 
derivate të dyta nën shenjën e integralit paraqiten prodhimet ? 2 pdT. Te 
kuadrupoli linear i cili qëndron në boshtin x për moment të tij kemi 
pasur q a z , ku a paraqet largësinë e elektriciteteve në kahje të x. Në 
rastin tonë në vend të q paraqitet prodhimi pdx. i cili paraqet elektri- 
citetin i cili gjendet në elementin e vëllimit dx dhe i larguar nga ori- 
gjina për Ç. Prandaj këtë prodhim mund ta mendojmë si kontribut të 
elementit të vëllimit dx për momentin e kuadrupolit linear të vendosur 
në kahje të x. Pra: 


dÇ xx = ^pdx 

Me integrim fitojmë komponenten e momentifc të kuadrupolit të shpër- 
ndarjes së elektricitetit. Pra: 


0 *= SFpdx ,( 11 ) 

Në mënyrë të ngjashme i fitojmë edhe komponentet tjera të momentit 
të kuadrupolit linear në kahje të boshteve y dhe z: 

Qyy ~ S rfpdX 

Qzt = S Ç 2 pdx 

Në anëtarin e tretë paraqiten edhe tri integrale të cilat rrjedhin nga 
derivatet e përziera. I pari prej tyre e ka nën shenjën e integralit pro- 
dhimin fy]pdx. E dimë se përveç kuadrupolit elektrik linear ekziston 
edhe ai sipërfaqësor. Kemi treguar se momenti i këtij kuadrupoli është 
qab. Këtë përkufizim duhet ta zgjerojmë për shpëmdarje të vazhduar 
të elektricitetit. Elementi i vëllimit dx përmban elektricitefcin pdx dhe 
është i larguar nga origjina për Ç dhe i). Prandaj kontribufci i këtij ele- 
menti për momentin është: 


dQ xy ~ Iripdx 

kurse me integrim fitojmë komponenten e momentit të kuadrupolifc 
të shpëmdarjes së vazhduar të elektricitetit: 

Qxy = S ^pdx (12) 

dhe në mënyrë të ngjashme për dy infcegralet tjera: 

Qxz= Stëpdx 

Qyz = / yÇpdx 

Pra, shpëmdarja e vazhduar e elektricitetit, përveç të tjerash, ka një 
moment kuadmpoli të cilin mund ta zbërthejmë në tri kuadrupole li- 
neare në kahje të tri boshteve dhe tri kuadmpole sipërfaqësore në çdo 
rrafsh nga një. 
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Duke marrë në konsiderim kuptimin e integraleye, shprehjen (8) 
mund ta shkruajmë në formën: 


V = k 


q_ + mr + / 3a 2 -r 2 

r r 3 2 l r 5 




3^-r 2 

r 5 


Çyy + 


3g z — r 2 
r 5 








Q3) 


Paktorët pranë momenteve të kuadrupoleve janë të barabarta me fak- 
torët të cilët qëndrojnë pranë momenteve në shprehje për potencial të 
kuadrupoleve, prandaj anëtari i tretë paraqet potencialin e kuadrupo- 
lit të shpërndarjes së elektricitetit të shqyrtuar. 

Do t'i shënojmë me radhë potencialet e këtyre anëtarëve. Poten- 
ciahn e sasisë pikësore me V lt potencialin e dipolit me V 2t potencialin 
e kuadrupolit me V 4 e kështu me radhë. Atëherë poteneiali i elektrici- 
tetit të shpërndarë në mënyrë të vazhduar është: 


y = + V a + F 4 +F, + .. v (14) 

Në veçanti do të marrim si shembuli, sferën si burim të fushës. 
Origjinën do ta vendosim në qendër të saj. Në këtë rast dendësia e 
elektricitetit p është konstante dhe nga (10) për komponente të mo- 
mentit të dipolit kemi: 


m x - pfçdz 

Meqë kemi simetri sferike, çdo elementi të vëllimit me Ç pozitive i 
përgjigjet edhe një element i vëllimit me të njëjtin £ negative. Prandaj 
kontributet e këtilla anulohen, prej nga përfundojmë se sfera e ngar- 
kuar në mënyrë homogjene me elektricitet muk ka moment dipoli. 

Nga të njëjtat arsyetime edhe (12) për momente të kuadrupolit 
sipërfaqësor është i barabartë me zero, por shprehja (11) për moment 
të kuadrupolit linear nuk jep zero, sepse Ç është në katrorë. Lehtë kup- 
tojmë se vlen: 


Qxx Qyy — Qzz 

dhe anëtari për fushë kuadripolare në (13) do të jetë: 


Qxx 


3x 2 — r 2 + 3y z - r 2 + 3s 2 — 


— Qx 


3 ( x 2 -hy z + s 2 ) ~~ 3 r* 


3r 2 ™3r^ 

~'r 5 


Qjc* — 0 


Pra, edhe fusha kuadripolare është e barabartë me zero. Mund të tre- 
gohet se kështu ndodh edhe me fushat e multipoleve të larta. Është 
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ë qartë se ne shprehjen (14) ngel vetëm anëtari i parë, çka do të thotë 
se fusha e sferës është identike me fushën e sasisë pikësore të elektri- 
cltetit të cilën gjë e kemi vërtetuar në mënyrë direkte në (XII.5). 

Nëse si hurim fushe është elektriciteti i shpërndarë në vëliim të 
elipsoidit, në mënyrë të ngjashme tregohet se momenti i dipolit është 
i barabartë me zero. Gjithashtu, vlen edhe për momentet e kuadrupo- 
ieve sipërfaqësore Q xy , Qxz dhe Q y z- Por, te elipsoidi Q xx , Q yy dhe Q zz nuk 
janë të barabartë ndërmjet veti, prandaj ekziston një moment kuadru- 
polar. Fusha e elipsoidit homogjen të ngarkuar me elektricitet është 
rezultat i superponimit të fushës së sasisë pikësore dhe fushës së kua- 
drupolit. 

h) Njehsimi ne koordinate polare 

Fushën e shqyrtuar deri tash mund ta njehsojmë edhe në koordi- 
nate polare. Në fig. 89 do të shënojmë me r këndin në mes të vektorë- 

ve r dhe v. Në shprehjen <2) për potencial duhet ta shprehim iargë- 
sinë u të elementit të vëllimit nga pika P në koordinate poiare. Bihet 
nga matematika se 1 /u paraqet funksionin gjenerues të polinomeve 
të tezhandrit. Tregohet se vlen formula: 

' — - > ' -2— Pi( cosy) (15) 

u Zj r til 
/-/ 

Këtu l/u është zhvilluar në seri të shkaliëve të v. Koeficientët e kësaj 
serie përmbajnë largësinë r në shkallën r~ iUl) dhe një polinom prej 
cosy të shkallës së Z-të. Këto polinome quhen polinome të Lezhandrit. 

Në fig. 89 OZ paraqet boshtin polar. Pika P i ka koordinatet r, 3*, 
<p kurse pika A ku gjendet elementi i vëllimit të elektricitetit i ka ko- 
ordinatet polare v, fr' dhe cp'. Në shprehjen (15) paraqiten r dhe v, 
por paraqitet edhe r> e cila duhet të zëvendësohet me këndet polare. 
Tregohet, gjithashtu, në matematikë se kjo kryhet me ndihmen e 
shprehjes: 

t 

Pi(cosy) = '¥*htn($ / > <p') * »i(^ <?) <T6) 

- 21+1 Z.J 

Kl— — ■/ 

Këtu paraqiten funksionet speciale prej + dhe cp. I quajmë harmonik 
sferik. Këtu funksione për indekset më të ulët shprehen në formën: 


Z = 0 


y ~ 

* 09 O 


1 




/ cos& 
I 4% 
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sinft e-** 


JL (— cos^ - i- 

4it \2 2 


Y z , -t - 1 / JA sinft cos3’ 

r 8*n: 


r 2 , +2 = — 1/ ii sin 2 e- 2, > 
4 r 2 tc 


Zëvendësojmë (16) në (15): 


"1 4te v l 


4~i 4 j 2Z+1 r‘ 

JSe£» /«=•« 1 


~ r *fc «(&', 9') • 3T/, «(«*, 9) (18) 


Kësisoji e kemi zhvilluar l/w në seri sipas harmonikëve sferikë. Nga 
(18) dhe (2) për potencial fitojmë: 


lssr.Q m ~~ — / 


p(v)vr% m (^ f çç')dz 


Xntegrimi duhet kryer nëpër vëliim në të ciiin është i shpërndarë elek- 
triciteti. Si rezultat i integrimit është konstantja: 


Qhm= f p(v) v l Y* h çpO dx (20) 

| 2Z+1 J 

ndërsa për potencial kemi shprehjen përfundimtare: 

oo 1 

/“O »l=» 1 

Do të tregojmë se shprehja e fundit është identike me (13) të ci- 
lën e kemi fituar në koordinate kënddrejta. 

Të marrim së pari anëtarin l = 0. Sipas (21) e ka formën: 


V\=fcV4* — Qo, Q Yq, Q 


kurse nga (20) dhe (17): 
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Qo> o - V4k / P - / pdx = a 

dhe meqë Y 0 , 0 = —= fitojmë: 

V4tc 

£> 

= fc — 
r 

e ky është anëtari i parë i shprehjes (13). 

Për anëtarin e dytë duhet të marrim l = 1. Për këtë duhet t’i mble- 
dhim tre anëtarët për tri mundësitë e vlerës m. Këto janë -1, 0 dhe 1, 
prandaj ky anëtar shprehet kësisoji: 

r,=fc V^M. (ç»i -y»o + ç» i -y»i + ç» -« • r»-t> 

y 3 r l 


Nga tabela (17) kemi: 





3 z_ 

4tc r 


dhe anëtari i parë e ka formën: 

. jç 

r 3 

Pastaj sipas (20): 

Ç 1JO = j/j5L p y^_ »cos9''di:= / pçdx = m z 


ose 

Jcm z * z 
r 3 

që paraqet komponenten e dipolit në kahje të boshtit z. 

Do të tregojmë së edhe dy anëtarët tjerë japin komponentet e di- 
polit në kahje të x dhe y: 

01, «=- ~\j — f P v |/ V sin ^' e ~* dx = ~ J P® SJD&' (COKp' - 

1 r i 

— isintp') dx =— — = j p(§ — ir;) dt = — — = (m x — im y ) 

V2J - ■V2 ' : ( 
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Në mënyrë të ngjashme fitojmë: 

• ; 

~~= ( m x + im y ) 

'■ V 2 

Pastaj feemi: 


o 11 

— sin3- e { * — (r sinO’ coscp + 

8tc r 

+ i r sirift sincp) — ~ (x + z ?/) 

■y/2 r 

dhe në mënyrë të ngjashme: 

/i!L •-+ — (x- 'iy) 

y 3 V2 r 

kurse për shumë të të dy anëtarëve kemi: 



•Ji (G>„ Jm + 

3 2 r 

+ (m x + i m y ) (a: — 'i y ) == • — 


[(m x ~~ i m y ) (£ + i j/) + ■ 
(xw x + ym y ) 


r 

Shuma e tre anëtarëve na jep shprehjen për potencial të dipolit elek- 
trik: 


V 2 — k — (x m x + y m y + z m z ) — k — — 
r 3 r 3 

Në mënyrë të ngjashme, pas njehsimit mjaft të gjatë, mund të tregohet 
se. anëtari i tretë është identik me potencialin e kuadrupolit elektrik 
dhe kështu me radhë për multipolet e larta. 

14. KAPACITETI I KONDENSATOEEVE 

( f :- 1 ■: ‘ ■ 

Kondensator quajmë komhinimin e dy përcjellësve të cilët gjen- 

den njëri afër tjetrit. Këta kanë potencial të ndryshëm, ashtu që njëri' 
prej tyre ngarkohet me elektricitet q t kurse tjetri lidhet me Tokën, 
pra vazhdimisht e ka potencialin e Tokës V u Le të ketë përcjellësi i 
ngarkuar potencialin V 2 dhe për kondensator e përkufizojmë kapaci- 
tetin si marrëdhënie të sasisë së elektricitetit dhe tensionit të shprehur 
në formën: 
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( 1 ) 


Kapaciteti i kondensatorëve varet nga forma gjeometrike e tyre, kurse 
ne do të njehsojmë kapacitetin për tri forma themelore: për konden- 
satorë të rrafshët, sferikë dhe cilindrikë. 


a) Kondensatori i rrafshët 

Kondensatori i rrafshët përbëhet prej dy pllakave përcjellëse të 
rrafshta të vendosura paralel njëra ndaj tjetrës. Supozojmë se këto 
kanë sipërfaqe të madhe S, ndërsa largësia në mes tyre është e vogël. 

Origjinën e sistemit të koordinateve e vendosim he njërën pllakë 
me boshtin x normal ndaj sipërfaqes. Së pari do të përcaktojmë shpër- 
ndarjen e potencialit në mes të pllakave të kondensatorit. Fillojmë nga 
ekuacioni i Fuasonit: 


A V =- -A 

. So 

dhe meqë në mes të pllakave nuk ka shpërndarje eiektriciteti p == 0, 
kurse ekuacioni i Puasonit shndërrohet në atë të Lapiasit: 

AV = 0 

Nëse pllakat janë mjaft të mëdha ashtu që deformimi i fushës në afër- 
si të skajeve mund të mos përfillet, atëherë potenciali V varet vetëm 
nga ndryshorja x, kurse Lapiasiani redukohet në: 


dx z 


Integrimi i parë është: 



( 2 ) 


kurse i dyti: 

V^Ax + B (3) 

Shihet se potenciali është funksion linear i x dhe rrënja e tij përgjatë 
koordinates është konstante. ? . 

Nga E =~ grad V rrjedh: 
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Sipas (2) shohim se e vetmja komponente e fushës është konstante. 
Pra, fusha elektrike në mes të pllakave të kondensatorit. të rrafshët 
është homogjene. Por, ky përfundim vlen vetëm në përafrim, sepse 
pllakat, megjithatë, nuk mund të jenë pambarime të mëdha. Përfundi- 
mi i ynë është më x arsyeshëm sa më e madhe të jetë sipërfaqja e plla- 
kave në krahasim me largësinë në mes tyre. 

Kemi treguar në (XII. 4) se komponentja normale e fushës elek- 
trike në afërsi të përcjellësit është: 


dhe 



A = 


dV 

dx 


=-E x =- 


a 

£o 


Në pllakë mjaft të madhe, shpëmdarja e elektricitëtit është përafër- 
sisht e njëtrajtshme dhe mund të shkruajmë: : 


S 

kurse konstantja e integrimit e ka vlerën: 




Q 

e 0 S 


E zëvendësojmë në (3): 


V =— x + B 
£ 0 S 


Pllaka e parë gjendet në vendin x = 0 dhe e ka potençialin: 

V x ~ B 

kurse tjetra gjendet në vendin x = d dhe e ka potencialin V z . Fitojmë: 

qd 




Ndryshimi i potencialeve është: 


BoS 


+ Vl 


V 1 - V 


= smL 

ZoS 


(4) 


ndërsa kapaciteti fitohet nga ( 1 ) : 
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C = s» — (4) 

d 

ku d paraqet largësinë në mes të pllakave. Shprehja e fundit tregon se 
kapaciteti i kondensatorit të rrafshët është proporcional me sipërfa- 
qen e pllakës dhe proporcional i zhdrejtë nxe largësinë në mes tyre. 


h) Kondensatori sferik 

Ky kondensator përbëhet prej dy sferave koncentrike. Le të jenë 
rrezet e tyre ?\ dhe r 2 . Edhe në këtë rast për potencial në mes të sfera- 
ve vlen ekuacioni i Lapiasit: 


Ay-o 

Meqë kemi simetri sferike, njehsimin do ta kryejmë në -koordinate 
sferike me origjinë në qendër të sferave. Potenciali nuk varet prej 
ndryshoreve 'fr dhe <p, por vetëm prej largësisë r nga qendra e tyre, 
prandaj Laplasiani do të ketë formën: 


J_ JL /> LL) 

r 2 dr v dr / 


= 0 


Pasi ta shumëzojmë me r 2 , e integrojmë: 


r 2 


dV 

dr 


= A 


ose: 


dV __ A 
dr r 1 


E integrojmë edhe një herë: 




(5) 


( 6 ) 


Nga (5) rrjedh: 


r 2 dr 

Vlera e saj në sipërfaqe të sferës me. rreze r 2 është: 
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Sfera është përcjellës, prandaj komponentja normale e intensitetit të ; 
fushës është: 


E r = 


a 

Eo 


ndërsa: 


a = 


Q 


dhe 


A g k Q_ 

Ti &KZoTi Ty 

E zëvendësojmë vlerën e fituar për konstante të integrimit në (6). Do 
të kemi: 


V = jc JL + b 
r 

;Në sferë me rreze r x potenciali është V lf ndërsa në atë me rreze r z do 
të jetë V z . Pra: 


V x = k -2- + B 

n 

V^Jc ~ Q ~ + B 
r 2 


Për tension në mes të sferave fitojmë: 


Vi “ V* = Jeq - —) = 
\n r 2 / 


nr 2 


kurse për kapacitet ’të këtij kondensatori: 


1 . T iTz 

k r 2 ~r x 


(7) 


Kjo është shprehje e saktë. Shohim se kapaciteti është proporcional 
i zhdrejtë me largësinë në mes të sferave r 2 — r,. 

Shprehjen e fituar mund ta shfrytëzojmë për përcaktimin e kapa- 
eitetit të një sfere. Njëra sferë fitohet kur rrezja e tjetrës tenton në 
pambarim. Nëse r 2 ~> oo nga (7) kemi: 
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ose 



c = -y- r, (8) 

k 

Përfundojmë se kapaciteti i sferës së vetmuar është proporcional me 
rrezen e saj . 


c) Kondensatori ciiindrik 

Ky kondensator përbëhet nga mbështjellësit e dy cilindrave një- 
boshtorë. Le të jenë rrezet e tyre r x dhe r 2 dhe gjatësia l Do të supo- 
zojmë se gjatësia e cilindrave ësirtë mjaft e madhe në krahasim me 
largësinë ndërmjet tyre: 


l » r 2 - r t 

Sikurse cilindrat të ishin pambarim të gjafcë, potenciali i fushës do të 
varej vetëm prej largësisë nga boshti i tyre. Nëse kjo konditë kënaqet, 
do të paraqiten deformime të vogla të fushës vetëm në skaje të cilin- 
•drave. 

Prapë fillojmë nga ekuacioni i Laplasit: 

Ay-o 


i cili në koordinate cilindrike shprehet: 


LjLtr 

r dr \ dr / 


Këtu është supozuar se potenciali varet vetëm prej r. 
Infcegrali i parë na jep: 


r 


dV 

dr 


= A 


ose: 


dV 

dr 


A 

r 


kurse i dyti: 


( 9 ) 
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V = A- lnr + 'B (10) 


Në këtë shprehje mund të paraqesim komponenten radiale të intensi- 
tetit të fushës: 



T 


Nëse në ndryshore r zëvendësojmë vlerën e rrezes r u atëherë gjendemi 
në sipërfaqe të cilindrit për të cilën komponentja normale e fushës- 
ështe: 



Nëse supozojmë se shpërndarja e elektricitetit në sipërfaqe të cilindrit 
është homogjene e që është e realizuar sa më i gjatë të jetë cilindri, do 
të kemi: 


dhe 


Prandaj: 


<7 = 


Q 

2 nrj. 



— 4:7C/C 


q __ 2 kq 
2tU l 


V =- -^L Inr + B 

l 


Në sipërfaqe të cilindrave me rreze n dhe r 2 potencialet janë të njohU' 
ra V x dhe V z , prandaj kemi: 


V , =- ----- lnr, + B 


V 2 


2 kq 
l 


lnr z + B 


Për tension në mes të cilindrave fitojmë shprehjen: 


F* - = 


m.. ln 

l 


r 2 

n 


C — 


l 


2k’ln— 

n 


dhe për kapacitet: 
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15. FUSHA ELEKTROSTATIKE NË IZOLATORË 


a) Shprehjet themelore për fushë elektrostatike në izolatorë 


Pusha elektrostatike mund të paraqitet jo vetëm në boshllëk, por 
>edhe në mjedise jo përcjeilëse. Këto mjedise shpesh quhen dielektrike. 
Për paraqitjen e teorisë së fushës elektrostatike në këto mjedise shfry- 
tëzojmë të dhënën eksperimentale që tregon se forca e Kulonit në to 
është më e vogël se forca që do të paraqitej në boshllëk në të njëjtat 
kondita. Sa herë kjo forcë është më e vogël se forca përkatëse në 
boshllëk varet prej materialit të mjedisit në të cilin zhvillohet fusha. 
Ky numër është një konstante specifike e materialit jo përcjeilës. E 
quajmë konstante dielektrike relative dhe do ta shënojmë me s*. 

: Ligji i Kulonit në mjedise të këtilla shprehet si vijon: . 




k q x q z ^ 

— — — . f o 

£t r 2 


( 1 ) 


Kjo është e njëjta shprehje sikurse në boshllëk me të vetmin ndry- 
shim se është pjesëtuar me konstanten relative dielektrike e*. Për këtë 
;arsye edhe në shprehjen për fushë elektrike të sasisë pikësore të elek- 
tricitetit paraqitet faktori 1 /s/. Pra: 



( 2 ) 


Për njehsimin e fluksit nëpër element të sipërfaqes dS kemi pasur 
shprehjen: 


Tani nga (2) rrjedh: 


~ E r 2 dQ 


Er z — 



dhe për izolatorë kemi: 


d<t> — q dQ 

Si 

Me integrim fitojmë fluksin nëpër sipërfaqe arbitrare: 

<!>= A ço (3) 

Nëse sipërfaqja është e mbyllur dhe burimi i fushës gjendet brenda 
rsaj Q — 4?c dhe fitojmë: 
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0 = 


4tc k 

q 


E diinë se 4 izk ~ l/s w prandaj vlen: 


SoEj 

Në vend të prodhimit e 0 £f do të paraqesim një simbol të_ri: 

; '• S “ s 0 s i (4) 

i cili paraqet gjithashtu një konstante të materialit izolues dhe e qu- 
ajmë konstante dielektrike absolute të izolatorit. Duke u bazuar 
'këtë, për fluks mund të shkruajmë: 

#idS=- 9 - (5)’ 

£ 

e cila paraqet shprehjen për teoremë të Gausit në izolator. Nëse e 
krahasojmë me shprehjen përkatëse në boshllëk, shohim se ndryshojnë 
vetëm për vlerë të konstantës dielektrike. 

Në mënyrë të ngjashme sikurse për boshllëk mund të përfitojmë 
ekuacionin themelor diferencial për fushë elektrostatike në mjedis. 
dielektriku. Do të kemi: 


divE = (6) 

£ 

Ndërsa kondita kufitare për komponenten normale të fushës në sipër- 
faqe të ngarkuar me elektricitet është: 


— * a 

n 0 ~~n 0 E 2 = — 
e- 

Për potencial të fushës në izolator vlen ekuacioni i Puasonit: 

£ 


(7) 


(8> 


të cilin e fitojmë në (6) zëvendësojmë E =— grad V . 


b) Induksioni elektrik 

Në shprehjet themelore të fushës elektrike në mjedise dielektrike 
(5), (6) dhe (7), në anën e djathtë, përveç madhësive karakteristike 
për burime të fushës, paraqiten edhe konstantet dielektrike të mje- 
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disit në të cilin zbvillohet ajo. Nëse dëshirojmë që në to të paraqiten 
vetëm madhësitë karakteristike për burime të fushës, duhet t’i shumë- 

-zojmë me e. Atëherë në anën e majtë të tyre paraqitet prodhimi s E. 
Ky është gjithashtu një vektor i cili e ka të njëjtën kahje sikurse vek- 

tori i fushës E, por është s herë më intensiv. Këtë vektor: 


I) — z E (9) 

Quajmë vektor të induksionit elektrik, kurse me ndihmën e tij 
jshprehjet (5), (6) dhe (7) i shkruajmë në formën: 


$ DdS — p 

( 10 ) 

div D~ p 

(11) 

n Q D± ?2 0 Dj cr. 

(12) 


Nga të dhënat e paraqitura kuptojmë se fushën elektrike mund ta 
shprehim me ndihmën e dy vektorëve. Këta janë, vektori i fushës 
.;elektrike dhe vektori i fushës elektrike dhe vektori i induksionit elek- 

trik D. Intensiteti i fushës është forca me të cilën fusha vepron në 
elektricitetin + 1, kurse induksioni elektrik është forcë me të cilën 
fusha vepron në elektricitetin + e. Gjatë njehsimit me intensitet të 

fushës E paraqiten konstantet dielektrike të materialit në të cili n ajo 

^zhvillohet. Përkundër kësaj, gjatë njehsimit me induksion elektrik D 
në shprehje nuk paraqiten konstantefc e materialifc. Te fushat statike 
këta dy vektorë ndryshojnë vetëm për faktorin e, i eili paraqet kon- 
stante skalare dhe është krejt njësojë a kryhefc njehsimi me vekto- 

rin E apo me vektorin D. Siç do të shohim më vonë te fushat që 
ndryshojnë gjatë kohës fcë dy vektortë paraqiten në shprehje, ndërsa 
fce fushat të cilat ndërrojnë shumë shpejt e nuk është konsfcante. Në 
anën tjetër e ka. karakter skalari vetëm në izolator izofcrop. Në izola- 

— > 

torët antizotropë e ka karakter tenzorial dhe vektorët E dhe D nuk 
e kanë fcë njëjtën kah.je. 


c) Konditat kufitare në kufij të dy izolatorëve 

Në mjedise dielektrike kemi raste kur gjatë një sipërfaqe takohen 
*dy izolafcorë të ndryshëm. Këto sipërfaqe kufitare duhet fcë kenë ndi- 
kim në vektorët e fushës elektrike dhe induksionit elektrik. Do t'i 
'përcakfcojme kondifcat kufitare në sipërfaqen e fcakimit të dy izola- 
?torëve. ;••• 
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Fillojmë nga kondita kufitare (12) të 
eilën mund ta shkruajmë në formën: 

D ln ~ D 2n ~ o 

dhe meqë në sipërfaqen e takimit nuk ka 
elektricitet, a — 0 do të ngel: 

D ln ~ D 2n (13) 

të cilën në formë vektoriale e shkruajmë: 


n Q D± 7i 0 D 2 

Këtë konditë mimd ta shprehim me ndih- 
mën e vektorëve të intensitetit të fushës. 

Në këtë formë shprehet: 

Së hashku me te vlen edhe kondita (XII.4.4) për komponente tangjen- 
ciale të fushës: 

E lt — E z t 

Shohim se në kufij të dy izolatorëve fusha elektrike kalon ashtu që 
komponentet tangjenciale të intensitetit të fushës mbesin të pandry- 
shuara si dhe komponentet normale të induksionit elektrik. 

Në fig. 90 është paraqitur me SS prerja e sipërfaqes së takimit 
të dy izolatorëve me konstante përkatëse dielektrike e x dhe e 2 . Vektori 
I intensitetit të fushës pranë sipërfaqes kufitare në izolatorin e parë 
> 

është Ey. E zbërthejmë në komponenten tangjenciale dhe normale. 
Intepsiteti i fushës në izolatorin e dytë është vektor i cili e ka të njëj- 
tën komponente tangjenciale E t , kurse atë normale të përcaktuar me 

(14). Në vizatim është shënuar me E 2 . Vektori i induksionit elektrik 

— * 

A në izolatorin e parë e ka kahjen e E l} por e x herë intensitetin më 
— > . 

të madh. Vektori D z e ka kahjen e E z , por intensitetin e atillë që kom- 
ponentja normale e tij është e barabartë me komponenten nomiale të 

vektorit D u Pra, derisa mbarimet e vektorëve E t dhe E z qëndrojnë 
ne të njëjtën normale në sipërfaqen kufitare, mbarimet e vektorëve 

D x dhe D z qëndrojnë në të njëjtën paralele me këtë sipërfaqe. 



■ d) Polarizlmi dielektrik 

Mund të paraqesim pyetjen: Pse mjedisi dielektrik vepron në fu- 
shë elektrike? Që të përgjigjemi në këtë pyetje duhet të përkujtojmë 
se dielektriku përbëhet prej molekulave, ndërsa këto prej grimcave 
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elektrike, prej bërthamave pozitive të atomeve dhe grimcave negative, 
elektroneve. E dimë se molekulat kanë aq elektrone sa është elektrizi- 
mi pozitiv i bërthamës dhe si të tilla janë elektro neutrale. Shpër- 
ndarja e elektroneve në bërthamë mund të jetë e tillë ashtu që qendra 
e elektricitetit negativ të përputhet me qendrën e elektricitetit pozitiv. 
Në këtë rast ajo është plotësisht neutrale. Por, ka edhe molekula të 
disa izolatorëve te të cilat qendra e elektricitetit negativ nuk përpu- 
thet me atë të elektricitetit pozitiv. Këto molekula paraqesin dipole të 
vogla elektrike dhe i quajmë molekula polare. Edhe ky izolator nuk 
tregon veti elektrike jashtë fushës, sepse kahjet e dipoleve molekulare 
janë të shpërndara në mënyrë të parregullt nga lëvizja termike e mo- 
lekulave. 

Kur izolatori gjendet në fushë elektrike, atëherë në te paraqiten 
ndërrime. Nëse është i përbërë prej molekulave jopolare, fusha e ja- 
shtme vepron në grimca elektrike me forcë tërheqëse dhe dëbuese 
ashtu që molekula shndërrohet në dipol të vogël. Këto dipole të indu- 
kuara kësisoji i kanë kahjet e momenteve të dipoleve në kahje të fu- 
shës së jashtme elektrike. Nëse izolatori është i përbërë nga moleku- 
lat polare, fusha e jashtme i drejton momentet e tyre në kahje të vet. 
Në të dy rastefc, kur izolatori gjendet në fushë elektrike, në të gjendet 
sistemi i dipoleve, momentefc e të cilëve orientohen në kahje fcë fu- 
shës. Izolatori nuk zotëron sikurse trup neutral në këte fushë dhe the- 
mx se është polarizuar. 

Izolatori i polarizuar përmban sistem të dipoleve elektrike, pra- 
ndaj, përveç fushës së jashtme, duhet të merret në konsiderim edhe 
fusha e tyre. 

Që fcë marrim në njehsim fushën e dipoleve, do të përkufizojmë 

vektorin e polarizimit P. Ky është momenti dipolar x njësisë së vëllx- 
mit të dxelektrikut. Vektori i polarizimit në përgjthësi ndërron si funk- 
sion i vendifc, prandaj dielektrikun duhet ndarë në elemente të vogla 

të vëllimit dx. Momenti dipolar i këtij elementi fcë vëllimit është P dx. 
Sipas shprehjes XII. 10. 6) kontributi i këtij elementi për potencial 

është k P gradd ~ dx. Nëse dëshirojmë fcë përcaktojmë potencialin e 
r 

e të gjitha dipoleve, këtë duhet ta integrojmë nëpër vëllim të izolato- 
rit. Pra: 


V p = k f P grad — - dz 
r 

Integrimin mund fca zgjerojmë në fcë hapësirën pambarim të madhe, 
sepse ato pjesë të hapësirës të cilat nuk janë të të mbushura me izo- 

Iator edhe ashtu nuk kontribuojnë asgjë, sepse P = 0. Integralin do ta 
transferojmë duke shfrytëzuar shprehjen: 



ELEKTROSTATHCA 


385 


div ( p — = P grad — + — divP 

dhe fitojmë: 

— * 

V p = k S div (p dx-k J ---- dx 

Integralin e pare e kthejmë në integral sipërfaqësor, duke shfrytëzuar 
teoremën e Gausit: 

/ div (K -i | dx = / P dS 

Integrimi duhet kryer nëpër sipërfaqe e cila përfshin hapësirën pa- 
mbarim të madhe, pra e integrojmë në sipërfaqe të sferës për oo. 
Meqë l/r~ 0, vlera e këtij integrali është e barabartë me zero. Pra: 


V p — — k 


d ivP 

r 


dx 


Kjo shprehje na përkujton për potencial të elektricitetit të shpëmdarë 
në vëllim, e cila e ka formën: 

V = k f — dx (15) 


Prandaj dipolet në izolatorin e polarizuar e japin një fushë plotësuese 
e cila është ekuivalente me fushën e dendësisë së elektricitetit: 

p p --=-divP (16) 

Pra, në izolatorë superpunohen dy fusha, e para nga shpëmdarja e 
vërtetë e elektricitetit me dendësi p dhe e dyta nga dendësia e elektri- 
citeteve ekuivalente p p si rezultat i polarizimit te dielektrikut. Prandaj 
mund të marrifn se dendësia totale e elektricitetit është p + p p . 

Ekuacioni themelor diferencial i fushës elëktrostatike për këtë 
rast e ka formën: 


div E = 


p+pc 


ose 


div t 0 E = p 4 - p p 

I marrim në konsiderim shprehjet (11) dhe (16): 

p = div D 


25 Hyrje në fizikë teorike 



-386 


HYKJE'NE FIZIKË TEOEIKE 


p p div P 

dhe do të kemi: 

div (s 0 E — D + P) = 0 

Kjo shprehje është e kënaqur identikisht, nëse vlen: 

P^D~e 0 E (17) 

E kemi fituar kështu shprehjen e cila polarizimin e dielektrikut e lidh 
me vektorin e induksionit dlie fushën elektrike. 

Shfryfcëzojmë (9) dhe për (17) do të fitojmë: 

P= (e-So)E (18) 

Shohim se polarizimi i dielektrikut është proporcional me fushën e 
cila e shkakton këtë. Faktori i proporcionalitetit e ~ varet vetëm prej 
materialit të dielektrikut dhe quhet susceptifoilitet i tij. 

Polarizimit dielektrik mund tl japim edhe një 
kuptim tjetër fizik. Për këtë arsye e përcaktojmë 
sasinë e tërësishme të elektricitetit e cila paraqi- 
tet me polarizim. Kjo është: 

— > 

/ ppd'z — — / divP d'z 

dhe pasi ta shndërrojmë në integral sipërfaqësor: 

/ p p d-z ~~ $ PdS 

kuptojmë se në sipërfaqe të izolatorit paraqitet 
një elektricitet. Shprehja tregon se komponentja 

m . normale e vektorit P ështe e foarafoartë me dendë- 

. g ’ 31 sinë sipërfaqësore të këtij elektriciteti. Pra, kom- 

, ponentja e vektorit të polarizimit normale ndaj 
sipërf aqes së dielektrikut paraqet dendësinë sipërfaqësore të elektri- 
citetit i cili rrjedh nga polarizimi i tij. 

Fakti se shpërndarja hapësinore e sistemit të dipoleve është ekui- 
valente me dendësinë siprfaqësore të elektricitetit mund të kuptohet 
si vijon: Kur izolatori gjendet në fushë elektrike, molekulat e tij pa- 
raqesin dipole të orientuara. Në forendësi të tij, pranë polit negativ 
të një dipoli gjendefc poli pozitiv i dipolit fqinj, sikurse tregon fig. 91. 
Veprimi i këtyre dy poleve anulohet. Por, ato pole të cilat gjenden në 
sipërfaqe të izolatorit nuk kanë pranë veti pole me të cilat do të anu- 
loheshin, prandaj veprimi i tyre mbetet i atillë që në siperfaqe para- 
qitet elektriciteti sipërfaqësor. Ky është rezultat i shpërndarjes vëlli- 
more të dipoleve. 
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16. a) F0KMTJLA E MOSOTI-KLAUSIUSIT 

Të shqyrtojmë një dipol brenda izolatorit. Do të përcaktojmë ve- 
primin e fushës ne këtë dipol. Kuptohet, fusha që vepron në te dallo- 

het nga fusha e jashtme E 0t sepse në te, perveç kësaj fushe, vepron 
edhe fusha e dipoleve tjerë. Që të përcaktojmë veprimin e fushës së 
dipoleve në te, do të përshkruajmë rreth tij një sferë të vogël. Brezja 
e saj le të jetë aq, sa që brenda saj të gjendet numër i madh i mole- 
kulave ashtu që për veprimin e tyre mund të marrim vlerën mesatare 
statistike. Do të përcaktojmë vlerën mesatare të forcës elektrike me 
të cilën dipolet brenda sferës veprojnë në dipolin e shqyrtuar. 

Fushën elektrike të dipolit e përcaktojmë nga shprehja (XII.10.7) 
në të cilën prodhimin skalar do ta zhvillojmë sipas komponenteve: 


E = 


k 


3(.t m x +y m y +z m z ) r 


E përcaktojmë njërën komponente të kësaj fushe: 

3(x z m x +yx m y +zx m z ) 




k 

f 


Vlera mesatare e kësaj komponente është: 


p _ A 

JZ/ X — 


3 (x 2 m x +yx m y +zx m z ) 


m 


m x 


m x 


Për përcaktimin e vlerës mesatare të shprehjes në të cilën paraaiten 
koordinatet fillojmë nga formula: 

x 2 + y 2 +z 2 = r 2 

Meqë asnjëra prej koordinateve nuk është e favorizuar, duhet pritur 
se vlen: 


x 2 = y* = z 2 


dhe fitojmë 


x 2 = — 
3 

Pastaj vlen: 


xy ~ xz - yz — 0 

sepse çdo koordinate me të njëjtën bindje mund të ketë si vlera pozi- 
tive ashtu edhe vlera negative. Pasi tl zvogëjojmë të gjitha këto fi- 
tojmë: 
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Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për komponente të tjera. Për- 
fundojmë se dipolet brenda sferës nga shpërndarja statistike e tyre 
nuk kryejnë kurrfarë veprimi në dipolin e shqyrtuar. Prandaj në dipol 
të shqyrtuar veprojnë vetëm ato dipole të izolatorit të cilat gjinden 
jasht sferës. Nëse mendojmë se këto molekule brenda sferës i kemi 
larguar nga izolatori, sepse si të tilla nuk kanë kurrfarë ndikimi, mbe- 
tet izolatori në të cilin gjendet një zbraztësirë sferike. Dëshirojmë të 
përcaktojxnë fushën në brendësi të kësaj zbraztësire. 

b) Fusha në brendësi të zbraztësirës 

Në izolator mjaft të madh gjendet zbraztësira e vogël në formë 
të sferës mg rreze r. Fusha elektrike e polarizon izolatorin dhe në si- 
përfaqe të zhraztësirës paraqitet një elektricitet sipërfaqësor. Dendë- 
sia e tij sipërfaqësore është e harabartë me komponenten normale 
të polarizimit. Pra: 

cr ~ P n = P cos$ 

këut me & e kemi shënuar këndin në mes të kahjes së polarizimit për- 
katësisht fushës dhe kahjes së normales në sipërfaqe të zbraztësirës. 
E ndajmë sipërfaqen në elemente të vogla. Në njërin element dS gjen- 

det elektriciteti a dS. Forca me të cilën ky elektricitet vepron në elek- 
tricitetin + 1 në qendër të zbraztësirës sipas ligjit të Kulonit është: 


dE = k 

r 2 

Komponentja e kësaj force në kahje të fushës së jashtme është: 

, acosfi dS 

dE = k 

r 5 

Komponentja e dytë normale në kahje të fushës së jashtme nuk është 
interesante, sepse në sferë për elementin e sipërfaqes dS ekziston ele- 
menti tjetër simetrik i cili do të japë komponenten normale të kun- 
dërt dhe që gjatë mbledhjes anulohen ndërmjet veti. 

I mbledhim kontributet e të gjitha elementeve të sipërfaqes që të 
fitojmë fushën rezultuese: 


jB7- k 


o cosfr dS 


Elementi i sipërfaqes së sferës është: 

dS ~ r 2 sinft dfr dcp 

dhe për a zëvendësojmë vlerën P cosfr. Kështu fitojmë: 
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E — 


x llt 



o o 


P cos^ sinfr d$’ dy 


Integrimi sipas & është 2n, kurse integrimi sipas cp, 2/3. Përfundimisht 
fitojmë: 


p 

E = — (1) 

3 s 0 

Prandaj fusha e cila vepron në dipolin e shqyrtuar është e barabartë 
me shumën e fushës së jashtme E 0 dhe fushës së përcaktuar me (1) 

£ = £?„+— ( 2 ) 

3e 0 


c) Përfitimi i formulës së Mosoti-IOausiusit 

Në fushë elektrike molekulet e izolatorit shndërroher. në dipole. 

Momenti i tyre i indukuar p me siguri është proporcional me fushën 
elektrike e cila e shkakton këtë polarizim. Prandaj, mund të shkruajmë. 


p — a E (3) 

Faktori a është karakteristik për Uojir e molekulave dhe quhet pola- 
rizibilitet i tyre. Kur (3) e shumëzojmë me numrin e molekulave të një 
sisë së vëllimit të izolatorit fitojmë momentin e induktuar dipolar 
të njësisë së vëllimit të izolatorit, përkatësisht vektorin e polarizimit 
dielektrik. Pra: 


P — naE 


(4) 


Këtu nuk guxojmë ta marrim fushën elektrike të jashtme E 0 , por fu- 
shën efektive (2), sepse në çdo dipol veprojnë edhe dipolet tjerë të 
izolatorit. Pra: 


P = noc E 0 + — P 
3 £ 0 


ose 


P 


noc \ 

} ™ na E a 

3 e 0 / 


prej nga:. 
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na ri 

E a 

na 

1 ” 3 s 0 


E.krahasojmë këtë shprehje me shprehjen (XII. 15. 18) për lidhje në 
mes të polarizimxt dhe fushës së jashtme: 

P — (s ~ e 0 ) E 0 


dhe gjejmë: 


na 



ose 


na 

£ So v.£ Sp) 

3 £o 


na 

o 

O c<j 


3 £o 





(3 £o + £ £ 0 ) 


S — g P _ na (5) 

e + 2 e 0 3 e 0 

Kjo shprehje e lidh një kombinim karakteristik të konstanteve die- 
lektrike me polarizibilitetin e molekulave dhe numrin e tyre në njësi të 
vëllimit. 

Në vend të numrit të molekulave në njësi të vëllimit është më mirë 
të paraqesim numrin e molekulave në një mol, përkatësisht konstanten 
e Avogadrit A. Nëse masën e molit e shënojmë me M, kurse dendësinë 
si masë të njësisë së vëllimit me p» atëherë mund të paraqesim këtë 
marrëdhënie: 

p : M = n : A 

prej nga: 


n — 


pA 

M 


kurse shprehjen (5) e paraqesim si vijon: 


M_ e — s 0 __ Aa 
p e + 2 e 0 3 e 0 


<6) 


Kjo është formula e Mosoti-KIausiusit dhe shpreh polarizibilitetin e 
molekuleve me ndihmën e madhësive të cilat mund të maten. 
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17. TEORIA E BERAIT FËR POLARIZIM 

Supozojmë se izolatori përbëhet prej molekulave polare, pra prej 

— > 

molekulave të cilat e kanë momentin e dipolit p të caktuar. Izolatori 
si grumbull i këtyre molekuleve nuk është i polarizuar, 'sepse dipolet 
molekularë janë të shpëmdarë në mënyre të parregullt ashtu që rezul- 
tantja e tyre në njësi të vellimit është e barabartë me zero. Kjo pa- 
rreguhsi e molekulave, përkatësisht e shpërndarjes së tyre paraqitet 
si rezultat i lëvizjes termike. 

Kur izolatori i tillë gjendet në fushë elektrike, dipolet molekulare 
orientohen në kahje të saj. Këtij orientimi i kundërvehet parregullësia 
e shkaktuar nga levizja termike dhe do të arrihet një ekuilibrim në mes 
të këtyre dukurive, ashtu që një numër mesatar i molekulave të orien-; 
tuara, do të japë rezuitaten e polarizxmxt Kuptohet se ky polarizim 
varet prej temperaturës, sepse në tempraturë më të madhe Iëvizja 
termike kaotike është më intensive dhe fusha mund të orientojë numër 
më të vogël të molekulave. 

Do të njehsojmë polarizimin e izolatorit të gazët si rezultat të ori- 
entimit të dipoleve molekulare. Do të supozojmë se momentet dipolare 
të molekulave janë konstante. Roshtin x e vendosim në kahje të fu- 
shës së jashtme elektrike. Dipoli 1 cili me boshtin x mbyll këndin & 
në kahje të këtaj boshti e ka komponenten e momentit të vet p cosfr, 
Le të ketë në njësi të vëllimit dn dipole të cilat janë të orientuara 
ashtu që me fushën të mbyllin këndin në mes të $ + Kontributi i 
këtyre molekulave për polarizim është: 

dP — p cosO' dn ( 1 ) 

Dipoli elektrik në fushë e ka energjinë potenciale sipas (XII. 10, 8) 
të barabartë me: 


U = — pE = — pEcas$' (2) 

Nga teoria kinetike e gazeve e dimë se numri i molekeve në njësi të 
vëllimit, të cilat e kanë energjinë U, shprehet në formën: 

dn = Ce~w k T sin9* dd* (3) 

ku: T paraqet temperaturën absolute të gazit. Që të përcaktojmë kon- 
stanten C, duhet të integrojmë sipas këndit & nga 0 deri në n. Në këtë 
mënyrë fitojmë numrin e të gjitha molekulave në njësi të vëllimit: 

n = C / e~ u / k T sin'8' 
o 

pi'ej nga e fitojmë vlerën e konstantes C: 


/ e~ u i kT sinft d$ 
o 

dhe për numër të molekulave kemi: 
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dn = (4) 

f e-^'si n&db 

Q 

ndërsa shprehja për kontribut të polaTizimit do të hetë formën: 


p n e~ u f kT sinO’ cosO’ d$ 

dP = — (5) 

f e~ u /M sinO- d%> 
o 

Që të fitojmë polarizimin, duhet të integrojmë për të gjitha kahjet e 
këndeve. E zëvendësojmë shprehjen për energji: 

/ e pEcos ’ |,/kT sinO’ cos6' d9‘ 

P = pre-° — (6) 

/ e sin-3' d-a- 

O 


Për integrim më të lehtë të kësaj shprehje paraqesim këtë shkurtim 
shënimx: 


pE 

JzT 


dhe ndryshoren e re të pavarur: 

z = cosO' 


dz — - sinfr d% 


(7) 


kurse kufijtë e integrimit shndërrohen në: për — 0, 2—1, ndërsa 
për $ — n, z —— l. Do të kemi: 


i 

/ e az z dz 
p = pn j 

J e at dz 

-i 


E kryejmë integrimin parcial në numërues: 


f 


e az zdz ~ z 


i 

a 


i 

e az 

„i 



e az dz = — ch a 
a 



e^dz 
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ose 


P = pn 


/"2 , N 

— ch a * 

a 1 


J e az dz 

Vi 


a 


Integrali në emërues është: 

i 


f e at ds = 

: ( e a — e~ a \ : 

2 . 

= — sh a 

) 

a \ / 

a 


Përfimdimisht për polarizim fitojmë: 


P = pn (ctha —1/a) 


( 8 ) 


Kjo është formula e Debait për polarizim të dielektrikut si rezultat 1 
orientimit të dipoleve molekulare. 

Nëse fusha elektrike nuk është mjaft e fuqishme dhe temperatura 
mjaft e lartë, atëherë në (7) madhësia a është mjaft e vogël. Në këtë 
rast funksionin cth a mund ta zhvillojmë në seri, duke ■.nospërfillur 
anëtarët e shkallës së lartë. Pitojmë: 


ctha — — - 
a 



dhe nga (8) do të kemi: 


P = 



E 

3 JcT 


(9) 


Shohim se polarizimi i dielektrikut i oili paraqitet si rezultat i orien- 
timit të dipoleve molekulare është proporcionalisht i zhdrejtë me tem- 
përaturën absolute, sikurse edhe është dashur të pritej. 

Sipas shprehjes (XII. 16. 4) për polarizibilitet nga orientimi i di- 
poleve fitojmë: 


« = _SL. dO) 

ZkT 

Në njehsimin e deritanishëm kemi supozuar se momentet dipolare të 
molekulave janë të njëjta për çdo orientim. Ky është vetëm përafrim, 
sepse fusha elektrike me forcën e vet e zmadhon largësinë në mes të 
poleve të dipoleve. Për këtë arsye edhe molekulat jo polare në fushë 
shndërrohen në molekula polare, përkatësisht në dipole. Forcat e brend- 
shme molekulare i kundërvihen zmadhimit të largësisë ne xnes të po- 
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leve të dipoleve ashtu që arrihet ekuilibrim në mes te forcave elektri- 
ke dhe këtyre forcave. Njehsimi i forcave ndërmolekulare shqyrtohet 
në teorinë kuantike të molekulës, prandaj këtu do të kënaqemi me re- 
zultatet e përafërta të njehsimit, sipas të cilit momenteb dipolare të 
molekulave ndërrojnë proporcionaiisht me fushën elektrike. ~Pra: 


dhe poLarizibiliteti i molekulave si rezultat i deformimit të tyre për- 
caktohet me konstanten g e cila është e ndryshme për çdo lloj të mo- 
lekulave. Polarizibiliteti total është i barabartë me shumën e këtyre dy 
polarizibiliteteve : 


ot — (3 + 


P 2 

ZkT 


( 11 ) 


Nëse izolatori përbëhet prej molekulave jopolare, atëherë p = 0 dhe 
ngel vetëm anëtari i parë. 

Vlerën e fituar për polarizibilitet e zëvendësojmë në formulën e 
Mosoti-Klausiusit (XII. 16. 6): 


M S*_ ~ A /p P 2 \ 

p s 4* 2 e 0 3 i 3 kT 1 


Shënojmë shkurtimisht me: 


M £ o £ — £ 0 

p £ ~f* 2 £o 


( 12 ) 


C = 


Ap* 
9 k 


dhe (12) e merr formën: 


B = 


A A 

3 


y — C 1 +B 
T 



Shohim se madhësia y është funk- 
sion linear i ndryshores 1 /T. Kjo 
mund të shfrytëzohet për vërteti- 
min eksperimental të teorisë. Duhet 
të matet konstantja dielekfcrike e ga- 
zit në temperatura të ndryshme. 
Nga rezultatet e fituara njehsohet 
v).era e funksionit y dhe vizatohet 
grafiku. Pikat e fifcuara duhet të që- 
ndrojmë në drejtëz. Pigura 92 tre- 
gon grafikët për pikat e përcaktua- 
ra të izolatorit C CU dhe CH^Cl Re- 
zuitatet tregojnë se matjet e pikave 
eksperimentale qëndrojnë rreth vi- 
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jës së drejtë, me çka edhe vërtetohet varshmëria lineare e funksianit 
y prej l/T. Në figurë janë zgjedhur dy shembuj tipikë, Drejtëza për 
C CU është paralele me boshtin e abshisës prej nga duhet të përfundoj- 
më se C = 0, përkatësisht p — 0. Pra, molekulat e CCk janë jopolare. 
Këto jashtë fushës elektrike nuk kanë moment dipolar. JSlga grafiku 
mund të përoaktohet B e nëper mes të saj edhe |3. Në itëtë mënyrë 
përcaktohet polarizibiliteti i molekulave jppolare. 

Në shembullm tjetër për CH S Cl shohim se drejtëza e ka një pje- 
rrësi ndaj boshtit të abshisës. Kjo tregon faktin se kemi të bëjmë me 
molekula polare. Koeficienti C i drejtimit të drejtëzës së fituar na bën 
të mundur njehsimin e momentit dipolar të molekulës. 

Matjet eksperimentale për moment dipolar të molekulës së ujit 
(H s O) kanë dhënë vlerën p = 0,61 • 10~ 29 C m, për molekulë të amo- 
niakut (HH 3 ) p = 0,48 • 10~ 29 Cm etj. Dimensionet e ketyre matjeve 
plotësisht përgjigjen, sepse elektriciteti i poleve është i rendit të ma- 
dhësisë së -sasisë elementare të elektricitetit 10~ 19 C ndërsa largësia në 
mes të poleve është e rendit të madhësisë së raolekulave 10~ 1C! m, Pro- 
dhimi i tyre paraqet momentin dipolar të molekulës i cili duhet të jete 
i .rendit të madhësisë 10~ 29 Cm. Në fund duhet të përsërisxm edhe një 
herë se kjo teori vlen për izolatorë të gazët, sepse vetëm në gaze është 
e lirë mundësia e orientimit të molekulave. 

18. SFERA DIELEKTRIKE NË FUSKË HOMOGJENE ELEKTRIKE' 

a) Ekuacionl diferenclal dhe konditat kufitare 

Do të përcaktojmo fushën elektrike e cila paraqitet kur sfera e ma- 
terialit dielektrik gjendet në fushën homogjene elektrike të jashtme 

me intensitet konsfcant E 0 . Do të vendosim boshtin s të sisfcemit 
të koordinateve në kahje të fushës së jashtme dhe mund të shkraajmë: 

E z “ E 0 


Potenciali i saj është: 


V — E Q z 

sepse E z ——dV/dz që tregon se ky potencial me të vërtetë e shpreh 
këtë fushë. Në koordinate polare potenciali shprehet në formën: 

V —— E 0 r cos$ 

Në këfcë fushë homogjene e cila tërësisht është e mbushur me material 
dielektrik e 2 e vendosim sferën me rreze a gjithashtu nga materiali 
dielektrik me konstante e,. 

Potenciali i fushës i nënshtrohet ekuacionit diferencial të Laplasifc 

AF-0 

sepse në hapësirën e shqyrtuar nuk ka elektricitet të shpërndarë. 
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Është më lehtë që -njehslmin ta kryejmë në koordinate polare me 
origjinë në qendër të sferës dhe bosht polar në kahje të fushës së 
jashtme elektrike. Nga simetria ndaj këtij boshti potenciali V nuk va- 
ret prej koordinates cp, por vetëm nga r dhe fr. Për kët koordinate lap- 
lasiani e ka formën: 


1 _d_ 


+ 1 

0 

( siTV a, 1Z\ 

r 2 dr 

l dr/ 

r 2 sint)' 

d$' 

1 Sm> jtf J 


Prandaj duhet të gjejmë një zgjidhje të këtij ekuacioni diferencial 
e cila duhet t’i kënaqë edhe konditat kufitare të cilat po i paraqesim: 

1. Pusha është homogjene, kurse vendosja e sferës në te shkakton 
deformim të saj. Është e qartë se ky deformim do të jetë më i vogëi 
sa më iarg sferës. Prandaj, në largësi të mëdha fusha duhet të mbetet 
homogjene për të cilën mund të shkruajmë: 

r~» oo V~-E 0 r cosd (2) 

2. Gjatë zgjidhjes së detyrës ne do të gjejmë potencialin e fushës, 
por duhet të dallojmë potencialin brenda sferës nga potenciali jashtë 
saj, Në sipërfaqe të sferës këto potenciaie duhet të jenë të barabarta. 
Pra: 


r — a V b = Vj (3) 

3. Sipërfaqja e sferës është sipërfaqe kufitare e dy dielektrikëve. 
Kemi parë në (XII.15) se në sipërfaqe të këtillë komponentet normaie 
të vektorëve të induksionit janë të barabartë. Meqë kahja e rrezes ne 
sipërfaqe të sferës është normale, mund të shkruajmë: 

D rb * D rj 


ose 


£l E rb — Z % Erj 

të cilat me ndihmën e potencialit i shprehim në formën: 


r~a , 




Kësisoji problemi është shtruar matematikisht. 


(4) 


b) Zgjidhja e prohlemit 

Ekuacioni diferencial (1) është parcial, sepse varet prej dy ndry- 
shoreve të pavamra r dhe fr. Do ta zgjidhim me metodën e ndarjes së 
ndryshoreve, prandaj zgjidhjen do ta paraqesim si prodhim të dy funk- 
sioneve, të cilat varen vetëm nga një ndryshore. 
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Pra: 

V(r t 9 -) = f(r) • g($) 

E zëvendësojmë në (1) dhe pjesëtojmë me / • g: 
l d . „ 1 d 


(5) 


/ dr 


(r z f') — 


p sinO' d'S’ 


(sanfr gf' ) 


Me arsyetim të njëjtë sikurse në ekuacionet e ngjashme në mekanikë 
fitojmë dy ekuacione diferenciale: 

— (r*/') — c/ = 0 

dr 


1 

sinO 1 dfr 

E zhvillojmë ekuacionin e dytë: 


(sinfr g') + cg = 0 


g" + - 0S J g' + cg = o 

sm§’ 

Kuptojmë se këtë e zgjidh funksioni: 

p('9’) = cos& (6> 

nëse për c marrim vlerën 2. E zëvendësojmë në ekuacionin e parë: 

d 


dr 


(r 2 /') -2/-0 


ose 


r 2 /" + 2r/' - 2/ = 0 



Anëtarin e dytë mund ta shkruajmë si derivat të herësit: 

/" + 2 — (-M = 0 

dr \ r 1 


E integrojmë: 
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V + 2 - f - = 3 B 
r 

Konstant en e integrimit e kemx shënuar me 3 B për lehtësim njehsimi. 
Shumëzojmë me r 5 : 

r*f' + 2r/ — 3Br 2 

ana e majtë e tij shprehet në formën: 


(r 2 /) = SBr 2 

dr 

kurse integrimi na jep: 

r 2 f^-Br* + A 


prej nga: 


/ = A + B r (7) 

r i 


E zëvendësojmë (6) dhe (7) në (5) 


V - +Br) cosO' 

Këtu duhet të hëjmë dallimm në mes të potencialit të fushës brenda 
sferës nga potenciali jashtë saj. Kuptohet se të dy potencialet i shpreh 
i njëjti funksion, por dallojnë në konstante të integrimit. 

V/ = 4- B r j cos$; r> a 


Vb = + 23 r j cosO’; r < a 

Fër përcaktimin e konstanteve të integrimit shfrytëzojmë konditat ku- 
fitare, Fillojmë nga (1). Për r ~+ oo kemi: 

~E 0 r cosO = B r cosO’ 


prej nga 


B =— E< 
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Për r ~ 0 Vb ~+ °° që fizikisht nuk ka kup- 
tim prandaj për C marrim vleiën zero. Pas 
zëvendësimit të këtyre konstanteve fitojmë: 

Vj = - E h r j cos# 

V b ~ D r cosO> 

I shfrytëzoj më konditat ( 3 ) dhe ( 4 ) : 

D a cosO’ — (— — E 0 a \ cosO 1 
\ a 2 J 

s X D cosO' = s 2 j E 0 ) cosO 1 

\ a? J 

Nga i pari rrjedh: 

A = (D + Eo) a? 



dhe e zëvendësojmë në të dytin: 

Si D = s 2 ( %D 3 E 0 ) 


dh.e fitojmë: 


D = 


3s 2 

£i "t 2 b 2 


E 0 


A 


$i e 2 


8 X 2s 2 

Për potenciale fitojmë përfundimisht: 

3si 




Si 4“ 2 s 2 


a z Eo 


E 0 r cosO' 


Vi 


Si e 2 


. £i + 2 s 2 f 


a 3 
.2 


r | E 0 cos$ 


( 8 ) 

(9) 


Do të përcaktojmë edhe intensitetin e fushës. Brenda sferës, nga z = r 
cosO' kemi: 


y } 


Ebx — E b y — 0 

JP — ^ S 2 

$i + 2 s 2 


( 10 ) 


që do të thotë se është konstante. Pra, fusha elektrdke brenda sferës 
është hdmogjene. Kahja e saj përputhet me z, me kahjen e fushës ho- 
mogjene e cila ka qenë para vendosjes së sferës në te. 
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Për fushë jashtë sferës fitojmë shprehje të ndërlikuar dhe nuk do 
ta përfitojmë. Në figurën 93 janë vizatuar vijat e forcës së kësaj fushe. 
Brenda sferës këto janë vija paralele. Gjithashtu, vijat janë paralele 
në largësi të madhe nga sfera. Këto janë të deformuara ne afërsi të 
sferës sikurse tregon fig. 93. 

c) Sfera dielektrike në boshllëk 

Të shqyrtojmë rastin e vegantë, kur sfera dielektrike gjendet në 
boshllëk. Për këtë rast duhet të shkmajmë: 

Sj, ■£ dhe £2 £<, 

dhe për fushë hrenda sferës fitojmë: 

i= — i„ (H) 

£ + 2 £ 0 

Sfera në fushë të jashtme është polarizuar. Vektori i saj i polarizi- 
mit është: 

P = (s - So) i = 3s 0 — E„ ( 12) 

e + 2s 0 

Nga ky polarizim në sferë paraqitet elektriciteti sipërfaqësor, dendësia 
e të cilit është: 


o = P» = 3s<, ° - E 0 cosiJ 

£ + 2e c 


Prandaj, në pole të sferës ky elektricitet është më i dendur, në gjerësi 
më të vogla zvogëlohet, ndërsa në ekuator nuk ka fare. Kuptojmë se 
sfera paraqet dipol elektrik me moment cMpolar: 




£0 


Jc e + 2e c 


a? E 0 


Pushën elektrike në sfere mund ta shprehim edhe me ndihmën e pola- 
rizimit. Nga (12) kemx: 


P 

3s 0 


£ + 2 £o - 3£ 0 ^ 


£ + 2s 0 


3s 0 

£ + 2s 0 


E 0 — E 0 ~~E 


pra: 


i = E - -- (i3) 

3s 0 

Shihet se fusha në sferë dallon nga fusha e jashtme për madhësinë e 
cila është proporcionale me polarizimin. , 
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N ë mënyrë të ngjashme mund të shqyrtojmë rastxn e zbraztësirës 
sferike në dielektrik. Për këtë rast duhet shënuarUj = s 0 dhe e 2 = e. Pi- 
tojmë shprehje të ngjashme në'të cilat s Q dhe s i ndërrojnë vendefc ë 
tyre. 


19. ENEEGJIA E FUSHfiS ELE&TKI&E 

Që të grumbuliohet elektriciteti i cili është burim i fushës elektri- 
ke, duhet të kryejmë punë. Kjo punë në fushë është e shpërndarë si 
energji potenciale e saj. Që të përcaktojmë energjinë e fushës, duhet 
të njehsojmë pimën të cilën e haxhojmë për formimin e.saj. 

Supozojmë se burim i fushës elektrike ëshfcë elektriciteti vëllimor 
me dendësi të njohur p dhe elektricifceti sipërfaqësor a me dendësi si- 
përfaqësore të njohur. Potenoialin e saj e shënojmë me V. Për formi- 
min e fushës duhefc në hapësirë fc’i vendosim burimet e saj. Menjëhere 
si të vendosim një sasi të vogël të elektricitetit, kjo e formon fushën e 
vet dhe bartja e sasive të reja të tij është e lidhur me zofcërimin e for- 
cave dëbuese të sasisë së përparshme, përkatësisht me harxhinhn e 
pumës. 

Do të supozojmë se për ndërtimin e fushës elektricitetm e bartim 
njëtrajtësisht ashtu që në çdo kohë dhe në të gjitha vendcc e kemi të 
njëjtën pjesë të sasisë së tij. Këtë pjesë do ta shënojmë me a ashtu që 
vlen 0 ^ a < 1. Vlerat momentale të dendësive të elektricitetit janë: 

p' = ;ap dhe a' = aa 
kurse vlera momentale e potencialit është: 

V' = ocV 


Në këtë gjendje do të bartim sasinë e elektricitetit dq dhe do ta shpër- 
ndajmë ashtu që pjesa e fundme e shpërndarjes të zmadhohet për da. 
Sasia e elektricitetit e bartur në elementin e vëllimit d-z dhe në elemen- 
tin e sipërfaqes dS është: 

dq = dp'dx + da'dS = pdx da + odS da 

Gjatë bartjes së kësaj sasie të elektricitetit duhet të kryejmë punë 
V'dq, sepse V' është puna të cilën e kryejmë gjatë bartjes së elektriei- 
tetit + 1. Pra, kjo punë elementare është: 

aVipdxda + adS d<x) = a da (Vp dx + Vo dS) 

Që të fitojmë punën për bartjen e elektricitetit në tërë hapësirën, këtë 
duhet ta integrojmë nëpër vëllim në të cilin është i shpëmdarë elektri- 
citeti dhe nëpër të gjitha sipërfaqet në të cilat gjendet. Pitojmë: 


RvtIp nJi 
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ada-(/yp<ft+ / VadS) 

Ndërsa për përfitimin e pxmës së tërë fushës, këtë duhet ta integrojmë 
edhe sipas • ’ 

, W = / ccda ( / Fp dx + / Vo dS) 

o 

Integrimi sipas a është 1/2, prandaj: 

■■ w= - - /VpdT+ - 1 - fVadS (1) 

■ ' v"\ ■■ 2 2 

Në këtë mënyrë energjia e fushës është shprehur me ndihmën e poten- 
cialit dhe madhësive karakteristike për burime të saj. Do të tentojmë 
që ta shprehim me ndihmën e madhësive karakteristike të fushës. Si- 
pas shprehjeve (XII. 15. 11) dhe (XII.15.12) për sipërfaqe përcjellëse 
te të cilat është D x = 0 kemi: 

p — div D dhe a =— D n 0 

Zevendësojmë hë (1): 

w= — fVdivDdx- 1 / VDrlodS 
2 2 

Integralin e dytë e shndërrojmë në integral vëllimor: 

/ VDn 0 dS= f ( VD ) dS= f div(VD) di = 

= / (V div D + D grad V) di 

dhe fitojmë: 

W = — / V div D d'z - / Vdiv Dd%- 1 f D grad V dx 

2 2 - . 2 

.... w ■ / H(- grad V) dr 
2 


Nga shprehja: 


fitojmë përfundimisht: 


E =“ pmd 7 
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W = --- S'DEdx (2) 

2 

Kjo është shprehja për energji e paraqitur me ndihmën e. vektorëve 
të cilët janë karakteristik për fushën. Mund të përfundojmë se den- 
dësia e energjisë së fushës, pra energjia e njësisë së vëllinht, është: 

<0 = E D (3) 

2 

osë ^ 

1 1 D 2 

a>» — bE 2 — — ~ (4) 

2 2 s 

Shohim se dendësia e energjisë është funksion katror i vektorëve të 
fushës. 


Në fillim të përkufizimit të fushës elektrostatike e kemi paraqitur 
shprehjen (XIIX.1.4) sipas së cilës forca me të cilën fusha vepron në 
elektricitet q është: 


F = qE 

prandaj fusha vepron në njësi të vëllimit në të cilën gjendet elektrici- 
teti me forcën: 


f = pE (1) 

Fërveç kësaj force, paraqitet edhe një tjetër në vendet ku ndërron 
konstantja dielektrike. Do ta njehsojmë këtë forcë për njësi të vëlii- 
mit, duke supozuar se fusha elektrike është kontante. 

Nëse me / e shënojmë forcën në njësi të vëllimit, atëherë kjo në 
tërë hapësirën e shqyrtuar është // dx. Të mendojmë se këtë eiement 

të vëllimit e kemi zhvendosur për d r. Për -këtë harxhojmë energji: 

dW =~~ dr / fdx 

E dimë se ndërrhni i funksionit skalar shprehet në formën* 

dW = grad W • d r 


dhe nëse per energji c shkruajmë shprehjen (XI 1.19.2): 
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W = — / ZE 2 dx 
2 

do të kemi; 

grad — / zE 2 dx d r =- d r / / dx 
2 

Meqë zhvendosja d r është plotësisht arbitrare, ekuacioni do të kënaqet 
nëse edhe faktorët tjerë janë të barabartë. Fra: 

/ 7 dx =- — / E 2 grad e dx 
2 


prej nga fitojmë forcën: 


f — — - 1 - E 2 grade (2) 

2 

Shohim se kjo forcë paraqitet vetëm nëse ndryshon konstantja dieiek- 
trike e izolatorit. Kjo forcë e ka parashenjën minus, pa marrë para- 
sysh kahjen e fushës, që do të thotë se është gjithmonë forcë tërheqë- 
se.. Me këtë forcë mund të shpjegojmë eksperimentin themelor sipas 
të cilit trupi i elektrizuar dielektrik i tërheq grimcat e lehta të izolato- 
rit. Në të vërtetë, fusha e trupit të elektiizuar vepron me forcë në si- 
përfaqe të izolatorit në të cilën paraqitat ndërrimi i konstantes dielek- 
trike. 



X. REKAFXTULIM I FËEKUFIZXMEVE NGA KUESI 
I PËRGJITHSHËM 

a) Intensiteti dhe dendësia e rrymës elektrike 

Deri tash kemi shqyrtuar fushën statike elektrxke. Burime të saj 
janë sasitë e elektricitetit në qetësi. E dimë se rëndësi shumë më të 
madhe ka elektriciteti në lëvizje, prandaj do t’i zgjerojmë dituritë tona 
për rastin e tij . 

Lëvizjen e orientuar të elektricitetit në përcjellës e quajmë rrymë 
elektrike. Rrymat i dallojmë për nga intensiteti i tyre. Për intensitet të 
saj e përkufizojmë atë sasi të elektricitetit e cila në njësi të kohës ka- 
lon nëpër prerjen tërthore të përcjellësit. Nëse në kohën e shkurtër dt 
nëpër prerje të përcjellësit kalon elektiiciteti dq, atëheië intensiteti 
i rrymës shprehet: 


/ = 


dq 

dt 


( 1 ) 


Në jetën e përditshme përcjellësit kanë forrnë të telave të hollë dhe 
të gjatë. INëse prerja e tij është mjaft e vogël, themi se kemi rrymë 
vijore. Rryma vijore është përafrim, të cilës i afrohet rryma e vërtetë 
sa më i hollë të jetë përcjellësi në krahasim me gjatësine e vet. 

Nëse prerja e përcjellësit është e madhe, nuk do të thote që nëpër 
të gjitha pjesët e saj në njësi të kohës të kalojë e njëjta sasi e elektri- 
citetit e as kahja e lëvizjes së elektricitetit në te të jetë e njëjtë. Që të 
marrim këtë në konsiderim, do të përkufizojmë dendësiij.ë e rrymës 
elektrike. Si dendësi të rrymës elektrike përkufizojmë intensitetin e 
saj të njehsuar në njësi të sipërfaqes së prerjes tërthore. Pra: 


Dendësinë e rrymës e mendojmë si madhësi vektoriale e cila e ka kah- 
jen e përcaktuar me lëvizjen e elektricitetit pozitiv. Shprehja (2) e për- 
cakton vetëm intensitetin e kësaj rryme. 

Në këtë kapitull do të shqyrtojmë vetëm rrymat stacionare. Këto 
janë ato rryma, intensiteti i të cilave nuk varet prej kohës, pra në çdo 
kohë janë të barabarta. 
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Rrymat të cilat kalojnë nëpër përcjellës të gjerë i quajmë rryma 
hapësinore. Shpesh do të jetë e nevojshme që shprehjet për rrymë ha- 
pësinore t’i shndërrojmë në shprehje për rrymë vijore, prandaj do të 
paraqesim këtë kalim. 

Ta mendojmë eiementin e vogël të vëllimit dx nëpër të cilin kalon 

rryma me dendësi j. Meqë elementi i vëllimit gjithmonë mimd të 
shprehet si prodhim i elementit të sipërfaqes dhe elementit të gjatë- 
sisë, do të kemi: 


“““> -*»»*»€> 

dx — dSd l 


Prandaj prodhimi: 


j dx = j dS d 1 = j d S d l 

sepse në rrymë vijore të tre vektorët e kanë të hjëjtën kahjë. Mirëpo, 
prodhimi j dS paraqet intensitetin e rrymës vijore, nëse dS është i vo- 
gël. Do të kemi: 


j dx^ldl (3) 

Pra, në shprehjet për rrymë hapësinore prodhimin j dx mund ta'zë- 

vendësojmë me I d l dhe të fitojmë shprehjen përkatëse për rrymë 
vijore. 

b) Lldhja në mes të dendësisë së rrymës dhe Intensitetit të fushës 

Dihet se në përcjellës ekzistojnë bartësit e lirë të elektricitetit. Në 
përcjellës metalikë këto janë elektronet e lira, ndërsa në elektrolit, jo- 
net. Këta bartës janë të shpëmdarë njëtrajtësisht në përcjellës. Supo- 
zojmë se në njësi të vëllimit i kemi n të këtillë. Kur në ta nuk vepron 

kurrfarë force, atëherë lëvizin në mënyrë kaotike termike. Mirëpo, në- 

— ► 

se në përcjellës paraqitet një fushë e vazhduar elektrike E, atëherë 
nën ndikimin e saj bartësit e elektricitetit kryejnë lëvizje të orientuar 
ashtu që pozitivët lëvizin në kahje te fushës, kurse negativët në kahje 
të kundërt të saj. Nëse grimca e elektrizuar bart elektricitetin e, për 
dendësi do të kemi: 


p - e • n 

Shpejtësia e lëvizjes së grimcave do të jetë e ndryshme, por ne do të 
...... , . — ■> 

njehsojmë me vlerën mesatare statistike të tyre v. Të gjitha grimcat 
të cilat në njësi të kohës kalojnë nëpër njësi të sipërfaqes së prerjes 
tërthore gjenden në vëllimin e prizmit, lartësia e të cilit është e bara- 
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bartë me shpejtësxnë mesatare. Pra, vëllimi i prizmit është 1 • v. Sasi- 
në e elektricitetit të bartur e gjejmë duke shumëzuar këtë vëllim me 
dendesinë e eleJ-.tricitetit të cilin e përmban njësia e vëllimit. Meqë kjo 
sasi e elektricitetit është e barabartë me dendësinë e rrymës, mund të 
shkruajmë: 

j = p v (4) 

Ka ngel të përcaktohet shpejtësia mesatare e grimcave. Në trup të 
ngurtë elektronet e lira lëvizin në mes të joneve të rrjetës kristalore. 
Nën veprimin e fushës këta lëvizin në mënyrë të nxituar. Por, elektro- 
net pas një kohe ndeshen me jonet e kësaj rrjete. Kësisoji ata e hum- 
bin një pjesë të energjisë së vet kinetike dhe vazhdojnë me shpejtësi 
të zvogëluar. Shpejtesia e tyre prapë do të rritet deri në ndeshjen e 
ardhshme me jone dhe kështu ky proces vazhdimisht përsëritet. Në 
elektrolit grimca e elektrizuar është joni i cili gjithashtu nxitohet në 
fushë, por edhe ky kohë pas kohe ndeshet me ndonjë molekulë dhe e 
zvogëlon shpejtësinë e lëvizjes. Molekula e goditur është neutrale dhe 
lëvizja e saj nuk i kontribuon rrymës elektrike. Pra, në të dy rastet 

grimca e elektrizuar pas godatjes fillon me një shpejtësi fillestare v 0 

dhe nxitohet me nxitdm a. Pas kohës t, grimca do të ketë shpejtësinë: 

v — Vo + at 

Nnxitimin e saj e shkakton fusha elektrike, prandaj vlenë: 

m a = e E 


prej nga: 



E 


kurse shpejtësia: 


, et 

v~v 0 + E 

m 

Kohën mesatare në mes të dy goditjeve do ta shënojmë me 2t dhe do 
ta njehsojmë shpejtësinë mesatare për këtë kohë. Meqë slxpejtësitë fi- 

llestare v Q të grimcave të ndryeshme janë të orientuara në të gjitha 
kahjet dhe këto kahje njëtrajtësisht janë të shpërndara, do të jetë 
shpejtësia mesatare e tyre e barabartë me zero. Për njehsimin e vlerës 
mesatare ngel: 
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2T 


1 

2t 


^ td * = J- 

m 2x 


e E t 2 . 

m 2 


2r 


£T 

m 


E 


ndërsa për dendësi të rrymës kemi: 


J=-en—E = 
m 


tnn E 

m 


Shohim se dendësia e rrymës është proporcionale me intensitetin e fu- 
shës elektxike. Faktori i proporcionalitetit 

__ e 2 7XT 

m 


varet vetëm prej vetive të përcjellësit. Paraqet një konstante specifike 
për përcjellësin dhe e quajmë përçueshmëri specifike. Me ndihmën e 
saj shprehjen e fituar e shkruajmë në formën: 


; = oE 

që do na nevojitet në njehsimet e mëvonshme. 


(5) 


c) Llgji I Ohmit 

Do të njehsojmë intensitetin e rrymës elektrike e cila rrjedh në- 
për përcjellës me prerje tërthore S dhe gjatësi l Supozojmë se prerja 
e telit është e vogël ashtu që në te dendësia e rrymës gjithkund është 
e njëjtë. Për intensitet kemi: 




dhe nga (5) 


I = SoE 


Supozojmë se fusha elektrike është rezultat i tensionit U, i cili zotëron 
në skaje të telit. Tensioni paraqet punën e forcës së fushës elektrike 

në rrugë të barabartë me gjatësinë e telit. Pra: U — El 

} .. 

ose E— — ■ ■••••••' 

■ l ■ ■ 

dhe për intensitet kemi: 
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qSty 

l 

Shohim se rryma, është proporcionale me tensionin. Faktori i propor- 
cionalitetxt varet prej dimensioneve dhe vetive elektrike të telifc. Vlera 
reciproke e këtij faktori quhet rezistencë e telit: 


q S 


Faktori — quhet rezistencë specifike e materialit. Pasi ta zëvendësoj- 
jq 

më vlerën e rezistencës në shprehjen për intensitefc, fitojmë: 



(7) 


e cila paraqet ligjin e Ohmit. 


d) Esxergjia e rrymës elektrxke 

Le të zotërojë në skaje të përcjellsit tensioni U. Sipas përkufizimit 
të tij, ky paraqet punën e nevojshme qe të bartet elektriciteti + 1 nëpër 
fcel. Për bartjen e elektricitetit dq nevojitet puna: 

dW^Udq 

Kur këtë elekfcricitet e bart rryma /, mund të shkruajmë: 

dq~ I dt 

dhe për energji fitojmë: 

dW = U I dt 

Kjo është energjia në kohë të shkurtër dt. Në kohë të fundme për te 
fitojmë: 

W=fUIdt (8) 

Në rryma të vazhduara U dhe / janë konstante dhe do të kemi: 

W = Ult (9) 


e) Ligji i Xhixlit 

Kemi theksuar më pai'ë se gjatë mekanizmifc të përcjelljes së rry- 
mës elektrike paraqitet goditja në mes te grimcave elektrike dhe neut- 
rale. Gjatë këtij procesi grimcat neutrale vazhdimisht marrin energji 
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nga grimeat lëvizëse. Kjo energji e zmadhon lëvizjen e tyre kaotike 
dhe me këtë e ngrit edhe temperaturën e përcjellësit. Pra, kur rryma 
rrjedh nëpër përcjellës, ai nxehet dhe e liron këtë në amhientin. për? 
reth. Do të përcaktojmë nxehtësinë të cilën e zhvillon rryma hë hjësi 
të kohës dhe në njësi të vëllimit të përcjellësit. , 

E shënojmë me dQ sasinë e nxehtësisë të cilën gjatë kohës dt e 
zhvillon rryma ne njësi të vëllimit. Në element të vëllimit dz rryma e 
zhvilion energjine dQ • dz. Kjo është e barabartë me prodhimin e sasisë 
së elektricitetit dq dhe tensionit dU, i cili zotëron në skaje të elemen : 
tit të vëllimit. Pra: 

dQ • dx — dq • dU : 

E shprehim sasinë e elektricitetit me ndihmën e dendësisë: 

dq — I dt = ~j d S.dt ■ 

ndërsa tensionin me ndihmën e fushës: 

dU — E dY 

Pra: ‘ "! 


dQdz = E d l j dS dt 

Meqë: d'z = d S d l 
kemi: 


ciQ = j Edt 

Në njësi të kohës zhvillohet sasia e nxehtësisë: 


dQ 

dt 



dhe me ndihmën e (5>: 


L 

dt a 


( 10 ) 


Kjo shprehje tregon se nxehtësia e liruar është proporcionale me kat- 
rorin e intensitetit të fushës, përkatësisht me katrorin e dendësisë së 
rrymës. 
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2, FUSHA MAGNEf IKE' E RKYM&8 ELEKTMKE Nfi BOSHLLËK. 

a) Ekuacioni themelor diferenclal ' 

Elektriciteti në lëvizje të orientuar është burim i një fushe të for- 
cës të cilën e quajmë fushë magnetike. Në hapësirë përreth rrymës ele- 
ktrike formohet fusha magnetike. 

Do të fillojmë nga eksperimenti themeior vijues. Kur nëpër tel të 
drejtë rrjedh rryma e intensitetit të caktuar dhe në rrafsh normal nd&j 
tij vendosim grimca të imta hekuri, shohim se këto shpërndahen në 
vija rrethore me qendër në vendin e depërtimit të përcjellësit në 
rrafsh. Këta rrathë paraqesin vijat e forcës së fushës magnetike të 
rrymës. Fusha magnetike ka karakter vektorial dhe do ta shënojmë 

me H. Meqë vijat e kësaj fushe janë të mbyllura në vetvete, mund të. 
kryejmë integrimin vijor të fushës gjatë vijës së këtillë të mbyllur.. 
Fasi forca vazhdimisht vepron në kahje të integrimit, është e qartë se 
ky integral vijor nuk mund të jetë i barabartë me zero. Pra: 

$ Hdr * 0 

Fusha magnetike është rrjedhim i rrymës elektrike, prandaj duhet pri- 
tur se vlera e këtij integrali varet prej intensitetit të rrymës elektrike.. 
£shtë treguar se në njësitë tona vlen: 

<f> H <fr ~ I (X> 

Për rryma hapësinore duhet shkruar: 

$ H dr = / / d S 

Këtë integral mund ta shndërrojmë në formën diferenciale, duke e 
shndërruar integralin vijor sipas teoremës së Stoksit në mtegraX si- 
përfaqësor: 

/ rotHdS^ /7 dS 

Që kjo të kënaqet për të gjitha fushat dhe për të gjitha sipërfaqet,. 
funkisonet nën integrale duhet të jenë të barabarta. Fra: 

rot H ~~j (2) 

Ky është ekuacioni themelor diferencial i fushës magnetike të rrymave- 
elektrike të vazhduara. Shprehja tregon se fusha magnetike është fu- 
shë shtjellore te e cila intensiteti i shtjellave është i pabarabartë me 
dendësinë e rrymës. 
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Meqë vijat e forcës së fushës magnetike janë të mbyllura, ato nuk 
kanë askund as fillim e as mbarim. Kjo do të thotë se fluksi i fushës 
magnetike nëpër ndonjë sipërfaqe të mbyllur është i barabartë me ze- 
ro. Çdo vijë e forcës e cila hyn dikund në sipërfaqe duhet të dalë nga 
ajo. Pra: 


$ = / HdS^O 

E shndërrojmë në integral vëllimor dhe do të kemi: 

/ div H dz~ 0 

prej nga nxjerrim përfundimin: 

div H ~ 0 (3) 

Ky është ekuacioni i dytë themelor diferencial i fushës magnetike të 
rrymës elektrike. Ky tregon se fusha magnetike është fushë pa burime. 
Pushat shtjellore pa burime quhen fusha solenoidale. Përfundojmë se 
fusha magnetike e rrymës elektrike është shembull tipik i fushës vek- 
toriale solenoidale. 


b) Fusha magnetike e përcjeHësit drejtvizor 

Si shembull të njehsimit të fushës magnetike të rrymës elektrike 
do të marrim rastin e përcjellësit drejtvizor. Le të jetë intensiteti i rry- 
mës I, kurse fushën dëshirojmë ta përcaktojmë në pikë të larguar për 
a nga përcjellësi. Në rrafshin normal ndaj kahjes së rrymës do ta ven- 
dosim rrethin me qendër në përcjellës i cili e ka rrezen a. Fasha mag- 
netike ka kahje të tangjentes në këtë rreth, sepse vektori i fushës është 
gjithmonë tangjencial në vijë të forcës oë në rastin tonë ëshfcë identike 
me rrethin e shqyrtuar. Nga shprehja (1) kemh; 

§ Hdr^I 

sepse në këtë rast prodhimi skalar është i barabarfcë me prodhimin e 
intensiteteve. Për gjatë rrethit fusha magnetike gjithkund e ka të njej- 
tin intensitet, prandaj H është konstant. Integrali i mbetur ëshfcë i ba- 
rabartë me perimetrin e rrethit. Fitojmë: 

H 2 an = / 


ose 


H — 


1 / 

a 


(4) 


Kuptojmë se kjo fushë është proporcionale me rrymën, por propor- 
•cionalisht e zhdrejtë me largësinë e pikës nga rryma në të cilën e kër- 
kojmë atë- 
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3. FUSHA MAGNETIKE NË MJEDISE 

a) Induksiom magnetife; 

Në mjedise materiale fusha magnetike e hurimeve të caktaara ndry- 
shon nga fusha magnetike e hurimeve të njëjtë në hoshllëk. Ky ndry- 
shim është rezultat i vetive magnetike të materialit. 

E dimë se çdo mater-ial përbëhet prej molekulave dhe atomeve. 
Në atome elektronet lëvizin nëpër vija të vogla të mbyllura dhe para- 
qesin rryma të vogla elektrike. Sikurse do të. tregojmë më vonë fusha- 
magnetike e rrymës së mhyllur është ekuivalente me dipolin magnetik.. 
Prandaj -në materiale kemd numër të madh të dipoleve elementare mag- 
netike. 

Ekzistojnë dy lloje të molekulave. Molekulat e llojit të parë nuk 
kanë moment të dipolit magnetik, sepse elektronet në të lëva zin ashtu 
që rezultantja e të gjitha momenteve magnetike të elektroneve të mo- 
lekulave është e harahartë me zero. Në llojin e dytë ekziston rezul- 
tantja e momenteve të dipoleve magnetike. Në materiale të këtilla mo- 
mentet e dipoleve magnetike janë të shpërndara statistikisht dhe vep- 
rimi i tyre reciprok anulohet. 

Kur ky material gjendet në fushë magnetike, kjo do të veprojë 
në dipolet elementare. Te molekulat të oilat nuk kanë moment dipoli 
fusha e jashtme e indukon momentin e tyre, duke i shndërruar në di- 
pole. Në anën tjetër, te materialet e përhëra nga dipolet fusha e jasht- 
me i orienton ashtu që veprimi 1 tyre reciprok nuk do të anulohet. 
Pra, në çdo rast materiaM në fushë magnetike përhëhet prej sistemit të 
orientuar të dipoleve magnetike. Momenti dipolar i njësisë së vëllimit 

quhet magnetizim i materialit dhe do ta shënojmë me M. 

Me njehsim të ngjashëm, sikurse në elektrostatikë, mund të trego- 
het se fusha e të gjitha dipoleve është e harabartë me fushën të cilën 
e jep dendësia e magnetizimit: 


p m ~-divM ( 1 ) 

Këtu duhet cekur se dendësia e magnetizimit është madhësi e cila 
përkufizohet në mënyrë të ngjashme me madhësinë përkatëse në elek- 
trostatikë, me dendëstnë e elektricitetit. Por, për derisa elektriciteti 
realisht ekziston dhe mund ta grumhullojmë në ndonjë pjesë të hapë- 
sirës, dendësia e magnetizimit është thjesht madhësi fiktive, madhësi 
për njehsim, sepse sasia e magnetizimit në natyrë nuk ekziston. Mag- 
netizmi është vetëm dukuri përcjellëse e rrymës elektrike dhe nuk 
ekziston si veti e veçantë e materies. Megjxthatë, është mirë të përdo- 
ret ky përkufizim fiktiv për dendësinë e magnetizmit i cili ka ngeliir 
nga teoritë e vjetra, kur mendohej se realisht ekziston sepse me ndih- 
mën e këtij përkufizimi mund të zhvillojmë ngjashmërinë e fashës mag- 
netike me atë elektrostatike. Në këtë mënyrë do të shkurtojmë njeh- 
simin dhe përfundimet. 
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Në mënyrë të ngjashme sikurse në elektrostacikë (shiko shprehjen 
XII.U7) mund të përfitojmë shprehjen: 

divH = (2) 

' >> ' ■ - ■ ■ 

Atje në shprehjen e cekur paraqitej konstantja e proporcionalitefcit 
X/e 0 , kurse këtu do të marrim konstante tjetër që do ta shënojmë me 
X/p>o- Konstantja \i 0 quhet permeahilitefc i boshllëkut dhe e. ka vlerën: 

Vo = 4u * 10“’ F= 12,56 • 10~ 7 — (3) 

Am Am 

:Nga (l) dhe (2) fitojmë: 

divH =- — divM 

\ X o 

ose 

divCpoË+M) =o 

:Shohim se kombinimi i vektorëve: 


\i 0 H + M = B (4) 

është madhësi për të cilën 


divB = 0 ( 5 ) 

pra, funksion vektorial fusha e të cilit nuk ka burime. Këfcë funksion e 
quajmë induksion magnetik. Ky funksion vektorial ëshfcë karakteristik 
për fushë magnetike. Shohim se në fushë magnetike i kemi dy funksio- 
ne karakteristike vektoriale të cilat e përcaktojnë fushën. Këto janë: 

intensiteli i fushës magnetike H dhe induksioni magnetik B. 

^ Shprehja (5) është njëra prej ekuacioneve themelore diferenciale 
për induksion magnetik. Që të fitojmë edhe ekuacionin tjetër e kryejmë 
rotorin e shprehjes (4): 

rot B = \i 0 rot H + rot M 
kurse nga (XIIX.2.2) kemi: 

rot B=$ 0 j + rot M ' /r - (5) 

Ky është ekuacioni i dytë diferencial themelor për induksion magnetik. 
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Shprehja (4) është e ngjashme me (XII,1517) në elektrostatlkë 
dhe mund të përfundojmë se magnetizimi e ka të njëjtin rol sikurse 
polarizimi në elektrostatikë. Magnetizimi dhe polarizimi janë të për- 
kufrsuar njësoj dhe janë rrjedhim i veprimit të dipoleve elementare. 

Në elektrostatikë polarizimi shprehej në mënyrë proporcionale me 
fushën që e shkaktonte atë. EoLhe për fushë magnëtike hë mënyrë të 
ngjashme mund të shkruajmë: 


i = (7) 

Faktdri i proporcionalitetit shpreh susceptibilifcin magnetik fcë mate- 
rialifc. Eksperimenfcet tregojnë se kjo varshmëri e thjeshtë paraqitet te 
shumica e materialeve. Për ndryshim nga susceptibiliteti elektrik, i 
ciii kishte vetëm vlera pozhive, tregohet se susceptibiliteti magnetik 
për disa materiale ka vlerë pozitive, ndërsa për disa tjerë ka vlerë ne- 
gative sikurse do të shohim nga teoria e mëvonshme. Matenalet, ndaj 
vetive të tyre magnetike, i ndajmë në paramagnetike dhe diamagnetike. 
Materialet paramagnetike e kanë susceptibilitetin pozitiv, ndërsa dia- 
magnetike negativ. . 

Mjediset të cilat i kanë vetitë magnetike mjaft të theksuara nuk 
zotërojnë sipas shprehjes (9). I quajmë materiale ferromagnetike. 
Në këto suscepfcibiliteti ëshfcë mjaffc i madh dhe nuk është konstant, 
por në mënyrë asimtotike i afrohet vlerës te e cila paraqitet ngopja. 
Gjithashtu, varet nga rritja apo dobësimi i fushës magiiefcike. Gjatë 
dobësimit të fushës magnetizimi zvogëlohet ngadalë në krahasim me 
rrifcjen e tij gjatë zmadhimifc të infcensitetit të fushës. Dukuria quhet 
histerezis. 

Nëse kufizohemi për materiale jo ferromagnetike për to cilat vlenë 
(7), atëherë shprehjen (4) mund ta shkruajmë: 

v) B=(\Xo+x)H 

dhe nëse për konstante të re shkruajmë: 

■■•'.v.. == go + X (8) 

të cxlën e quajmë permeabilitet të mjedisit. Do të kemi: 

B = \x H (9) 

E këmi fifcuar shprehjen e cila është plotësisht e ngjashme me shpreh- 
jen (XII.15.9) në elektrostatikë. 

Lehtë mund të gjejmë shprehjen e ngjashme me (XII.15.18). Mjaf- 
ton që nga (8) të njehsojmë x dhe ta zëvendësojmë në (7). Fitohefc: 
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Në grup të ferromagnetikëve bëjnë pjesë hekuri, kobalti, nikeli dhe 
disa toka të rralla, por edhe disa legura tregojnë veti të ngjashme. 
Këto materiale e kanë edhe një veti karakteristike. Kur materiali i kë- 
tillë vendoset në fushë magnetike të fuqishme dhe magnetizohet, ky 
do të ruajë vetitë magnetike edhe pasi të rndrret nga fusha, duke u 
shndërruar kësisoji në magnet të përhershëm. 


c) Fusha magnetike e magnetëve të përhershëm 
Në magnetët e përhershëm ngel një sasi e magnetizimit, por: 

M — const 

prandaj vlen: 

rot M = 0 

Do të shqyrtojmë fushën magnetike e cila si burim e ka magnetin e 

— ^ 

përhershëm. Në këtë rast nuk ka rrymë, prandaj j = 0. Duke u bazuar 
në këtë të dhënë, ekuacioni diferencial (6) e ka formën: 

rol B = 0 

prej nga rrjedh: 


rot H = 0 ( 11 ) 

Fërfundojmë se fusha e magnetëve të përhershëm është fushë pa shtje- 
Ha dhe ekziston potenciali i saj <p, i cili me fushën lidhet me shprehjen: 

H =— grad <p (12) 

Fra, fusha e magnetëve të përhershëm qenka plotësisht e ngjashme 
me fushën eiektrostatike. Në mënyrë të ngjashme sikurse në elektro- 
statikë edhe këtu mund të tregohet se magnetizimi interpretohet si 
dendësi sipërfaqësore e magnetizmit. 

Të mendojmë magnetin në formë thupre. Në dy sipërfaqet e ku- 
ndërta të cilat janë normale ndaj vektorit të magnetizimit paraqxten 
polet magnetike ashtu që tërë thupra vepron si dipol magnetik. Si in- 
tensitet të polit magnetik e përkufizojmë prodhimin e dendësisë së 
magnetizmit dhe të sipërfaqes së polit. Dendësia e magnetizmit para- 
qet intensitetin e magnetizimit a = M dhe nëse sipërfaqen e shënojmë 
me S për intensitet të polit kemi: 

m = MS 

Momenti dipolar i thuprës magnetike është: 
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P-Mt =MSl = MS 1 = m 7 

Kemi fituar për rezultat se momenti dipolar i thuprës magnetike shpre- 
het me prodhimin ; e intensitetit të polit dhe largësisë në mes të po- 
leve. Ky është plotësisht në pajtim me përkufizimin e momentit di- 
polar. 


4. MAGNETIZIMI SI RRJEDHIM I MIKKORRTMAYE 


Ndryshimin në mes të fushës magnetike në mjedise dhe të njëjtës 
fushë në boshllëk e kemi shqyrtuar duke u bazuar në ngjashmërinë 
formale me rastefc përkatëse në elektrostatikë. Tani, këtë ndryshim do 
ta shqyrtojmë më hallësisht. Mjedisi është i mbushur me afcome në të 
cilat lëvizin elektronet. Këto paraqesin rryma elektrike rrethore, të 
cilat veprojnë si dipole të vogla magnetike. Fusha e jashtme magnetike 
vepron në këto dipole, prandaj për fushë të jashtme duhet të merret në 
konsiderim edhe fusha magnetike e rrymave molekulare. Ky veprim 
duhet të shprehet me madhësi makroskopike të cilat mund të maten. 
Për këto madhësi të cilafc janë rrjedhim i proceseve molekuiare duhet 

të marrim vlerën mesatare të tyre. Nëse me j mo i e shënojmë dendësinë 
e rrymave molekulare, atëherë mund të konstatojmë makroskopishfe 
vefcëm veprimin masatar të numrit të madh të molekulave si vlerë 

mesatare të dendësisë së rrymave j mo u Sipas rregullave matematike 
vlera mesatare e të gjitha rrymave molekulare të cilat gjenden në vë- 
llimin V njehsohet sipas shprehjes: 



jmot dr 


E dimë se rrymat molekulare si rrezulfcat i lëvizjes së elekfcroneve rreth 
bërthamës së afcomit janë rryma vijore, prandaj në shprehje duhet të 
paraqesim këto rryma. Në fillim kemi theksuar se ky kalim kryhefc me 
zëvendësimin: 


j dx~ld l 

por, në rastin tonë duhefc të mbledhim të gjifcha rrugët e elcktroneve 
në vëllim të shqyrtuar. Pra, do të kemi: 

"L,= /ISdT 


21 Hyrje në fiaikë teor&e 
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Për përcaktimin e fimksionit nën integral duhet të paraqesim ndonjë 
supozim për rryma molekulare. Për lehtësim shqyrtimi do të supozoj- 
mëse këto paraqesin rryma rrethore me rreze a. Kjo rrymë paraqet një 
fletë magnetike, pra një dipol të vogël magnetik me moment: 

m — I a z % 


Sikurse do të shohim në vazhdim do të hiejnë 
madhësitë I dhe a, prandaj ky supozim i 
thjeshtë është i arsyeshëm, duke mos e kufizuar 
përgjithshmërinë e zgjidhjes. 

Për të gjitha ato rryma rrethore të cilat 
gjenden hrenda vëllimit të shqyrtuar vlen 

2 d l — 0 y i sepse paraqesin vija të mhyllura të 
cilat përfundojnë aty ku kanë filluar. Por, kjo 
shumë nuk do të jetë e barahartë me zero për 
ato rryma rrethore sipërfaqja e të cilave e pret 
sipërfaqen kufitare të vëllimit V. Sikurse shihet 
nga fig. 94 hrenda vëllimit gjendet vetëm pjesa e 
harkut rrethor në mes të pikave A dhe B. Shu- 
ma vektoriale e të gjitha harqeve është e ba~ 
rahartë me vektorin e tetivës BA të rrethit në të cilën sipërfaqja kufi- 
tare e pret rrethin. Madhësia e kësaj fcetive është: 



Fig. 94 


s = 2 v OA‘~ OP\ 

Kur nga qendra e rrethit e tërheqim normalen në sipërfaqen kufitare 
të vëllimit, kjo këtë e pret në pikën O' sikurse tregon fig. 95, e cila pa- 
raqet projeksionin e rrethit të fig. 94 nga ana. Largësinë në mes të pi- 
kave O dhe O' do ta shënojmë me x dhe nga trekëndëshi POO' do të 
kemi: 


I x\ = OP siny 


Kuptohet se kjo madhësi duhet të jetë: 

I x\ <a sin 9 


që rrethi ta prefcë sipërfaqen kufitare të vëllimit. Meqë është: 


mund të shkruajmë: 


OP — 


J?L 

sincp 
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Do ta shënojmë numrin e të gjitha rrymave rrethore në 
njësi të vëllimit, momenti magnetik i të cilave qëndron 
brenda këndit hapësinor me 2V(<t)> dco. Numri i këtyre 
rrymave rrethore, të cilat e prejnë elementin e sipërfaqes 
dS dhe gjenden në shtresën për të cilën x lëriz në inter- 
valin e vogël dx, do të jetë: 

N(w) dco ► dS • dx 


\ 

\ 



Këto rryma kontrihuojnë për shumën e shqyrtuar me: Pig. 95 


I s IV(to) • du> ■ dS ■ dx = 21 _ AT( 0) ) dto dSdx 

sincp 


Që të fitojmë kontributin e të gjitha rrymave molekulare, këto orien- 
time duhet t'i integrojmë për të gjitha vlerat e x. Pra: 

4 simp 

II S <2 l\ = 21 iV(w) dudS f V^sinc p 2 ~ x 2 dx 

J sinç 

— o sin<p 


Ky integral zgjidhet, duke zbatuar shprehjen: 


/ \/b 2 ~~ x 2 dx 


b 2 arc sin — + x s/b z 
b 


■ £ s 


Pra: 


J - f 

smc p J 


a 3in<p 


\Ja 2 sin a cp — x z dx~ — — 
sincp J 2 sin<ç 

- a sjntp 


a 2 sin 2 cp arc sin 


x 


asiny 


+ x \/a z sin 2 <p — r 5 


a sin<p 


- a sm<p 


2 sinç 


2 ■ 2 / 75 , 7t \ a 2 7C . 

a 2 sm 2 cp • l — + — J = smcp 

V 2 2 / 2 


Prandaj do të kemi 

I| Sd 1 1 = N((a) doy dS • I • sincp == iV(<o) d<o • <25 ra sin<p 
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Prodhimi dS • m ■ sin<ç paraqet intensifcetin e prodhimit vektorial 

— > — -> 

| d S x m \ , meqë momenti magnetik qëndron normal ndaj sipërfaqes së 
rrethit dhe <p paraqet këndin të cilin e mbyllin vektorët m dhe nor- 
malja në element të sipërfaqes dS. Pasi kahja e prodhimit vektorial 
përputhet me kahjen e vektorit d S, mund të shkruajmë: 

IISd Ti ^ dSxm* N(<a)d o 

Këtë duhet ta integrojmë për të gjitha kahjet e momenteve magnetike, 
pra sipas ndryshores to: 

ISd — / d S x m • JV(tt)> do) — dS f m NM d<A 

Shprehja: 

/ m ■ iV(w)d<o ~mN 

ku: iV është numri i të gjitha molekulave në njësi të vëllimit, paraqet 
momentin total magnetik të njësisë së vëllimit të materiaiit. Kjo ma- 
dhësi ka rëndësi themelore dhe e quajmë magnetizim të mjedisit. 

— > — ► 

M~mN 

Pra: 

Z'SdT-dSX jj 

Këtë duhet ta integrojmë sipas sipërfaqes e cila e mbyll elementin e 
vëllimit V. Pra: 

/ /Sd7= # d&XM 

ose 

7 „o,= y $dSXM 

Këfcë integral e transferojmë me shprehjen e njohur nga analiz^ vek- 

toriale. Le të jetë a ndonjë vektor konstant: 

— > — .> — > —> — > — » — * — *> 

div (a x M) = a roi M +M rota = a rot M 

sepse anëtari i dytë është i barabarfcë me zero, meqë a - const Pra, 
do te kemi: 
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a f rot Mdx~ f div ( a x M) dx 

Integralin e fimdit e shndërrojmë në sipërfaqësore sipas teoremës së 
Gausit: 

a f rotM dx~ $ ax M d$ 

J3 dimë se vlen: 

(aXM)dS^ (d$XM)a 

prandaj kemi: 

a f rotMdx = a$dS*M 
ose 

f dSXM - f rotMdx 

Nga shprehja e fundit fitojmë për dendësinë mesatare të rrymave mo- 
lekulare: 

" frotMdz 

J 

Mirëpo, — / rot M dx paraqet vlerën mesatare të vektorxt rot M, pra- 
ndaj, vlen: 


7 md = rot M 

Pasi vlera mesatare e madhësive molekulare është madhësi makrosko- 
pike, fitojmë: 

j moi^rotM (1) 

Kjo shprehje na tregon se magnetizimi në mjedise varet prej rrymave 
molekulare të tyre. 


5. POTENCIALI VEKTOKIAL 

Pusha magnetike e rrymës elektrike është fushë shtjellore, dhe për 
te nuk mund të përkufizohet potenciali si funksion skalar, sepse siç e 
dimë kjo është e mundur vetëm te fushat pa shtjella. Por, megjithatë 
edhe për këto fusha është e mundur të gjendet një funksion vektorial 
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i cili në mënyrë të thjeshtë lidhet me burimet e fushës magnetike të 
rrymës elektrike. Ky funksion vektoriai e kryen rolin e potencialit, 
prandaj e quajmë potenciai vektoriaL 

E dimë se për induksion magnetik vlen shprehja (Xm.3.5) 


divB = Q 


Gjithashtu, e dimë se divergjenca e rotorit të çdo funksioni vektorial 
identikisht është e barabartë me zero. Pandaj, vektorin B mund ta 
shprehim si rotor të ndonjë vektori të cilin do ta shënojmë me A. Pra: 

B — rotA (1) 

Ky vektor i përkufizuar në këtë mënyrë quhet potencial vektorial i 
fushës magnetike. Nëse për ndonjë fushë e përcaktojmë këtë poten- 
cial, atëherë, duke shfrytëzuar (1), shumë lehtë mund ta gjejmë vekto- 
rin e induksionit të saj. 

Ka ngelur të përcaktojmë shprehjen e cila potencialin vektorial e 
lidh me rrymë si burim të fushës magnetike, Fillojmë nga shprehja 
(XIII ,2.2): 


rot H ~ j 

e shumëzojmë me g dhe fitojmë: 


rot B — j 

E zëvendësojmë potencialin vektorial (1): 


ose 


rot rot A — 





grad div A A A = \i j 

Me formulën e përkufizimit e kemi përcaktuar vetëm rotorin e poten- 
cialit vektorial, por divergjenca ka ngelur e papërcaktuar. Këtë mund 
ta marrim sipas dëshirës dhe që të fitojmë shprehje më të thjeshta 
do të marrim se vlen: 


divA = 0 (2) 

prandaj fitojmë këtë ekuacion diferencial: 
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A A = — \x j 


(3) 


Kuptojmë se edhe potenciali vektorial i nënshtrohet ekuacionit të Pua- 
sonit, të cilin e kemi përfituai* për potencialin ë fushës elcktrostatike. 
Aty e ka pasur formën: 



£ 


dhe zgjidhja e tij ishte: 



Për potencial vektorial në vend të konstantes l/e 0 qëndron konstantja 
\x, prandaj zgjidhja e tij do të jetë: 



JL 

4tt 


/ 


j dx 
r 


E shënojmë konstanten përpara integralit me: 


k m 


JL 

4 tc 


(4) 


e cila në hoshliëk e ka vlerën: 




= .JL_ 

4tt 


10 “ 


Vs 

Am 


Duke shfrytëzuar konstanten e re për potencial vektorial fitojmë: 


A 


-*-} 


j dx 


Për rryma vijore sipas (XI II. 1.3) kemi: 


A~k m I <f> 


d l 


Në fund do të tregojmë se për fushë homogjene 

B — const. 


(5) 


( 6 ) 


potenciali vektorial e ka formën: 
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i =- — ir x B) (7) 

2 

Safctësinë e saj e tregojmë duke kryer rotorin: 

roM=- — rot (r x b’) 

2 

E dimë nga analiza vefctoriale se rotori i prodhimit vektorial e ka 
formën: 

rot (r x B) — rdiv B — JB div r + (BV ) r — (r V ) B 

Meqë vektori B është konstant, anëtari i parë dhe i fundit janë të bara- 
bartë me zero. Dy anëtarët tjerë i fcanë vlerat: 

(BV)r = B dhe divr — 3 

Prandaj: 

rot (r x b> =— 2B 

— > — > 

dhe kënaqet fcondita B — rot A. 


6. FORMULA E BIO-SAVAMT 

Kjo formuië na lidh drejtpërdrejt indufcsonin magnetifc me rryma 
si burim të fushës. 

Për potencial vefctorial shfrytëzojmë shprehjen (XIII.5.5): 



ndërsa lidhja në mes të potencialit vektorial dhe xnduksionit magnetifc 
shprehet në formën: 

B — rot A 

Nga shprehja e parë dhe e dyfcë fitohet: 

B~k m j rot ^ ^ dx 

E zbërthejmë rotorin e prodhimit të vefctorit me skalar: 



FUSHA MAGNETIKE E RRYMKS ELEKTRIKE 


425 


rot 1 ro£ ? + grad - - x j 

' r / r r 

Anëtarx i parë është i barabartë me zero, sepse për rryma të vazhduara 
/ është konstant. Pasi të njehsojmë gradientin e 1/r, do të kemi: 


rot 




- - r 0 xj 
r 1 


T X 7* 

r 3 


Prandaj vlen: 


B — JCm 


f 7*1 

J r 3 




U> 


Kjo është formula e Bio-Savarit. Për rryma vijore kjo e ka formën: 


•B — 


d /x r 

r r ~ 


(2) 


Edhe pse lidhja në mes të induksionit magnetik dhe rrymave si hurime 
të fushës mund të shkruhet sipas (1) apo (2), megjithatë njehsimi i 
drejtpërdrejtë i fushës është mjaft i vështirë nga vetë forma e integra- 
lit. Vetëm te vijat e rreguilta gjeometrike të rrymës integrimi është i 
lehtë dhe mund të kryhet. 


a) Shemtmj për zbatimin e formulës së Bio-Savarit 


Do të tregojmë në dy shemhujt vijues zhatimin e formulës së 
Bio-Savarit. Së pari do të përcaktojmë fushën magnetike në qendër 
të rrymës rrethore. Le të jetë rrezja e saj B. Në këtë rast elementi i 
harkut dl qëndron normal ndaj largësisë prej qendrës dhe shprehja 
(2) reduktohet në: 


B Jc m I 


I 


R - d ~- = -t- / •- 2tz R 
R? 4tc R’ 


ose 


& = « — yoj 

2 R 

Shohim se induksioni magnetik është proporcional me intensitetin e 
rrymës, por proporcional i zhdrejtë me rrezen e rrymës rrethore. Nëse 
dëshirojmë të përcaktojmë këtë induksion në ndonjë pikë të hoshtit 
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normal, i cili kalon nëpër qendër të rrethit, atëherë duhet të veprojmë 
si vijon. E shënojmë iargësinë e pikës në të ciiën dëshirojmë të për- 
caktojmë induksionin nga qendra e rrethit me u. Nga figura &6 shohim 
se vlen ky ekuacion vektorial: 




E zëvendësojmë në formulë fcë Bio-Savarit dhe fitojmë: 


B — k, ri I 


, d ix u d ix R\ 
# r- ) 


Integrali i parë është i barabartë me zero, sepse dy elemente simetrike 
të gjafcësisë i konfcribuojnë integralit me vlera të njëjta, por me para- 

shenja të kundërta. Në integraiin e dytë d l qendron norrnal ndaj R, 

prandaj vlen j d ix R\ = R dl. Do të kemi: 


B = k m I § - = - ^ I — = A / IJQL " ( 4j 

(R 2 + u 2 )W 4tc (R 2 + u 2 ) s / 2 2 (R* + «*)>/*■■■ 

Shohim se rasti i mëparshëm fitohet për w = 0. 

Duke njohur këtë zgjidhje, mund të njehsojmë induksionin mag- 
netik të fushës në bosht të ndonjë suste nëpër të ciiën rrjedh rryma 
elektrike e vazhduar. Në këtë rast sustën mund ta mendojmë të për- 
bërë prej n rrymave rrethore. 

Do të vendosim boshtin x në bosht të sustës sikurse tregon figu- 
ra 97. Do ta shënojmë me n numrin e vijave rrethore në njësi të gjatë- 
sisë. Në gjatësinë e vogël dx gjenden n ♦ dx vija. Do ta vendosim origji- 
nën e sistemit në fillim të sustës e cila e ka gjatësinë l. Fushën dëshi- 
rojmë ta përcaktojmë në një pikë të boshtit të sustës, p.sh. në pikën 
P, e ciia e ka apshisën x~u. Kontributi i elementit dx për induksionin 
magnetik të.fushës fitohet kur shprehjen (2) e shumëzojmë me numrin 
e vijave rrethore. Pra: 
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dB== W_ j & n dx 

2 [# 2 + ( W "- X ) 3 ] 3 / 2 

sepse r = V S 2 + (u — x) 2 , ■ - 

Fër përfitimin e kontributit të të gjitha vijave rrethore këtë duhet tas. 
integrojmë përgjatë gjatësisë së sustës. Pra: 


B y IR 2 n j - R2 +(u ^ “)ap /a 

........ • • • G ' 

Integrimi kryhet me zëvendësim: 

u~ x — R tg<p 

V K 2 + <tt ” x) 2 = V 1 + tg 2 cp = — - dhe dx ='~ ^ - ^ 


[i ? 2 + (w - r ) 2 ] 3 / 2 


coscp dcp 


smcp =- 


_j i_ jtgy 

i? 2 V"i +lg 2 9 


R z V # 2 "+ (W"X ) 2 


Pasi tl zëvendësojmë kufijtë, fitojmë: 


2 L V^ 2 + iu-iy v -K + w 2 J 

Kjo shprehje e paraqet induksionin magnetik në çfarëdo pike të bo- 
shtit të sustës nëpër të cilën rrjedh rryma e vazhduar. 


Në mes të sustës u = — dhe do të kemi: 

2 


B m = U,Inl i.'rtssr.-: 

v ^ + 1\ 

ndërsa për skaje të saj u = 0 dhe u = l fitohet: 
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B = 


2 


_ 1 


( 7 ) 


Kahja e induksionit përputhet me kahjen e boshtit të sustës. Sikur 
susta të ishte pambarim e gjatë, atëherë çdo pikë të boshtit të saj 
mund ta mendojmë si mes dhe me kalimin kufitare të (6) fitohet 

për oo 

\il n (8) 


Pra, është proporcional me intensitetin e rrymës dhe numrit të vijave 
të saj. 


7. FUSHA MAGNETIKE E QAEKXJT TË MBYLLUR TE RRYMES 

Supopojmë se rryma elektrike rrjedh nëpër përcjellësin e mbyllur 
të formës arbitrare. Do të përcaktojmë induksionin magnetik të fushës 
.së kësaj rryme në largësi të mëdha në krahasim me dimensionet e 
aarkut. 

Potenciali vektorial i kësaj rryme përcaktohet me shprehjen 
(XII15.6): 


k m J 



I shumëzojmë të dy anët me një vektor unitar të kahjes arbitrare: 


aA = k m I § d i 
r 

Integralin vijor e shndërrojmë në sipërfaqësor, duke shfryfcëzuar teore- 
mën e Stoksit: 

a A = k,J f rot dS 


Meqë a - const, do të kemi: 

aA = k m I f (grad, — Xa) dS 
r 

dhe me zëvendësimin ciklik të faktorëve në prodhimin e përzierjes fi- 
tojmë: 
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ai = Jcj f (^dSX grad s a 

Në këto shprehje gradienti është rnarrë sipas koordinateve të sipërfa- 
qes së integrimit, sepse rotori është përfituar në këto koordinate. Pra- 
ndaj, nga 


grad s 


1 

r 


« - grad 



r 

r 3 


e gjejmë shprehjen për potencial vektorial: 


A = k m I / d S x — (1> 

r 3 

Duke u hazuar në supozimin se r është mjaft i madh në krahasim me 

, 4 

sipërfaqen e integrimit të qarkut, kuptojmë se faktori r / r 3 mund të- 
merret si konstant, meqë si i tillë ndërron shumë pak. Integralin e 
mbetur e shënojmë me 


m = / / dS 

dhe potenciali vektorial mund të shkruhet: 

"? , m x r 

A fcm 


(2) 


( 3 > 


Induksionin magnetik të këtij qarku e gjejmë nga shprehja: 

1 


B — rotA^ k m rot 


(mxr) 


- fen 


— ro£ (m x r) + grrad — x (m x r) 
r 3 r 3 


Kemi treguar në (XIII. 5) se për fushë homogjene potenciali vektorial 
e ka formën: 


rot (m x r) = 2 m 


E dimë se grad -- 
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Prandaj 


B ~ kr, 


2m 3 -i-7x(fflx7) 

>5 


r S r ; 

E zhvillojme prodhimin e dyfishtë vektorial: 


B = 


( m r 2 r (^ r ) 

r 3 r 5 


dhe përfundimisht fitojmë: 


B = 




3 r(mr) 


m 


(4) 


Kjo shprehje është plotësisht identike me (XIII. 10.7) në elektrostatikë. 
Prandaj, mund të përfundojmë se fusha magnetike e rrymës së mby- 
Ilur elektrike është identike me fushën e dipolit magnetik. Zatën këtë 
fakt e kemi cekur edhe me parë, por për te nuk patëm paraqitur vërte- 
tim matematik. Momenti i dipolit magnetik është 


— * — > 

/ I dS (5) 

Shohim se kahja e dipolit qëndron normal në sipërfaqe të rrymës 
së mbyllur, kurse momenti i tij është proporcional me intensitetin e 
rrymës dhe sipërfaqes që mbyll ajo. 

Në mënyrë të ngjashme sikurse në elektrostatikë kuptojmë se fu- 
sha e dipolit magnetik mund të përfitohet nga një potencial skaiar të 
shprehur me formulën: 


B — — grado 


nëse për potencial marrim: 


7 mr 

9 = km — 7~- ' (6) 

r 3 

8. ENEEGJIA E FUSHËS MAGNETIKE 

a) Energjia e qarkut të rrymës në fushë magnetike 

Le të gjendet qarku i rrymës I me sipërfaqe mjaft të vogël në fu- 
shë magnetike me induksion B. Meqë sipërfaqja e qarkut është e vogël, 

mund të supozojmë se vektori B në te është konstant. E dimë se rryma 
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e mbyllur zatëron sikurse një dipol. Prandaj, energjia e qarkut të shqyr- 
tuar në fushë përcaktohet me shprehjen për energji të dipolit në fushë 
të cilën e kemi përfituar në elektrostatikë (shiko XXI. 10.8). Për fushë 
magnetike në mënyrë të ngjashme fitojmë: 


dW =- B dm 


Momenti dipoiar përcaktohet me shprehjen (XIII.7.2). Kahjen e rrymës 
e marrim të atillë që normalja të jetë negative: 

— > — * 

d m I dS 

dhe për energji fitojmë: 

dW = IBdS 

Kjo është energjia e rrymës e cila përshkruan sipërfaqen elementare. 

Nëse kemi rrymë të mbyllur me përmasa të fundme, atëherë sipër- 
faqen e qarkut mund ta ndajmë në elemente të sipërfaqes dhe t J i mble- 
dhim energjitë e tyre. Në <të vërtetë, nëse përfytyrojmë se rreth çdo 
elementi të sipërfaqes rrjedh rryma /, atëherë nëpër pjesë të brend- 
shme të elementeve kjo rrymë do të kalojë dy herë në kahje të kun- 
dërta, njërën herë gjatë rrjedhjes nëpër njërin element, kurse herën 
tjetër gjatë rrjedhjes nëpër elementin tjetër fqinje. Prandaj, rryma në- 
për vijat kufitare të elementeve të brendshme të sipërfaqes do të anu- 
lohet, por do të ngelë rryma e vijës së jashtme e kjo është rryma e 
cila rrjedh nëpër qarkun me sipërfaqe të fundme. Energjia e rrymës 
së mbyliur të këtillë është: 


W ^IfBdS (1) 

Ky integral paraqet fluksin e induksionit magnetik nëpër sipërfaqe të 
kufizuar me rrymën e mbyllur. Pra: 

fBdS 


prej nga 


W = 1$ 


( 2 ) 


Këte shprehje mund ta shndërrojmë në një formë tjetër: 


W = / / rotAdS 

kurse nga teorema e Stoksit fitojmë: 

W ^IJAdl (3) 

energjinë e shprehur me integral vijor. 
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b) Energjia e dy qarqeve të rrymës 

Le të kemi dy qarqe të mbyllura të rrymës elektrike. Qarku i parë 
gjendet në fushë magnetike të qarkut të dytë. Energjinë e qarkut të 
parë në fushë të qarkut të dytë e njehsojmë sipas (3): 


W« - /, $ A 2 d X 

i 

Integrimi duhet kryer nëpër vijën e rrymës së qarkut të parë, energjinë 
e të cilit e kërkojmë, ndërsa potenciali vektoriai e përshkruan fushën, 
burim i së cilës është rryma e qarkut të dytë.'Për këtë potencial vek- 
torial e kemi shprehjen (XIII .5 .6): 

A* = K,h§ --- 

* r 

kurse për energji kemi: 

w« = K, ij t § f AhAA. (4) 

« 1 T 

— > 

Në këtë shprehje r paraqet largësinë nga elementi i rrymës d l t deri 
te elementi i rrymës d Do të shënojmë shkurtimisht me 


L a =k m $§ -liJLk. ( 5) 

1 2 T 

Ky faktor varet vetëm prej formës dhe përmasave të qarqeve të rry- 
mës, nga pozita e tyre reciproke dhe permeabiliteti i materialit në të 
cilin gj enden ata. Pra, me formimin e qarqeve të rrymës dhe vendosjen 
e njërit pranë tjetrit faktori L u është plotësisht i përcaktuar. E quajmë 
koefioient të induksionit reciprok. Me ndihmën e këtij koeficienti për 
energji rnund të shkruajmë: 


Wi2 — L n I x I 2 (6) 

Blmr ta kërkonim energjinë e qarkut të dytë në fushë magnetike të të 
parit në mënyrë të ngjashme, do të fitonim: 
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Nga (5) shohim se vlen: 


1 L r 21 

L*X2 ~ 


Prandaj, këto dy energji janë të baraharta. Shpesh për shkak simetrie 
i shkruajmë si shumë të tyre në formën: 


-i- (Lnhh + Lnhh) 

z 


(7) 


c) Energjia e sisiemit të qarqeve të rrymës 

Le të kemi një numër të caktuar të qarqeve të rrymës. Energjia 
e çdo çifti është e përcaktuar me shprehjen (7). Që të fitojmë energjinë 
për tërë sistemin, këtë duhet ta zgjerojmë duke kryer mbledhjen prej 
l deri në n. Fitojmë: 


W = 


1 

2 


n n 



/-/ J-l 


Uihh 


( 8 ) 


Nëse dëshirojmë të përcaktojmë energjinë e njërit, të themi të qarkut 
të i - të në fushën magnetike të qarqeve të tjera, atëherë duhet mbledhur 
sipas të gjitha qarqeve. Pra: 


iM-i 


dhe me ndihmën e (5): 


W f = 




Për rryma hapësinore kjo shprehje do të ketë formen: 


w t - -i- y k„ 
2 Zj 

E nda jmë integralin e dyfishtë: 



ii dxi jj dxj 


■ / Z*-f ¥‘ 
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Sipas (XIXI 


dhe rrjedh: 


d) Energjia e fushës magnetifee 

Shprehjen (9) për energji të qarqeve të rrymës në fushë të vepri- 
mit të qarqeve të tjera do ta paraqesim me ndihmën e vektoreve të fu- 
shës dhe do të fitojmë energjinë e fushës të pavarur nga burimi i saj. 
Shfrytëzojmë shprehjen (XIII.2.2): 

j = rot H 

dhe e zëvendësojmë në (9): 

W“ — / ArotHdz 
2 

Këtë integral do ta transferojmë sipas shprehjes për divergjencë të 
prodhimit vektorial: 

div (H xl) = A rotH-H rot A 

E integrojmë sipas vëllimit: 

/ div (H xA)dx~ f A rot H dx~ f H rot A dz 
Integralin në anën e majtë e shndërrojmë në integral sipërfaqësor: 

/ div (H X A) dx= § (5x2) dS 

Integrimin e kryejmë në tërë hapësirën pambarim, prandaj integrimi 
sipërfaqësor duhet të kryhet në sipërfaqe të sferës me rreze pambarim 

të madhe. Meqë në pambarim edhe H edhe A janë të barabartë me ze* 
ro, ky integral do të jetë i barabartë me zero. Pra: 

/ ArotHcLx = / H rotAdx 


.5.5) potenciali vetotorial i qarqeve të tjera është: 


n 



]-i 


Wi= — f Adx (9) 

2 J 
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Për energji fitojmë: 

W= --- JHrotAdx 
2 

E dimë se B ~ rot A 

dhe do të fitojmë përfundimisht për energjinë e fushës magnetike: 

W=±SHBdx (10) 


Kjo shprehje vlen, në përgjithësi, pa marrë parasysh se nga cilat buri- 
me formohet fusha magnetike. 

Nga (9) shohim se dendësia e energjisë së fushës magnetike: 




2 2 


B 2 


( 11 ) 


Shprehjet e fituara janë plotësisht të ngjashme me shprehjet përkatë- 
se në elektrostatikë (shiko XII.19.2 dhe 3). 


e) Energjla e pollt magnetik 
Fillojmë nga shprehja (10): 

W= — fBHdx 
2 

Për pol të magnetit të përhershëm intensitetin e fushës e shprehim me 
ndihmën e potencialit skalar (XIII.3.12): 


dhe për energji fitojmë: 


H — — grady 




1 

2 


/ B grady dx 


Edhe këtë integral e transferojmë, duke shfrytëzuar shprehjen e njo- 
hur nga analiza vektoriale: 


div (cp < B) — B gradtp + dzv B 

Pasi ta integrojmë dhe ta shfrytëzojmë teoremën e Gausit, do të kemi: 

— y — > ■ — > 

/ (q> B) d S =' f B grady dz + f cp div B d% 


28 * 
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Integrali në anën e majtë në sferën pambarim të madhe është i hara- 
bartë me zero, prandaj vlen: 

/ B grady dx =— / <p div B dx 

0uke shfrytëzuar shprehjen e fundit për energji, do të kemi: 

TV ~ — / q> div B dx 
2 

Shfrytëzojmë gjithashtu shprehjen: 

dwB= pm 


prandaj 

W => - 1 - / 9 — di 
2 [l 

Për pole të veçuara cp « const., ndërsa integrali i mbetur: 

m — f — - dx 

J 1 * 

paraqet intensitetin e polit magnetik. Në këtë rast fitojmë përfundi- 
misht shprehjen: 


w= — 9 772 ( 12 ) 

2 

e cila paraqet energjinë e polit të veçuar me intensitet m në fushë mag- 
netike të magnetit të përhershëm me potencial cp. 


9. FORCAT NË FOSHË MAONKTIKE 

a) Forca me të chën fusha vepron në element të rrymës 

Në qark të rrymës, i cili gjendet në fushë magnetike, fusha vepron 
me ndonjë forcë. Nga kjo forcë varet, përveç të tjerash, edhe foima e 
rrugës së rrymës. Që të largohemi nga vështirësia e formës së qarkut 
të rrymës, do të kufizohemi në njehsimin. e forcës. e cila vepron në një 

element d l, të rrymës me intensitet L Të mendojmë se këtë e. kemi 

zhvendosur për da. Gjatë kësaj kryejmë punë — Fda dhe ndërrohet 
energjia e fushës: 
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dW =- F,da , . . 

Për energji shfrytëzojmë shprehjen (XIII,8.2) sipas së cilës: 

dW^Id$=IBdS 

Elementi i sipërfaqes mund të paraqitet në këtë formë: 

dl$~ d ix da 

Kur të gjitha i marrim në konsiderim, fitojmë: 

— F da = I B (d l x d a) == / d a (B x d l ) 

Prej nga rrjedh forca: 

F=/ (dTx B) (1) 

me të cilën fusha magnetike vepron në element të rrymës. Per rryma 
hapësmore, duke shfrytëzuar lidhjen e njohur, do të kemi: 

F= (j x B) dx (2) 

Të dy shprehjet tregojnë se fusha magnetike vepron me forcë e cila 
qëndron normal në kahje të fushës dhe në kahje të rrymës. 


b ) Forca me të cilën vepron fusha ne elektrone lëvizëse 

Të mendojmë grumbullin e elektroneve të cilat lëvizin me shpejtë- 

si v. Këto elektrone gjithashtu e prodhojnë një rrymë elektrike pra- 
ndaj në ta do të veprojë fusha magnetike me ndonjë force, të cilen do 
ta përcaktojmë, 

Çdo elektron e hart elektricitetin e. Në njësi të kohës, nëpër njësi 
të sipërfaqes kalojnë të gjitha elektronet të cilat gjenden në vëllimin 
e prizmit me lartësi v. Le të jetë numri i tyre, në njësi të vëllimit n, 
atëherë në prizm do të ketë n * e elektrone të cilat e bartin elektricite- 
tin e * n - v. Por, elektriciteti të cilin e bartin elektronet në njësi kohe 
nëpër njësi të sipërfaqes paraqet dendësinë e rrymës elektrike. Pra, 
vlen: 

j — e ' n - v 

E zëvendësojmë në (2) dhe fitojmë forcën: 

F — n e (v x B) dx 
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Nëse dëshirojmë të përcaktojmë forcën me të cilën fusha vepron në 
një elektron të vetëm, atëherë këtë forcë duhet ta pjesëtojmë me num- 
rin e elektroneve në vëlldmin e shqyrtuar, i cili është n dx. Pra: 


/ = e(uXB) (3) 

Kjo është forca e Lorencit me të cilën fusha magnetike vepron në elek- 

ftrone lëvizëse. Nëse elektronet qëndrojnë në qetësi, shpejtësia v = 0 
forcë nuk do të ketë. Kjo forcë e zhvendos elektronin nga rruga e vet 
në kahje e cila është normal ndaj kahjes së lëvizjes dhe kahjes së 
fushës magnetike. 


c) Forca në mes të dy elementeve të rrymës 

Të mendojmë dy elemente të rrymës me gjatësi d ktiiie d 1% në- 
për të ciiët rrjedh rryma e intensitetit l x dhe / 2 . Rryma I x gjendet në 
fushë magnetike të hurimit I 2 . Kjo fushë në elementin /, vepron me 
forcën (D: 




— '•% 

Induksionin magnetik të elementit dl^ e gjejmë sipas shprehjes 
(XIII .6 ,2): 


B 2 


“JC,), ln 


d l z Xr 
r 3 


Parashenja minus duhet të shkruhet sepse e kemi marrë kahjen e vek- 

— > -*-» * 

torit r nga dl x kah d l 2 , kurse aty kahja e vektorit të pozitës është e 
kundërt. Zëvendësojmë: 

7 2 , =- k m ld% x (d% x r)] 

r 3 

dhe pasi ta zhvillojmë prodhimin e dyfishtë vekfcorial kemi: 

7, = - k„, [d i 2 (r d i) - r (d l[ d h) ] (4) 

r 3 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë forcën me të cilën elementi i rrymes 
/i vepron në rrymën I z : 

7« = fc„ [d l (7dX> -%(d id in (5) 

r 3 
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Në veçanti le të jetë pozita e elementeve të rrymës, paralele. Atëherë, 

* * " " *■> 

r d l x = 0; dhdlt" dk dl 2 dhe do të fitojmë: 


F a = k m dl, dhr 

r 3 


(6> 


dhe vlen: 

jp 12 =~~ jp 21 

-4- —v * > 

Forca F 2 i e (ka kahjen e r, pra kahjen kah d l 2 prandaj përfundojmë se 
në mes të rrymave paralele forca është tërheqëse. Nëse rrymat kanë 

kahje të kundërta reciproke, atëherë dl x dl 2 dl x dh, që do të thotë 
se në mes tyre veprojnë forcat dëbuese. 


d) Forcat në mes të dy poleve magnetike 

Të mendojmë dy pole magnetike të veçuara m x dhe m 2 . Energjia e 
këtij sistemi do të jetë sipas (XIII.8.12): 

W =* - 1 - + — c p 2 m % 

2 2 


Potenciali magnetik është potencial i fushës burim i së cilës është 
poli 70^. Këtë e njehsojmë sipas shprehjes: 


<Pt —km 



Për pole me sipëfaqe të vogël r është përafërsisht konstant dhe meqë: 


/ o 2 dS 2 - m z 


potenciali i polit është: 


= k m 

r 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë për: 

q>2 ~ k m 


dhe për energji fitojmë: 


m x 

r 
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w = K JMh. ' 

r 

Ndërrimi i kësaj energjie i shkaktuar nga ndërrimi 1 largësisë është i 
harabartë me punën: 

F dr dW =— k m m x m 2 d j =— k m m x m z grad j d r 

prej nga rrjedh: 


F ="- kmrnjriz grad 



ose 


mmi. 


(7) 


Kemi fituar ligjin e Kulonit për forcën në mes të dy poleve magnetike. 
Shprehja tregon se konstantja k m për forcë në mes të poleve magnetike 
ka kuptim të ngjashëm sikurse konstantja k për fushë elektrike. 


10. TEOKIA E DIAMAGNETIZMIT 

Mjediset diamagnetike në fushë magnetike fitojnë magnetizim të 
kahjes së kundërt me fushën e cila i ka magnetizuar. Sipas shprehjes: 

M^xH ( 1 ) 

këto mjedise duhet të kenë susceptibilitet negativ. Do të përcaktojmë 
shprehjen për këtë susceptibilitet, duke u bazuar në lëvizjen e elek- 
troneve rreth bërthamave të atomit. Në të vërtetë, kur elektronet e 
këtij mjedisi gjenden në fushë të jashtme magnetike, kjo fushë vepron 
në lëvizjen e tyre e me këtë edhe në magnetizimin i cili është rrjedhim 
i momenteve magnetike të rrymave rrethore të elektroneve, 

Për forcën me të cilën fusha magnetike vepron në elektron lë- 
vizës shfrytëzojmë shprehjen (XIXI.9.3): 

F = v<>e{v X B) (2) 
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Elektroni i cili lëviz nëpër vijë të mbyllur rreth bër- 
thamës, mekanikisht vepron sikurse fuga dhe nëse në 
te vepron forca e cila tenton t'ia rrotullojë boshtin e tij, 
të cilën gjë e bën forca e fushës magnetike, atëherë ai 
duhet të kryejë lëvizje precesioni. Nga kjo, rrafshi në 
të cilin lëviz elektroni rrotullohet rreth fushës magne- 
tike ashtu që normalja e tërhequr në këtë rrafsh dhe 
bërthamë të atomit përshkruan sipërfaqe konike. Kjo 
lëvizje njihet si precesion i Larmorit (fig. 98). Do ta 
shfrytëzojmë shprehjen (V. 3. 4) për shpejtësi këndore 
të precesionit të Larmorit. 

;;= -M- ~h ( 3 > 

2 irto 

Ky rrotullim e zmadhon momentin e sasisë së lëvizjes 
të elektroneve në atom për madhësinë: 

£=m „Yr'iXvt (4) 



Shpejtësia te lëvizjet rrotulluese shprehet në formën: Fig. 98. 


v — o) x r 


E zëvendesojmë në (4>: 

L - TYia X r { x Co> x n) {w r\ (nw)} 

i 

Boshtin z të sistemit të koordinatave e vendosim në kahje të fushës 
magnetike, prandaj njëkohësisht paraqet edhe boshtin e rrotullimit 
për precesion. Komponentja z e momentit të sasisë së lëvizjes është e 
barabartë me vlerën totale të këtij momenti, prandaj duhet të njeh- 
sojmë këtë komponente të shprehjes. Së pari shohim se vlen: 


r f o) = a,a) 

sepse shpejtësia këndore e ka kahjen e boshtit të rrotullimit. Do të 
kemi: 

L = L z ==m 0 '£[a)r f 2 ™ 2 ,(^a>)] =m 0 a)J(r 2 t - z\) 

i i 

Tani duhet të njehsojmë vlerën mesatare të të gjitha elektroneve në 
atom. Ky numër është Z , sa është numri rendor i atomit në sistemin 
periodik të elementeve. Për vektor të pozitës gjithmonë vlen: 

r\ = x\ + ti +? f 

dhe meqë asnjë kahje nuk është më e theksuar se tjetra: 

x} = = = r?/3 
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Fitojmë: 

2 

L = — m 0 (aZrf ( 5 ) 

3 

Duhet të gjejmë edhe ndlkimin e momentit të sasisë së lëvizjes në mo- 
mentin magnetik. Në të vërtetë, çdo eiektron e ka momentm magnetik 
nga rrotullimi rreth bërthamës, pra pse e ka edhe momentin e sasisë 
së iëvizjes. Frandaj, duhet të ekzistojë ndonjë lidhje në mes të mo* 
mentit të sasisë së lëvizjes dhe momentit magnetik. 

E dimë se rryma rrethore paraqet një fletë magnetike e cila e ka 
momentin magnetik: 

m — I S 

ku: S është sipërfaqja e kësaj flete. Intensitetin e rrymës mund ta 
shprehim në formën: 

I ev~~ e/t 

ku: v — është numri i rrotullimeve të eiektronit rreth bërthamës në 
njësi kohe, t — koha e një rrotullimi, ndërsa parashenja minus tregon 
se elektroni është negativisht i ngarkuar. Me ndihmën e kësaj shpreh- 
je për moment magnetik të fletës do të kemi: 

m ~~ e S/t 

Madhësia S/t paraqet shpejtësinë sipërfaqëso- 
re, pra këndin që rreze vektori e përshkruan 
në njësi të kohës. Nëse shpejtësia këndore 
është atëherë nga fig. 99 shohim se vlen: 

S/t — rttii ■ r / 2 = r 2 ® j/2 

dhe për moment fitojmë: 

m — ■ — e^x/2 

Në anën tjetër, për moment të sasisë së lë- 
Fig. 99 vizjes vlen: 

L — mo^oh 

dhe, meqë të dy momentet e kanë të njëjtën kahje, do të vlejnë: 

— L (6> 

2 m 0 

Kjo shprehje e cila tregon lidhmërinë e momeotit magnetik me mo- 
mentin e sasisë së lëvizjes quhet paralelizëm magnetomekanik. E zë- 
vendësojmë në (6) vlerën e momenfcit të sasisë së lëvizjes (5): 

___ 

m ~~ 3" 

dhe vlerën e (3) 
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m =— 


6m 0 


(7) 


Supozojmë se shpërndarja e elektroneve në atom është e atillë që mo- 
menti rezultues magnetik i tij është i harahartë me zero. Materiali i 
këtillë jashtë fushës magnetike nuk ka kurrfarë magnetizimi. E ven- 
dosim këtë në fushë magnetike ashtu që çdo atom fiton momentin 

magnetik m. Nëse me N e shënojmë numrin e atomeve në njësi të vë- 
Ilimit, atëherë duhet ta shumëzojmë momentin magnetik të një atomi 
me numrin e atomeve për të fituar momentin magnetik të njësisë së 
vëllimit. Ky është magnetizimi i mjedisit. Pra: 


6m 0 


< 8 ) 


I krahasojmë shprehjet (8) dhe (i) dhe për susceptihilitet magnetik 
fitojmë shprehjen: 


li 0 e 2 N Zr z 
6ra 0 


( 9 ) 


Kuptojmë se në mjediset diamagnetike susceptihiliteti ëslite negativ. 
Nga shprehja (9) shihet se ky nuk varet nga temperatura. 


11. PABAMAGNETI5MX 

Për mjediset diamagnetike kemi supozuar se molekulat e tyre duk 
kanë moment magnetik, kur gjenden jashtë veprimit të fushës magne- 
tike. Mirëpo, molekulat e mjediseve paramagnetike edhe jashtë fushës 
e kanë një moment magnetik të cilin do ta shënojmë me m x . Edhe në 
këto molekula lëvizjet e elektroneve janë identike me fletë të holia 
magnetike, por shuma vektoriale e momenteve magnetike të molekulës 
nuk do të jetë i harabartë me zero. Fusha e jashtme magnetike këto 
momente dipolare i orienton në kahje të vet. Këtij orientimi i kun- 
dërvihet çrregullimi i shkaktuar nga lëvizja kaotike termike dhe në 
mes tyre vendoset një gjendje ekuilibrimi. 

Njehsimin të cilin e ka paraqitur Lanzhveni për susceptihilitet 
paramagnetik me (1905) është plotësisht 1 ngjashëm me njehsimin të 
cilin e kemi paraqitur për përcaktimin e susceptihilitetit elektrik fcë 
izolatorit të përhërë prej molekulave polare. Prandaj, këtu mund ti 
paraqesim rezultatet. Për moment magnetik të njësisë së vëllimit fi- 
tohet shprehja: 


M = m x N L(m x H / kT ) ( 1 ) 

ku: L(a) paraqet funksionin e Lanzhvenit të përkufizuar në formën: 

L(a) =- -- 


a 


+ cth a 


( 2 ) 
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Fër vlera të vogla të a = m.H/kT mund të merret vlera c përafërt e 
funksionit të Lanzhvenit: 


L{a) « a / 3 


dhe për magnetizim fitojmë: 


* - ji <» 

3/cr 

prej nga për susceptihiiitet të mjediseve paramagnetike fitojmë: 

m\N 

(4) 

ZkT 

Susceptibiliteti mund të njehsohet edhe për masën e një moli. Atëherë 
në vend të numrit N duhet shënuar numrin e Avogadrit: 

A = 6,03 10 23 

dhe për susceptibilitet molar do të fitojmë: 

x-- ^ 


dhe nëse me C e shënojmë konstanten Am\/ZJc mund ta shkruajmë 
shkurtimisht: 


Ky është ligji i Kyriut për susceptibilitet. ; paramagnetik. Sipas tij sus- 
ceptibilifceti është proporcional i zhdrejtë me temperaturen absolute. 

Ky ligj është përf ituar për gaze paramagnetike, por është treguar 
se edhe disa lëngje dhe mjedise të ngurta paramagnetike mund të për- 
shkruhen me te. 

Ndonjëherë për fusha të fuqishme dhe temperatura të ulëta funk- 
sioni 1 Lanzhvenit nuk mund të përafrohet me anëfcarin e parë të zhvi- 
llimit në seri. Për këto raste duhet shfrytëzuar shprehjen (1) të for- 
mës së plotë. 

Megjithë sukseset e mëdha të kësaj teorie, ekzistojnë edhe raste 
kur rezultatet e matjeve nuk përputhen me parashikimet teorike. Ky 
mospajtim rrjedh nga hipofceza punuese e bazuar në modelin klasik të 
atomit. Gjatë njehsimit me dukuri mikroskopzke duhet shfrytëzuar 
rezultatet e teorisë së kuanteve. Sipas saj, orientimi i dipoleve në fushë 
magnetike i nënshtrohet disa konditave kuantike ;të cilafc. kanë ndikim 
në njehsxmin e susceptibiliteti-t magnetik. Në kuadër të elektrodinami- 
kës klasike mund të kënaqemi me rezultatefc e bazuara në modelin kla- 
sik të atomit, por pëfco rezultate duhet kupfcuar si të përafërta. 

Dukuritë ferromagnetike edhe më fuqishëm janë të lidhura me li- 
gjet e mekanikës së kuanteve, prandaj këtu nuk do të reprodukojmë 
teorinë e tyre klasike. 
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12. JMVIX3A E GRIMCËS SË ELEKTRIZUAR NË FUSHË 
HOMGGJENE ELEKTRIKE DHE MAGNETIKE 

a) Ekuacionet kanonike të lëvizijes së grimcës në fushë 
elekiromagnetike 

Me ndihmën e potencialit skalar dhe vektorial ekuacioni i lëvizjes- 
së grimcës në fushë elektrike dhe magnetike mund të shkruhet në for- 
mën e Hamiltonit. Ekuacionet kaonike të lëvizjes në përgjithësi e kanë 
këtë formë në koordinate kënddrejta: 



dH 

Px = 

dH 

X — 

d Px 

dx 

, 

dH 


dH 


dp. 

dy 

„ 

d h 

Pz^- 

dH 

z = 

dPt 



Duke shfrytëzuar shprehjen (VII.12.6) për fxmksion të Hamiltonit për 
lëvizje të grimcës, p.sh. elektronit në fushë elektrike dhe magnetike, 
do të kemi: 

H = — [(p x - eA x )* + (p y -eA y )*+ (p z -eA z )] + eV (2) 
2 m 

E zëvendësojmë funksionin e Hamiltonit në ekuacionet kanonike: 

x = — = — (P* ~ e A x ) 
dp x m 

y s= — (p y — e A y ) (3) 

m 

x- — (P«“ eA z ) 
m 

Siç shohim, impulset nuk janë të haraharta me prodhimi-n e masës dhe 
shpejtësisë. 

Nga ekuacioni i parë i shtyllës së dytë kemi: 


dH „ 

„ dV 

=— e - + 

— [(p* - eAJ 

ik + 


dx 

dx 

m 

dx 


+ (Py- 

- e A y ) dAy 

+ (Pt — eAJ 


(4) 

dx 

dx 




Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për komponentet tjera të impul- 
sit. I zëvendësojmë shpejtësitë nga (3) në (4): 
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p x =- e + e 
dx 
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04 


(x 


dx 


+ y J^2. +2 




dx 


(5) 


E zgjidhim ekuacionin e parë të (3) sipas p x dhe pasi ta derivojmë si- 
pas kohës kemi: 


p x = m x + e 


dA x 

dt 


E dimë se derivati i plotë i komponentes A x sipas kohës është: 

= i + y + i Ml + 
dt aa: a^/ as: 

Nga shprehjefc (5). (6) dhe (7) fitojmë ekuacionin: 


( 6 ) 


(7) 


rax =- e 


dV 

dx 


dA x 

'dt 


+ e y 


( dA y dA x 




0X 


02/ 


/ l 02 dx ) 


By 


Për fusha stacionare fitojmë: 

m £ = e E x + e (y B z ~~ z B y ) 


sepse 


E =- grad V dhe B — rot 4 


Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe për komponentet tjera dhe nga 
të fcri komponentet fitojmë ekuacionin e lëvizjes në fushë elektrike dhe 
magnetike: 


mr^eE + e (v x j) 


( 8 ) 


b) Lëvizja në fushë elektrike 

Fusha homogjene elektrike në elekton vepron me forcë e E, pra- 
ndaj ekuacioni i lëvizjes do të jetë: 


integrali i parë është: 


kurse i dyfci: 


mr = eE 


r = — E t + v 0 
m 


(9) 


r = E t* + v 0 1 4* r Q 


( 10 ) 


2 m 



FUSHA MAGNETIKE E RRYMfiS ELEKTRIKE 


447 


Konstantet e integrirnlt i përcaktojmë nga konditat fillestare të lëviz- 
jes. E vendosim origjinën e sistemit në vendin e hyrjes së elektronit në 

fushë me boshtin x në kahje të shpejtësisë, Do të kemi r 0 = 0 dhe 

o — ♦ 

v 0 ~ i v a . Fusha le të ketë kahjen e boshtit 2 . 

Pra: 

E = kE 

Meqë lëvizja kryhet në irrafshin x, z vektorin e pozitës mund ta zbër- 
thejmë në komponente: 

r - i x + Jc z 

Pasi t’i zëvendësojmë në (10), fitojmë: 

i x + k z = kE f + iv a t 
2 m 

I barazojmë koeficientet pranë vektorëve unitarë: 

x - Vot 

8 = -2— Et* 

2 m 

Nëse kërkojmë formën eksplicite të rrugës, atëherë duhet të elimino- 
het koha nga ky sistem. Do të kemi: 

3 = --—^ ( 11 ) 

2mv 0 z 

Përfxmdojmë se fusha homogjene elektrike lëvizjen e elektronit e për- 
kulë në rrugë parabolike. 


c) Lëvizja në fushë magnetike 

Në elektron i cili lëviz në fushë magnetike vepron forca e përcak- 
tuar me anëtarin e dytë të (8), pra forca e Lorencit: 

mr^ed'X B) (12) 


ose 


r = -- (r XB) (13) 

m 

Nëse boshtin z të sistemit të koordinatave kënddrejta e vendosim në 
kahje të fushës magnetike, atëherë B t = B dhe nga (13) do të kemi: 
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i x + j y + kz 


m 


prej nga fitojmë sistemin: 


i j k 
x y z 
0 0 B 


eB 

x = - — y 
m 


Q . ~ * Q 

i ~~ By - j — B x 
m m 


eB 

m 


x 


(14) 


,2 = 0 

Në këte sistem më së lehti është zgjidhja e ekuacionit të tretë. Iriteg- 
rimi i parë na jep: 


kurse i dyti: 


z = v on 

Z V 0 >i t 4 * Z 0 


(15) 


Këtu me v ou e kemi shënuar komponenten e shpejtësisë fillestare v a 
e cila është paralel me fushën magnetike. Shohim se elektroni lëviz një- 
trajtësisht me shpejtësi konstante në kahje paralele me fushën mag- 
netike. 

Me ndihmën e dy ekuacioneve të para të (14) mund të përcaktojmë 
lëvizjen e elektronit në rrafshin normal ndaj fushës. E derivojmë si- 
pas kohës të parin dhe e zëvendësojmë të dytin në te: 

e 2 B z . 

x =— — x 


Shënojmë shkurtimisht me 


<o = 


eB 

m 


dhe mund ta shkruajmë në formën: 


(16) 


(xj + = 0 

Ky ekuacion diferencial e përcakton komponenten e shpejtësisë x. 
E dimë nga oshilimet se zgjidhja e tij është: 

x = A cos (ait + a) (17) 

E zëvendësojmë në ekuacionin e dytë të (14): 

y Ad o cos {<ot + a) 


dhe me integrim fitojmë: 
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y =— A sin (a ot + a) (18) 

Shprehjet (17) dhe (18) tregojnë se komponentet e shpejtësisë në 
rrafsh normal ndaj fushës magnetike ndërrojnë sikurse funksionet 
oshiluese. 1 ngrisim në katrorë dhe i mbledhim: 

x* + y 2 — A 2 ~ v 0 \ (19) 

Kuptojmë nga kjo shprehje se fusha e ndërron intensitetin e shpejtësi- 
së në rrafshin normal, por vetëm kahjen e saj. Prandaj, katrori i shpej- 
tësisë është i barabartë me katrorin e komponentes normale të shpej- 
tësisë fillestare të cilën e kemi shënuar .me v ox . Në (17) dhe (18) zë- 
vendësojmë në vend të A vlerën v oA dhe i integrojmë: 


x - x 0 = sin (o )t + a) 

(0 

( 20 ) 

y — y 0 ~ cos (toi + a) 

(l> 


Pasi t’i ngrisim në katrorë dhe i mbledhim fitojmë: 


(x - xj 2 + (y - y o y = = R* (21 ) 

O ) 2 

ekuacionin e rrethit. Pra, projeksioni i lëvizjes në rrafsh normal në 
fushën magnetike është lëvizje e njëtrajtshme rrethore. Nëse e marrim 
në konsiderim edhe ekuacionin (15), mund te përfundojmë se elektroni 
lëviz në fushë magnetike nëpër spirale cilindrike. Kjo spirale mund të 
degjenerohet në drejtëz, nëse shpejtësia fillestare ka kahje paralele 
me fushën ose në rreth, nëse shpejtësia fillestare ka kahje normale 
ndaj kësaj fushe. 

Rrezja e projeksionit rrethor të lëvizjes është sipas (21): 


R _ Voa. _ mv oS 

co e B 


( 22 ) 


Nëse elektroni lëviz normal në fushë magnetike, atëherë ai për- 
shkruan rreth dhe koha e një rotullimi të plotë është: 

y __ 27tR __ 2 %m 

v 0 eB 

Kjo kohë nuk varet prej shpejtësisë fillestare të elektronit. Prandaj, 
elektronet e të gjitha shpejtësive fillestare për të njëjtën kohë e ka- 
lojnë rrugën rrethore në fushë magnetike. Kjo e dhënë është mjaft e 
rëndësishme te funksioni i ciklotronit, prandaj (16) quhet frekuencë 
ciklotroni. , 
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ç) Lëvizja e elektronit në fushë elektrike dhe magnetike 

Nësë elektroni iëviz njëkohësisht në fushë elektrike dhe magneti- 
ke, atëherë ekuacioni i lëvizjes e ka formën e (8): 

mv = eE.+ e(vXB) (23) 

Shpejtësinë e. elektronit e zbërthejmë në dy pjesë: 

v — v x + v 2 (24) 

Këtu v x paraqet atë shpejtësi të cilën do ta kishte elektroni, sikur të 
lëvizte vetëm në fushë magnetike. Kjo është shpejtësia për të ciiën 
vlen shprehja (13): 

», = - e - (», X B ) (24) 

m 

ndërsa komponentet e saj përcaktohen me (17) dhe (18). Fillimin e 
matjes së kohës e marrim të atillë që a = 0. Për komponente të shpej- 

tësisë v x do të kemi: 

v lx = v 0 j,. costot 

(25) 

v ly =~~ v 0A _ sin<i )t 

Pjesa tjetër e shpejtësisë (24) le të jetë konstante gjatë kohës dhe le 
të ketë kahje normale ndaj induksionit magnetik B. Në këtë rast 

v. 2 = 0 dhe v z B = 0. 

Do të përcaktojmë sa duhet të jetë kjo shpejtësi. E zëvendësojmë 
(24) në (23): 

- e £ + _e_ x B ‘) + JL (o 2 x B) 

1 m m 

Nga (24) do të mbetet: 

v 2 x B E 

Për përcaktimin e v z e shumëzojmë këtë ekuacion në mënyrë vekto- 
riale me B: 

B X (v 2 X B) - E X B 
E zbërthejmë anën e majtë: 

v z B z - B (v 2 b) == B x B 

Meqë v z B = 0, mhetet: 
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Z>1 = 1 (i 2 x B) 

B 1 

Komponentet e kësaj shpejtësie janë: 


( 26 ) 



El. ci^e 
B 


V 2 y 


E x 

B 


(27) 


Shepjtësia v 2 quhet shpejtësi e 
drajfit. Kjo e lëviz qendrën e rre- 
thit nëpër të cilën lëviz elektro- 
ni sikur të ekzistonte vetëm fu- 
sha magnetike. Shenja (26) tre- 
gon se shpejtësia e drajfit është 
normale edhe ndaj kahjes së fu- 
shës elektrike edhe ndaj kahjes 
së fushës magnetike. 

Shpejtësia totale e elektro- 
nit në fusha të shqyrtuara është: 

v = v,+ - X -' (E x B) (28) 

B 2 

Do të marrim në veçanti se fu- 
sha elektrike është normale ndaj 
fushës magnetike. Në këtë rast 
hoshtin y e vendosim në kahje 
të fushës elektrike, prandaj E x = 
totale sipas (25) dlie (27) janë: 




0, ndërsa komponentet e shpejtësisë 


v x ~ v OJ _ costof + 


E 

B 


v y = v oL sincof 


(29) 


Me integrim të tyre fitojmë: 

x = sincof + — t + x 0 
o> B 


y =— co soyt + y 0 

(0 


(30) 


Konstantet e integrimit i përcaktojmë nga konditat fillestare. Supozoj- 
më se në fillim të kohës t = 0 elektroni gjendej në origjinë të sistemit 
të koordinatave. Atëherë rrjedh nga (30): 


X 0 = 0 dhe Vo ~ — 

(I) 


dhe përfundimisht fitojmë: 



452 


HYBJE N£ miKË TEORIKE 


x = V °- h sinut + — t 
03 B 

( 31 ) 

y= — (1 “cos to£) 

(0 


Këto janë ekuacionet parametrike të lakores nëpër të cilen elektroni 
lëviz. Lakorja quhet trohoidë dhe paraqitet kur pika lëviz nëpër rreth 
në mënyrë të njëtrajtshme dhe njëkohësisht qendra e këtij rrethi lëviz 
me shpejtësi të drajfit. Forma e vetë lakores varet prej intensitetit të 
shpejtësisë filiestare. Kur është v oA _> E/B lakorja e ka formë sikurse 
tregon fig lOOa. Ky rast paraqitet kur shpejtësia e lëvizjes nëpër rreth 
është më e madhe se shpejtësia e drajfit. Për rastin kur është v 0 x. <E/B 
rruga e elektronit e ka formën e treguar në fig. lOOb, ndërsa kur 
Voi. — — E/B si rrugë të tij fitojmë cikloidën e treguar në fig. lOOc. 



1. LIGJI I INDTJKSIONIT 


a) Ligji i Faradeut 

Derx tash kemi shqyrtuar fushat statike elektrike dhe magnetike, 
pra fushat të cilat nuk varen nga koha. Do të vazhdojmë zgjerimin e 
diturive për fusha jostacionare, për fusha të cilat ndërrojnë gjatë kohës. 

Zbulimin themelor eksperimental për rryma të indukuara e ka pa- 
raqitur Faradeu. Nëse ndonjë qark i rrymës gjendet në fushë magne- 
tike, atëherë gjatë ndërrimit të fluksit magnetik të fushës nëpër si- 
përfaqe të tij në te do të paraqitet një rrymë elektrike. E quajmë rry- 
më elektrike të indukuar. 

Ligjin e tensionit ,të indukuar mund ta përfitojmë me ndihmën e 
shqyrtimit energjetik. E dimë se energjia e rrymës I në fushë magne- 
tike është: 

ku: është fluksi i induksionit magnetik i cili kalon nëpër sipërfaqe 

të mbyllur me vijën e rrjedhjes së rrymës. Nëse fluksi ndërron për 
çfarëdo arsye, atëherë do të ndërrojë edhe energjia e qarkut në fushë. 
Ky ndërrim shkruhet në formën: 

dW^Id $ 

Sipas ligjit të ruajtjes së energjisë duhet të paraqitet edhe një ndërrim 
i saj. Sikurse ka treguar Faradeu, në qark paraqitet rryma. Energjia 
e saj ështe: 

dW s ^UIdt 

Sipas ligjit të ruajtjes së energjisë shuma e këtyre dy ndërrimeve duhet 
të jetë e barabartë me zero. Pra: 

dW s + dW = 0 


ose 

Uldt 


prej nga rrjedh: 


U =- 


d<E> 




( 1 ) 
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Kjo është shprehja themelore për tension të indukuar. Shohim se ky 
tension është i harabartë me shpejtësinë e ndërrimit të fluksit magne- 
tik. Pra, shenja minus tregon se tensioni i indukuar ka kahje të kun- 
dërt nga kahja e ndërrimit të fluksit i cili e ka shkaktuar atë indukim. 


fo) Ekuacioni II i Maksuelit 

Do ta shprehim ligjin e induksionit me ndihmën e vektorëve të 
fushës. Për tension mund të shkruajmë këtë integral: 

V - § E d 7 

ndërsa për fluksin magnetik: 

4) = / B d S 

I zëvendësojmë në ( 1 ) : 

$Edl=- - a -~ f B dls =— f d~S 

dt J dt 

Supozojmë se induksioni magnetik gjatë kohës nuk ndërron prej koor- 
dinatave, prandaj në vend të derivatit total mund të shkruajmë deriva- 
tin parcial: 

dB = dji _ j 
dt dt 

Pra, 

§ Bd T =- / BdS 

Integralin e anës së majtë e shndërrojmë në integral sipërfaqësor, duke 
shfrytëzuar teoremën e Stoksit 

/ rotEdls =— f BdS 

dhe me barazimin e funksxoneve nën integrale fitojmë: 

rot E =— B (2) 

Ky ekuacion diferencial e lidh vektorin e fushës elektrike me vektorin 
e fushës magnetike dhe paraqet njërin prej ekuacioneve themelore di- 
ferenciale për fushë elektromagnetike. Quhet ekuacioni II i Maksuelit. 
Ky ekuacion së bashku me tjetrin, të cilin do ta përfitojmë më vonë, 
formojnë ekuacionet themeiore për fushë elektromagnetike. 

Shprehja (2) tregon se ndërrimi kohor i fushës magnetike shkak- 
ton paraqitjen e një rryme elektrike shtjellore. Intensiteti i shtjellave 
të saj ,është i barabartë me shpejtësinë e ndërrimit të induksionit 
magnetik. 
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c) In&uksioni reciprok 

Të mendojmë dy qarqe të rrymës dhe nëpër të parin të cilin e 
quajmë qark primar le të rrjedh rryma me intensitet I x . Kjo rrymë 
është burim i një fushe magnetike, fluksi i së cilës kalon nëpër sipër- 
faqen e qarkut të dytë sekondarë. 

$■ 1 = / B x a\ 

2 

E shprehim me ndihmën e potencialit vektorial: 

$ 21 - / rot A x dS z — $ A x d l z 

2 2 

Potenciali vektorial i qarkut primar është: 

Ai ^ tC m 1\ / 

1 

dhe për fluks fitojmë: 

l 2 

I shënojmë këto integrale me 

L n =K,§§ Q-kAk (3) 

12 r 

dhe për fluks fitojmë: 

(4) 

Nëse të dy qarqet janë të atilla që shprehja (1) mbetet konstante, atë- 
herë edhe fluksi (2) është konstant dhe në qarkun sekondar nuk ka 
rrymë. 

Mirëpo, nëse ndërron intensiteti i rrymës primare, do të ndërrojë 
edhe fluksi në qarkun sekondar dhe në te do të indukohet tensioni. Nga 
(1) dhe (4) për tension të indukuar fitojmë shprehjen: 

U 2 =- L n (5) 

dt 

Shohim se ky tension është proporcionai me shpejtësinë e ndërrimit 
të rrymës primare. Koeficienti L 2l varet nga gjeometria e qarqeve dhe 
quhet koeficient i induksionit reciprok për të cilin kemi bërë f jalë në 
(XIII.8). 


d k 
r 


— > . — > 

d l\d k 
r 
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d) Vetinduksioni 

Të mendojmë qarkun e rrymës nëpër të cilin rrjedh rryma me in- 
tensitet /. Kjo rrymë është gjithashtu hurim i një fushe magnetike, 
fluksi i së cilës kalon nëpër sipërfaqen e qarkut të vet. E shprehim në 
formën: 


$Ad l 

Fotenciali i kësaj fushe është: 

A = k m 1 $ 

r 

Duhet theksuar se për njehsimin ë potencialit vektorial qarkun e ndaj- 

më asisoji në elemente të gjatësisë, ashtu që d l dhe d l nuk përpu- 
then, sepse në të kundërtën r = 0, çka nuk ka kuptim. Për fluks do të 
kemi: 


<b~k m I§§ JtlSLL 
r 

Faktorin 

^ t> t 

L = k m $$ (6) 

r 

i cili varet prej formës dhe ddmensioneve të qarkut si dhe prej vetive 
magnetike të mjedisit në të cilin është i vendosur e quajmë koeficient 
të vetinduksionit. Me ndihmën e tij për fluks do të kemi: 

0 = Z,/ 

Edhe në këtë rast përderisa rryma në qark nuk ndërron, fluksi mbetet 
konstant, por ndërrimi i saj, shkakton edhe ndërrimin e fluksit dhe 
paraqitjen e tensionit të indukuar: 



( 7 ) 


Gjithashtu, tensioni i vetinduksionit është proporcional me shpej- 
tësinë e ndërrimit të intensitetit të rrymës elektrike. Parashenja minus 
tregon se gjatë zmadhimit të intensitetit të rrymës, tenisoni i vetindu- 
kuar ka kahje të kundërt prej zmadhimit të saj. Në rast se rryma në 
qark dobësohet, tensioni i vetindukuar ka kahje të njëjtë me kahjen 
e rrymës. Mund të përfundojmë se tensioni i vetindukuar e ka kahjen 
e atillë që tenton ta kundërshtojë ndërrimin që e ka shkaktuar. 
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2. EFEKTI I SKINIT 
a) Shpërndarja e dendësisë së rrymës 

Efekt -të Skinit quajmë të dhënën eksperimentale të kalimit të rry- 
mës alternative me frekuencë të lartë nëpër sipërfaqe të përcjellësit. 
Pra, dendësia e këtyre rrymave nuk është e njëjtë në tërë prerjen tër- 
thore të përcjellësit. Do ta arsyetojmë matematikisht këtë dukuri. 

Le të jetë j dendësia e rrymës e cila rrjedh nëpër përcjellësin ci- 
lindrik. Kjo rrymë është burim i fushës magnetike për të cilën vlenë 
ekuacioni: 

rotH=~j (1) 

Meqë kjo është e ndryshuar, e indukon fushën elektrike të përshkruar 
me ekuacionin: 

rot E =- {i, H (2) 

Meqë j = a E, do të kemi: 

rot j =— [xa H (3) 

Që të fitojmë ekuacionin diferencial sipas j , duhet të eliminojmë nga 
(1) dhe (3) vektorin H, Kërkojmë edhe një herë rotorin e (3): 

rot rot j~~ ijkj rot H 

E zbërthejmë rotorin e dyfishtë dhe marrim në konsiderim se 

— > 

div j — 0 

Do të kemi: 

rot rot j = grad div j ~ Aj ~~~ Aj 

Zëvendësojmë (1) dhe fitojmë ekuacionin diferencial të ndërrimit të 
dendësisë së rrymës: 

A j = [« — t (4) 

dt 

Ne kërkojmë atë zgjidhje të këtij ekuacioni e cila i përgjigjet simetri- 
së cilindrike, sepse kërkojmë shpërndarjen e dendësisë së rrymës në 
përcjellësin cilindrik. Për këtë arsye ekuacionin (4) do ta shkruajmë 
në koordinata cilindrike dhe marrim në konsiderim se dendësia varet 
vetëm prej koordnatës r dhe kohës t Për këtë rast ekuacioni (4) e 
merr formën: 
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a 2 l + i 


ar 2 


, . , d± 

r dr 


' |ta 


dj 

dt 


(5) 


Le të ndërrojë rryma alternative s i funksion harmonik i kohës. Atëherë 
dendësinë e saj mund ta shprehim në formën: 


'mt 


j = f(r) ë 

dhe duhet -të përcaktojmë varshmërinë prej r. E zëvendësojmë në (5) 
dhe do të kemi: 


f" + — f' ~ iwa\if = 0 
r 

Do të shënojmë shkurtimisht me 

2p z — {uoa 

dhe paraqesim ndryshoren e re 


r == pr V - 

Që të kalojmë në ndryshore të re, duhet të njehsojmë: 

df dx 
dx dr 


r 


AL p v - 2i 


Fitojmë ekuacionin: 


r 

d z f 

dx 2 


dx 


§J. p(~~2i) 

dx 2 


+ 1 


«- + / = 0 
5: dr 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


(9) 


Ky është ekuacioni diferencial i Beselit dhe zgjidhja e tij është fxmk- 
sioni i Beselit i rendit zero: 


f — A' J 0 (x) - A * J 0 (pr V - 20 

ku: A është konstante e integrimit. Për dendësi të rrymës fitojmë: 

j -A • J 0 (pr ± - 20 (10) 

Që të përcaktojmë konstanten e integrimit, duhet të dimë amplituden 

e dendësisë së rrymës j Q në sipërfaqe të përcjellësit. Do ta shënojmë 
me r 0 rrezen e prerjes së tij, Atëherë për r^r 0 do të kemi: 

1 = AJ 0 (pr 0 V “ 2 O 

prej nga 

J 0 (pr 0 V ~ 20 
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E zëvendësojmë në (10): 

7^ (11> 

...... J 0 (pr 0 V “ 20 

Kjo shprehje e përcakton varshmërinë e dendësisë së rrymës nga qen- 
dra e përcjellësit cilindrik. 

Këtë do ta diskutojmë për dy raste. 

1. Frekuenca është e vogël, ndërsa përcjellësi është i hollë. Atëhe- 
rë vlen: 


pr 0 = 


7-ess- r 0 «i 
2 


dhe zhvilMmi në seri i funksionit të Beselit do të ketë formën: 


J 0 (x) - 1 


JL 

1 ! 


+ ± /JL\' 
2! 2 V 2 / 


që për rastin tonë: 


J o (pr 0 V - 20 = 1 + i tfr\ P*r\ + 

2 16 


Ky zhvillim përmban anëtarët të cilët janë të vegjël ndaj njëshit dhe si' 
të tillë mund të mos përfillen. Prandaj, mund të marrim se vlen: 


J 0 (pr 0 V — 20 — 1 


dhe meqë vlen: 


r<r 0 


aq më parë për 

Joipr V™® = 1 


Pra, dendësia nuk varet nga r, që do të thotë se rrymat e vazhduara 
dhe me frekuencë të vogël gjatë rrjedhjes shfrytëzojnë tërë prerjen e 
përcjellësit dhe dendësia e tyre në te është në tërë prerjen e njëjtë, 
Në këtë rast nuk paraqitet efekti i Skinit. 

2. Frekuenca është e lartë dhe përcjellësi është i gjerë. Në këtë 
rast pr 0 » 1 dhe funksioni i Beselit mund të shprehet në mënyrë asim- 
totike me ndihmën e funksioneve trigonometrike: 


J 0 (x) = 



J Q (pr V - 2i) - 


2 

%pr V 


2 i 


cos ( pr V 2z 


7 > 


ose 
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E dimë se vlen: 


V “ 2i = V f ™ 2i- i - V Tf-l'? = 1 - i 

pastaj e shprehim edhe funksionin trigonometrik në formë eksponen- 
ciale: 


«/ 0 (pr V z 2l) 


? gi [ - * 

tc pr V “ 2i 


ose 


/ 0 (pr V - 20 
dhe nga (11) fitojmë: 


— e pr e f 


k pr V “ 2i 


T 0 Q-ViX o -r) gi^tat-p(r o -r ) j 

r 


ii ( 


( 12 ) 


Do të shënojmë me a largësinë e vendit nga sipërfaqja e përcjellësit. 
Atëherë a — r 0 — r dhe pjesa reale e (12) shprehet në formën: 


i = U 



e -va cos (a)£ — p a ) 


(13) 


Kjo shprehje tregon se dendësia e rrymës zvogëlohet sikurse faktori 
e~ pa në pikat e larguara nga sipërfaqja e përcjellësit. Dendësia e rry- 
mës është më e madhe në sxpërfaqe dhe zvogëlohet kah boshti i tij. 


b) Bezistenca e përcjellësit 


Kjo shpërndarje e dendësisë së rrymës në prerjen tërthore të telit 
tregon se rezistenca për rrymë altemative të frekuencës së lartë ndry- 
shon nga rezistenca e rrymave të vazhduara dhe ato me frekuencë të 
vogël, sepse të parat shfrytëzojnë vetëm shtresën sipërfaqësore me rre- 
thinën e saj më të afërt. 

Do ta përcaktojmë rezistencën e telit, duke u bazuar në nxehtësinë 
e Xhulit: 


Q^RP 

Meqë rryma gjatë kohës ndërron, duhet të marrim vlerën mesatare të 
saj gjatë një periode. Pra, për rezistencë kemi: 



(14) 


Që ta zbatojmë këtë shprehje, duhet të njehsojmë Q dhe P. Nxehtësia 
të cilën e liron përcjellësi në njësi të kohës dhe në njësi të vëllimit 

është f/a, ndërsa nxehtësia në njësi të gjatësisë së telit gjatë kësaj ko- 
heështë: 
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9 



2nr 



a 


Shfrytëzojmë (13) 


7 


2 

o 



cos 2i j>£-;p(r, ? “r)] 


Vlera mesatare e katrorit të kosinusit është 1/2, prandaj: 

f , ;2 ^ ^ e-Mr.-z) 

Për nxehtësi do të kemi: 

r. ^ 

Q = 2u A-r. f dr = °- r °- (1 - «-*■•.) 

2 o J 2pa 

O 

Meqë prodhimi pr 0 është a madh, në këtë shprehje mund të mos e për- 
fillim eksponencialin. Pitojmë: 

Ç = (15) 

2 po 

Për njehsimin e vlerës mesatare të katrorit të intensitetit të rrymës, 
fillojmë nga shprehja: 

/== / ?d-S= fftozrdr 


Shfrytëzojmë (12): 


J =* 2w % V r'o'l s/ r e~ pa &»*-** dr 
o 

Në vend të ndryshores r e paraqesim ndryshoren e re: 

a = r 0 - r 

dhe fitojmë: 

/ = 2n j 0 V r 0 / -J r Q - a e~ pa e da 
o 

Pasi që me rritjen e a funksioni nën integral shumë fihpejt zvogëlohet, 
pa ndonjë gabim të madh mund të mos e përfillim nën rrënjë anëtarin 
- a . Parashenjën nuk e shkruajmë, sepse kërkojmë P : 
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I — 2% j 0 r 0 e i(pt / e~ pa < i+i > da 
o 


E integrojmë: 


I = 2iz j Q r 0 e ioit 


Q-prJl + i) __ j 

-p(l+i> 


Prapë mund të mos e përfillim faktorin eksponencial, sepse është te- 
për i vogël. Mbetet: 


I = SEirk. 

p(l+i) 


:E shmnëzojmë me <1 — i); 


7 = tytfs.T?.. (1 — j) fbtt 


(cos w£ + i sinoji - coscot + sincoi) 


Nga kjo shprehje duhet të marrim vetëm pjesën reale: 


I = — — - (cosc at + sincot) 


E ngrisim në katror: 


p =» EJy. r ° (cos 3 t))t + sin 2c ot + sin 2 ojt) 

p2 


Nga k l° shprehjejsërkojmë vlerën mesatare kohore gjatë një periode. 
Meqë cos 2 o>t = sin 2 o)£ = 1/2 dhe sin 2o>£ = 0 fitojmë: 

- 


I zëvendësojmë shprehjet (15) dhe (17) në (14) dhe për rezistencë do 
të fitojmë: 


2 n.r Q cf 

:Sikur rryma e vazhduar të rrjedhte nëpër shtresën sipërfaqësore të 
telit me trashësi d, njësia e gjatësisë do të kishte rezistencën: 
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Jcu: S — ëslitë sipërfaqja e shtresës së telit nëpër të cilën rrjedh rry- 
ma, Kjo sipërfaqe është: 

S — 2tz r 0 d 

dhe për rezistencë fitohet shprehja: 


2 r 0 Tiad 

E hrahasojmë me shprehjen (18) për rezistencë të rrymës alternative, 
Shohim se në te në vend të d qëndron 1/p, prandaj teli kësaj rryme i 
paraqet rezistencë të cilën rrymes së vazhduar do t'ia paraqitte shtresa 
sipërfaqësore me trashësi: 

d — - = 1/--2 _ (19) 

p y mair 

Ky rezultat tregon se trashësia e shtresës sipërfaqësore të telit është 
më e vogël, nëse rryma e ka frekuencën e madhe. Pastaj kjo trashësi 
varet edhe prej përçueshmërisë specifike të materialit të përcjellësit a. 
Sa më e mirë të jetë kjo përçueshmëri, aq më e vogël është shtresa. 


3. EKUACIONI I MAKSUELIT 
a) Ekuacioni i kontimsitetit 

Ekuaoioni i kontinuitetit shpreh matematikisht ligjin e ruajtjes së 
asaj madhësie për të ciiën vlen. Në teori të elektricitetit ekziston ma- 
dhësia për të cilën vlen ekuacioni i kontinuitetit. Kjo është sasia e 
elektricitetit. 

Që të përfitojmë ekuacionin e kontinuitetit për sasi të elektrici- 
tetit, të mendojmë një sipërfaqe të mhyllur, e cila në vetvete përmban 
sasinë e elektricitetit: 

q~S 

Nëse gjatë kohës kjo sasi ndërron, atëherë kjo është e mundur vetëm 
nëse nëpër sipërfaqe kalon elektriciteti. Sasia e elektricitetit e cila në 
njësx të kohës kalon nëpër sipërfaqe mund të njehsohet sipas shprehjes 

fjdS 

ku: j — është sasia e elektricitetit e cila kalon nëpër njësi të sipër- 
faqes. 

Ligjin e ruajtjes mund ta shprehim kësisoji: 
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Parashenja minus tregon se gjatë rrymimit të elektricitetit nëpër sipër- 
faqe sasia e mbetur brenda saj zvogëlohet. Nga shprehja e parë dhe 
e tretë fitojmë: 


/ pdx + / j d S = 0 

E shndërrojmë integralin e anës së djathtë në vëllimore: 

/ pcfc + / divj dx = 0 

Këtë mund ta shkruajmë në një integral dhe çjë të jetë i kënaqur për 
çfarëdo vëllimi në të cilin gjendet elektriciteti duhet të vlejë: 

p + div j = 0 ( i > 

Kjo shprehje paraqet ligjxn për ruajtjen e sasisë së elektricitetit dhe 
njihet si ekuacion i kontinuitetit në elektrodinamikë. 


b) Ekuacionl I i Maksuelit 

Për fushë magnetike të rrymës eiektrike vlen ekuacioni: 


rotH = ; 

Kërkojmë divergjencën e kësaj shprehje: 


div rot H = div j 

Meqë divergjenca e rotorit indentikisht është e barabartë me zero, 
rrjedhë: 


divj~ 0 (2) 

Kjo shprehje tregon se rryma elektrike e ka fushën pa burime. Pra, 
vijat e vektorit të dendësisë se rrymës duhet në vetvefce të jenë të mby- 
llura. Kjo është shprehja matematike e faktit të njohur se rryma elek- 
trike mund të rrjedhë vetëm kur kemi qark të mfoyllur të përcjellësifc. 

E dimë nga kursi i përgjifchshëm se rryma alfcernative kalon edhe 
nëpër kondensator, kur në mes të pllakave të tij gjendet izolatori. 
Prandaj, përfundimi ynë është i saktë vetëm te rrymat e vazhduara. 
Për rryma të cilat ndryshojnë gjatë kohës shprehje (2) nuk mund të 
vlejë dhe me këtë nuk vlen as shprehja për fushë magnetike të rrymës 
prej së cilës e kemi përfituar (2). Për këtë arsye shprehjen për fushë 
magnetike të rrymës duhet disi ta plotësojmë. 


E dimë se 
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E zëvendësojmë në ekuacionln e kontinuitetit dhe do të kemi: 

' > 

div ( D + j) — 0 

Pra, nuk qenka dendësia e rrymës ajo madhësi fusha e së cilës msk. 
ka burime, por madhësia: 

J=~j+D 

Prandaj këtë do ta shkruajmë në anën e djathtë të shprehjes për fushë 
magnetike: 


rotH~j + D (3) 

Ky ekuacion diferencial shpreh lidhshmërinë në mes të fushës magne- 
tike dhe burimeve të saj. Burime të fushës nuk janë vetëm rrymat elek> 

y 

trike në përcjellës j, por edhe ndërrxmet kohore të indukcionit elek- 
trik. Pra, edhe kur gjatë kohës ndërron induksioni elektrik, ky ndë- 
rrim shkakton paraqitjen e një fushe magnetike shtjellore. 

Ekuacioni (3) është gjithashtu njëra prej shprehjeve themelore 
për fushë elektromagnetike dhe njihet si ekuacion I i Maksuelit 


c) Sistemi i e&uacioneve të Maksuelit 

Tani mund të shkruajmë sistemin e ekuacioneve diferenciale të 
cilat i paraqiti Maksueli dhe të cilat mbajnë emrin e tij. Këto janë: 
ekuacioni (3), ekuacioni (XIV. 1.2) dhe ekuacionet të cilat përcaktojnë 
intensitetin e burimeve të fushës elektrike dhe magnetike. Ky sistem 
shprehet me këto ekuacione: 

— > — > 

rot H — j + D 



rotE =— B 


divD — p (4) 

div B = 0 

Shohim se këto ekuacione shprehin lidhmërinë në mes të vektorëve 

E dhe D, të cilët janë karakteristik për fushë eiektrike me vektorët H 

dhe B të cilët janë karakteristik për fushë magnetike. Këta vektorë janë 
të lidhur me ekuacionet e Maksuelit dhe mund të përfundojmë se nuk 
ekziston fusha elektrike e ndarë nga fusha magnetike, por ekziston një 
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fushë e përbashkët elektromagnetike. Vetëm te fushat statike D = 0 

dhe B = 0 dhe vektorët e fushes elektrike mund të ndahen prej vek- 
torëve të fushës magnetike. Pra, këto fusha mund të ndahen vetëm kur 
nuk ndërrojnë gjatë kohës. 

Ekuacionet (4) paraqesin ekuacionet themelore diferenciale të fu- 
shës elektromagnetike, sepse ato plotësisht e përcaktojnë këtë. 

Në ekuacionet e Maksuelit paraqiten katër vektorë, por nuk janë 
oiotësisht të pavarur në mes vete. Prandaj, do t’i shkruajmë shprehjet 
të cilat 1 lidhin këta vektorë të fushës: 

D — zE 

B ~ (5) 

j — o E 

Këto ekuacione të lidhjes përmbajnë madhësitë s, dhe a, të cilat janë 
karakteristike për mjedisin në të cilin formohet fusha. Në mjedise ho- 
mogjene dhe izotrope këto paraqesin konstante skalare. Sikurse do 
të shohim më vonë, ky është vetëm përafrim dhe formulat të cilat i 
kemi shfrytëzuar nga fushat statike, mund të shfrytëzohen vetëm për 
fusha të cilat ndërrojnë ngadalë gjatë kohës. Për fusha të cilat ndry- 
shojnë shumë shpejt gjatë kohës duhet të merret se këto madhësi 
varen prej frekuencës së ndërrimit të fushës. Tani për tani do t’i shfry- 
tëzojmë shprehjet e formës (5). 

Me ndihmën e sistemit (5) ekuacionet e Maksuelit mund t’i shkru- 
ajmë në formën që vijon: 

rot H — a E + e E 

rotE = - [iH 

div Ë = - p (6) 


div H = 0 

Në këto ekuacione paraqiten vetëm dy vektorë, vektorët E dhe H, Si- 
kurse e dimë fusha vektoriale është e përcaktuar me shpërndarjen e 
rotorit dhe divergjencës së vet, prandaj sistemi (6) plotësisht e përcak- 
ton fushën elektromagnetike. 

d) Konditat kufitare për vektorët e fushës elektromagnetike 

Të mendojmë se në fushë elektromagnetike gjendet një sipërfaqe 
e cila i ndan dy mjedise me veti të ndryshme materiale. Pusha elek- 
tromagnetike kalon nga njeri mjedis në tjetrin, prandaj edhe vektorët 
e saj në sipërfaqe kufitare duhet të kënaqin disa kondita. 
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Për vektore të fushës vlen sistemi i ekuacioneve të Maksuelit (4). 
Së pari do të shqyrtojmë ekuacionin e fundit të këtij sistemi: : 

div B — 0 

të cilin do ta integrojmë nëpër vëllim të caktuar: 

/ div B dz = 0 

Këtë mtegral e shndërrojmë në integral sipërfaqësor me ndihmën e 
teoremës së Gausit: 

$~BdS = 0 
ose 

fB n dS- 0 (7) 

Këtu me B n e kemi shënuar komponenten e induksionit magnetik, e 
cila qëndron normal ndaj elementit dS të sipërfaqes kufitare. 

Tani duhet të zgjedhim sipërfaqen e integrimit të atillë që të 
mund të kryejmë lehtë kalimin në sipërfaqe kufitare, Do të zgjedhim 
sipërfaqen e cilindrit njëra bazë e të cilit gjendet mbi sipërfaqe kufi- 
tare, ndërsa tjetra nën te sikurse tregon figura 72. Edhe në këtë rast 
supozojmë se bazat e cilindrit janë dS, ndërsa lartësia e tij është 2 dn, 
ashtu që njëra lartësi dn gjendet mbi sxpërfaqe kufitare, ndërsa tjetra 
nën te. Me indeks 1 do Vi shënojmë komponentet e vektorëve të fushes 
mbi sipërfaqe kufitare, ndërsa me indeks 2 komponentet për vektorë 
nën të. Integrimi (7) nëpër sipërfaqe të mbyilur është 1 barabartë: 

B ln dS B^ndS 4* (Bit B^t^ i dn — 0 CS) 

Me indeks n i kemi shënuar komponentet normale ndaj sipërfaqes ku- 
fitare, ndërsa me indeks t komponentet tangjenciale në te. Parashenja 
minus duhet të shkruhet, sepse si kahje pozitive e normales merret 
normalja nga sipërfaqja kah pjesa e jashtme, kurse nga fig. 72 shihet 
se ka kahje të kundërt ndaj normales në hapësirën 1. Në' anëtarin e 
tretë l është perimetri i bazës së cilindrit, ashtu që sipërfaqja e mbësh- 
tjellësit do të jetë l dn . 

Nëse dëshirojmë që cilindri të përmbajë vetëm sipërfaqen kufitare, 
atëherë duhet të kryejmë kalimin kufitar dn—> 0. Fitojmë: 

B in = B m (9) 

Kjo konditë tregon se komponentet normale të induksionit magnetik 
e kalojnë sipërfaqen kufitare në mënyrë të vazhduar. 

Ne vazhdim do të shqyrtojmë ekuacionin e tretë të sistemit (4), 

divD-p 

të cilin gjithashtu do ta integrojmë nëpër vëllim të caktuar. Pasi ta 
shndërrojmë integrimin vëllimor në atë sipërfaqësor, fitojmë: 
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$ D n dS ~ f pdx (10) 

Edhe në këtë rast e kryejmë integrimin nëpër sipërfaqe të cilindrit si- 
kurse tregon fig. 72. Në anën e majte fitohen shprehje të ngjashme 
sikurse në (8), ndërsa djathtas paraqitet shprehja 2 • dS dn , sepse vëlli- 
mi i cilindrit është 2 dS dn. Pra, 

D ln dS - D 2n dS + (Du + D 2i )ldn~ 2 pdS dn ( 11 ) 

Edhe në këtë rast duhet të kryejmë kalimin kufitar për dn-> 0. Në anën 
e majtë anëtari i tretë është i barabartë me zero, ndërsa në anën e 
djathtë dendësia e elektricitetit kalon në dendësi sipërfaqësore, ashtu 
që mund të shkruajmë 2 pdn->a. Nga (11) fitojmë: 

A»“A« = ar (12) 

Sipas kësaj kondite komponentja normale e induksionit elektrik në si- 
përfaqen kufitare ka kërcim për madhësinë e dendësisë sipërfaqsore 
të elektrieitetit. Kuptohet se, nëse në sipërfaqe nuk ka elektricitet, 
<j “ 0 dhe ky kërcim nuk do të paraqitet. 

Kalojmë në shqyrtimin e ekuacionit të dytë të sistemit (4): 

rot E--B 

E integrojmë nëpër ndonjë sipërfaqe: 

f roiEdS^- JBdS 

E shndërrojmë anën e majtë sipas teoremës së Stoksit në integrai vi- 
jor, nëpër vijë të mbyllur, e ciia e kufizon sipërfaqen e dhënur: 


$ Edr =- / Bd S (13) 

Edhe në këtë rast duhet të zgjedhim vijën e integrimit të atilië, që në 
kalimin kufitar të kalojë në kufirin e dy mjediseve. Në fig. 73 është 
vizatuar prerja e këtij kufiri me rrafshin e vizatimit dhe vija e mby- 
llur, elementi dr i së cilës gjendet në të njëjtën largësi mbi dhe nën 
sipërfaqe kufitare. Të dy elementet e rrugës dr janë të lidhura me dy 
elemente në kahje normale të sipërfaqes kufitare ose më saktësisht të 
cilat shumë pak dallojnë nga kahja e normales në sipërfaqe kufitare. 
Le të jenë këto gjatësi dl që në vizatim janë paraqitur me 2 dn. Pasi të 
kryejmë integrimit nëpër rrugë të cekur të shprehjes (13), fitojmë: 

E u dr — E 2t dr + dl. kontributi në kahje normale B t dr dl (14) 

Në anëtarin e dytë duhet të shkruajmë parashenjën minus që të tregoj- 
më se elementet e rrugës dr kanë kahje të kundërt në mjediset e nda- 
ra me sipërfaqe kufitare. Në anën tjetër, djathtas është shkruar ele- 
menti i sipërfaqes. Sikurse edhe në rastet e mëparshme edhe tani duhet 
të kryejmë kalimin kufitar për dl~> 0. Fitojmë: 

■ ç Eit — E 2 t (15) 
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Kuptojmë se komponentet tangjënciale te vektorit të fushës elektrike 
kaiojnë nëpër sipërfaqe kufitare në mënyrë të vazhduar. 

Më në fund ka ngelur që të shqyrtojmë edhe ekuacionin e parë të 
sistemit (4). Pas integrimit nëpër sipërfaqe dhe zbatimit të teoremës 
së Stoksit mund ta shkruajmë në formëri: 

/7<25+ JDdS (16) 

Integrimi vijor nëpër rrugën e paraqitur në fig. 73 do të ketë formën: 
H u dr — H 2t dr + dl • kontributi në kahje normale ™ 

= j n dr dl + D„ dr dl 

Në kalimin kufitar anëtarët e fundit në të dy anët janë të ba- 

rabartë me zero, nëdrsa j n dl kalon në dendësi sipërfaqësore të rrymës 
js- Do të fitojmë: 

H u H 2t = j s (17) 

Shprehja e fundit tregon se komponentet tangjenciale të fushës mag- 
netike në sipërfaqe kufitare fitojnë kërcim i cili i përgjigjet dendësisë 
sipërfaqësore të rrymës. Për kufi të dy izolatorëve, apo për mungesë 
të rrymës në sipërfaqe kufitare, do të vlejë: 

H lt - H 2t (18) 

Në këtë rast komponentat e kalojnë këtë sipërfaqe në mënyrë të vazh- 
duar. .ifcfitf 

4. ENEEGJIA E FUSHËS ELEKTEOMAGNETIKE 

Në (XII. 19. 4) dhe (XIII .8.11) kemi fituar dendësitë e energjisë së 
fushës elektrike dhe magnetike. Shuma e këtyre dendësive është: 

W= — eE* + — (iHP (1) 

2 2 

Derivati sipas kohës i kësaj madhësie është: 

W = eEE+ liHH 
Nga ekuacionet e Maksuelit (XIV .3. 6) rrjedh: 

e E — rot H - o E 

I iH~-~ rotE 

I zëvendësojmë këto vlera: 

W= E rot H ~~ H rot E - oE z 
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Dy anëtarët e parë të anës së djathtë mund të shkruhen në formën 
“T div ( E x H), prandaj: 

~ W - div(E x H) + aE z 

E integrojmë nëpër vëllim dhe në anën e majtë fitojmë ndërrimin e 
energjisë së fushës në hapësirën >të cilën e integrojmë: 

:: r f div(EXH)dz+ f oE z dx 

Integrali i dytë shpreh nxehtësinë e Xhulit Q, ndërsa integralin e parë 
e shndërrojmë në integral sipërfaqësor: 

~ W = § (E XH)dS + Q 

Shënojmë shkurtimisht me N — E x H (2) 

dhe vektorin e përkufizuar në këtë mënyrë e quajmë vektor të Pointi- 
ngut, Me ndihmën e tij fitojmë përfundimisht: 

~W^$NdS + Q ( 3 ) 

Ky ekuacion shpreh teoremën e Pointingut. 

Integrali në anën e djathtë paraqet fluksin e vektorit të Pointin- 

y 

gut. Në bazë të kësaj vektorin N mund ta mendojmë si dendësi të rry- 
mimit të energjisë. Prandaj, duhet të përfundojmë se elektriciteti x cili 
gjendet në vëllimin e shqyrtuar emiton energji në rrethinën e vet. Vek- 
tori i Pointingut paraqet dendësinë e energjisë së rrezatuar. Kjo është 
energjia e cila në njësi të kohës kalon nëpër njësi të sipërfaqes kufitare. 
Fluksi total paraqet tërë energjinë e cila në njësi të kohës kalon nëpër 
sipërfaqen e vëllimit të fushës. 

Formula (3) tregon se ndërrimi i energjisë hrenda sipërfaqes në 
njësi të kohës është i barabartë me shumën e energjisë e cila në njësi 
të kohës e lëshon atë hapësirë dhe nxehtësisë së Xhulit e cila zhvillohet 
në te. 

5. ENERGJIA ELEKTROMAGNETIKR E VEPKIMIT KECIPKOK 

Të shqyrtojmë dy fusha elektromagnetike me vektorët E lt B x dhe 

Ez, B 2 . Energjia e kësaj fushe elektromagnetike njehsohet sipas shpreh- 
jes: 

W - -- /•[e(i I + i,)*+ — - (B } + B.yjdx 
2 (i 


( 1 ) 
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E zbërthejmë këtë shprehje: 

W = -- / [s(£\ + 2 Ë, Ë 2 + E\) + - 1 - (B\ + 2 B 1 B Z + B 2 2 )] dx = 

2 |A 

= - f + _L b 2 j) d!x + -- / (eE\ + - B\)dx + / (Ë\ Ë 2 + 

2 fi 2 |A 


+ -- B- B-Jdx 

dlie mund ta shkruajmë në formën: 

W = W,+ W z +W l2 (2) 


ku: 


Wl = J- / ( S B\ + J- W 2 = -- / (sB 2 2 + J- B=,)dx 

2 J-t 2 ji 

Wj 2 = / (Ë l Ë 2 + J- 5, i 2 )dx (3) 

Këtu W, paracjet energjinë e fushës së parë, W 2 energjinë e fushës së 
dytë, nëdrsa W v > energjinë e veprimit reciprok të dy fushave. Për ndry- 
shim të energjisë vetjake të fushës elektromagnetike, e cila gjithmonë 
është pozitive, energjia e veprimit reciprok të dy fushave mund të jetë 
si pozitive ashtu edhe negative. 

Kuptojmë gjithashtu nga (3) se energjia e dy fushave elektromag- 
netike nuk është e harabartë me shumën e energjive të tyre që do të 
thotë se energjia e fushës elektromagnetike nuk gëzon vetinë e aditivi- 
tetit. Duke u hazuar në shprehjen: 

s(i 2 - ii a + -- (i, - i;) 2 >o 


rrjedh; 

+ --- B\) + J- (eE\ + J- BJ > ei+2 + + B, B, 

2 \ n /■ 2 \ ' n / ti 

Nëse 1 integrojmë të dy anët dhe shfrytëzojmë (3), do të kemi: 

W a + W^W 1J5 (4) 

Kjo shprehje tregon se energjia e veprimit reciprok të dy fushave elek- 
tromagnetike nuk mund të jetë më e madhe se, shuma e energjive të 
fushave të veçuara. 
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6. FORCA E FUSHËS EUEKTROMAGNETIKE 

Do të shqyrtojmë forcën me të cilën fusha elektromagnetike vepron 
në grimca të elekfcrizuara. Puna e forcës kryhet në llogari të energjisë 
së fushës elektromagnefcike. 

Supozojmë se elektricifceti është i shpërndarë në mënyrë fcë vazh- 
duar në vëllim të caktuar. Ë ndajmë si zakonisht këtë në elemente të 
vogla dz. Në këtë element gjendet sasia e elektricitetit dq për të cilën 

supozojmë se lëviz me shpejtësi v. Fusha elektromagnetike vepron në 
këtë sasi elekfcricifceti me forcën e përcaktuar me (XIII. 12.8): 

dF = dqE + dq (v * B) (1) 

shfrytëzojmë shprehjet dq = pdx dhe (XIII. 1.4) j — pv dhe pasi fcl zë- 
vendësojmënë (1) fifcojmë: 

dF= pdx • E + pdT (v X B) = [p E + (7 X B)]dx (2) 

E integrojmë nëpër vëllim në të cilin ëshfcë elekfcriciteti i shpërndarë 
dhe fitojmë forcën me të cilën fusha elektromagnetike vepron në sis- 
tem fcë elekfcricitetit të shqyrtuar; 

F= f [pi+ (/xj5)]dt (3) 

Shprehja nën infcegral paraqefc forcën në njësi fcë vëllimit dhe, nëse e 
shënojmë me f, do të kemi: 


ku është: 


F= ffdx 


/ = pB+ (jXB) 


(4) 


Supozojmë 'te mjedisi është homogjen në vëllimin e shqyrfcuar. Do të 
shfrytëzojmë sistemin e ekuacioneve fcë Maksuelit për transformimin e 
(4). Nga ekuacioni I dhe III i sistemifc (XIV, 3 .4) kemi: 


f = zEdivE+~~-(rotB-EiiE) x B 


(5) 


Anëtarin e fundit të kësaj shprehje mund ta transformojmë në formën: 


e E X; B 


A, 

[ dt 


(E XB) -EX B 


i]=- 


"S(i -~~(E x H) -zEX rot E 
ot 
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dhe (5) do të jetë: 

7= e i div E B x rot B - sjjt — (^ X H) - s E x rot E 

ose: 

f = t(E div i-£x rot E ) - — B x rot B - ep — (B x H) (6) 

p. at 

Kjo shprehje e përcakton forcën në njësi të vëllimit si iunksion të 
intensitetit të fushës elektrike dhe magnetike. Anëtari i parë tregon ndi- 
kimin e fushës elektrike, i dyti ndikimin e fushës magnefcke, ndërsa i 
treti ndikimin e të dyjave njëkohësishfc. Meqë nga ekuacioni IV i siste- 

mit (XIV .3.4) vlen div B = 0 shprehjes së mëparshme mund tl shtoj- 

më anëtarin — L B div B dhe fitojmë, pasi t’i shënojmë anëtarët me 

simholet: 

, » — » ♦ —* — ♦ — ► — ♦ 

f. = E (E div E — E *■ rot E ) + iBdivB-BX rot B) 

V- 

h— sp. —— (i x i ) = sn 

dt 9 1 

kurse nga (3) fitojmë forcën me të cilën fusha elektromagnetike vep- 
ron në elektricitetin e shqyrtuar: 

F = f f dx = / /, di - / U d* ( 7 ) 


7. TENZORI I TENSIONIT TE MAKSUELIT 

Do të tregojmë në vazhdim se ndikimi i forcës së shqyrtuar në 
mësimin e mëparshëm në sipërfaqen kufitare S të vëllimit të caktuar 
manifestohet në formë të forcës sipërfaqësore. Për këtë do të shqyr- 
tojmë anëtarin e parë të (XIV.6.7), të cilin do ta shënojmë me P,. Pra, 

K = / n dx (i) 

Këtë integral vëllimor do ta shndërrojmë në sipërfaqësor. Kompo- 
nenta e saj x është: 

F lx = / f u dx = / {sS [E x div E — (E x rot E) x ] + 

+— [B x div B- (B x rot B) x ~\)dx 
ë 


(2) 
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Meqë çdo njëra prej shprehjeve në kllapa të mesme është e formës 
K x div K (KX rot iO x e transformojmë këtë shprehje: 

K x div K~(Kx rot K) x =K X div K ~~ (K y rotJC - K z rot y K) - 


/ 3 K x 

+-^+ 

9X ; \ 

-kJ 

^dKj 

) + K z (~— ■ 

_ ag«\ 

\ dx 

32 / 

a^ ) 

\ dy 

dy > 

' V 32 

ax / 


ose 

K x divK~~ (Kx rot K) x 


- a / 

_i__ 

a, \ 

, 2 


- K\ | + (K X K,) - K y + 

dy dy 


+ .J-(KJt t,) -• K, - d -- x - 

dz dz 


dz 

a_ 

dx 


bk x 


dK x 


1 


-k\ i + 

Bv dS 


K\ 


të cilën mund ta shkruajmë edhe në formën: 

K x div K- (K x rot K) x = - ~ 

3, 


K\ - • 1 -JK»W $-(K x K,) + ' d (K X K Z ) 
2 / 9, 9i 

(3) 


Duke u bazuar në transformimin e fundit, shprehjen (2) e shkruajmë 
në formën: 


U 


jLt m 


(s\---E l ) +—(E x E y ) + -$- (E S E,)} + -i-f-A/ 
V 2/3, dz J H dx V 


~B 2 ) + — ( 
2 / 9v\ 


sB.B, + ---- B X B X . \ + 




X 


dz 


Do të shkruajmë shkurtimisht me: 


1 

d 

lt 

. dx 

E» 2 \ 

+ 1 

^ ) 

r 



s E x Ey + 




1 


+ B X By 


T iZ = bE x E z + — —B x B z 


(4) 
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dhe vektorin R x (T m T n , T 13 ). Do të kemi: 




a. 


a z 


(5> 


Integralin vëllimor (2) mund ta shndërrojmë në sipërfaqësor, duke 
shfrytëzuar teoremë e Gausit për shprehjen (5): 

F x x - f div R x dx~ f R, dS ( 6 > 

Në mënyrë të ngjashme për komponentet tjera y dhe z fitojmë kom- 

nentët e vektorëve R 2 dhe B 3 . Do të kemi: 


T u = t E y E x + 1 B,B X ; T a = t 

!_L 


v') + 1*) 


T zs “ s E y E z + - B y B z 

T n = s + ■— B z B,; T 32 = S £ z J5? y + ■*- B, B v 

jr 


(7)> 


l-i . 

r 33 -e 1 B 2 \ + — I B 2 Z 

2 / |r 


B 2 


( 8 ) 


Për komponent të forcës kemi: 

F ly = / B 2 dS dhe F u = / R z d S (9> 

I mbledhi të tri komponentët e forcës nga ( 6 ) dhe (9) dhe fitojmë:; 

F x «7/ Ri ds + j f R z d S +7/ d S 

Meqë vlen: 


ku: ra — është vektori unitar i normales së jashtme, do të kerni për for- 
cën: 


— ► 


F x - / [i (Bj ■ 72) + 7 (B 2 ■ n) + fc (B s • tz)] dB 

dhe nëse paraqesim vektorin: 

— > — > ■»■+ — * — > 

P = 7 (B x • 77) + J (B 2 * 7Z> + /c (B 3 ■ 72) 


(10 


F, - / P dS 


Ul)> 


fitojmë: 
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Shohim se anëtari i parë i (XIV.6.7) prej të cilit kemi filluar në sipër- 
faqen kufitare të hapësirës së shqyrtuar manifestohet në formë tensioni 
të formave sipërfaqësore. 

' — * 

Në përgjithësi vektori P nuk e ka kahjen e vektorit të normales n, 
prandaj do të paraqesim komponentët e këtij vektori, përkatësisht ko- 
sinusët e drejtimit të normales së jashtme (a, g, y). Atëhere flga (10 
kemi: 

P x = * n TiiGh Ti2$ 4* T 13 y 

> 

Py^ R z * n = T n a + + T 23 Y (12) 

P z =* i 3 • n - P 31 a + T 32 p + ZVr 
Këto ekuacione mund tl shkruajmë në formë simholike: 

P-T-n (13) 

ku: T — paraqet tenzorin e përcaktuar me skemën e koeficientëve: 

' T u T n T a \ 

T= T n T %% T 23 (14) 

v Tu T n T 33 j 

dhe quhet tenzor i tensionit të fushës elektromagnetike ose tenzor i 
tensionit të Masuelit dhe e karakterizon gjendjen e tensionit të fushës 
elektromagnetike në rrethinë të pikës së shqyrtuar. 

Duke shfrytëzuar (13) integrali (11) mund të shkruhet në formën: 

fPdS = f^TndS 
ose 

flxdx^FdS (15) 

ndërsa shema (14) në formë eksplicite shkruhefc: 

6 f £! ) + ~f B ** -t B2 ) £ E * E > +- s * B y sE * E * + ~B x g t 

V z / ë>V 2 J tt (Jt 

zE yx + —B,B x s (E 1 y -^E‘\ + -(B 2 x -—B t )sE y E z + --B y B z 

V2;nV2; (i 

sE z E x +—B z B x s E z E y +—B z B y - — £*)+ — ~B 2 ) 

M- V- \ 2 ) 2 j 

Lehtë mund të tregohet se cilido element i tenzorit (16) mund të 
shkruhet në formën: 
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T ik = (EiD k + BiH k ) 


(E)Dj 4 - BjHf) 


(17) 




/cw; 8 ffc paraqet simbolin e Kronekerit 1 cili sipas definicionit është i ba- 
rabartë me një për i = k dhe zero për i & k. 


8. PEESIONI I FUSHES 
EI4EKTROSTATIICE 

Do të shqyrtojmë në rastin e fu- 
shës eiektrostatike kuptimin e tenzo- 
rit të Maksuelit Të mendojmë në pi- 
kën O elementin e orientuar të sipër- 
faqes dS sikurse tregon fig. 101. Ori- 
gjinën e sistemit të koordinatave kënd- 
drejta e vendosim në pikën O me bo- 
shtin x në kahje të fushës elektrike. 
Vektorët E dhe n përcaktojnë rraf- 
shin XOY. Nga fig. 101 shohim se 
vlen: 



Fig. 101 


E x = O, E y = E z = O 
Për këtë rast tenzori i tensionit (XIV .7 .16) e ka formën: 


( ! 

2 


T- 


■zE z 0 


0 


0 0 


zE'< 0 


eE 2 


( 1 > 


Nëse me i> e shënojmë këndin në mes të vektorit të fushës dhe norma- 
les, atëherë kosinuset e drejtimit të normales janë: 

a =cos c]j, 3 = sin 4 » Y “ 0 

Ndërsa (XIV.7.12) shprehet në formën: 


P x = T n a = sE 2 costp 

2 


( 2 ) 


P y = T* 


zE z sinc); 


P z = 0 
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Ndërsa intensiteti i tensionit është: 


P= ~~ sE* 

2 

dhe shprehjet (2) mund t'i shkruajmë në formën: 

Px = P co$4>, P y — P sint|>, P z = 0 (3 > 

_> 

Nga (3) kuptojmë se tensioni P qëndron në të njëjtin rrafsh në të eilin 

qendrojnë vektorët E dhe n dhe drejtimi i tij është simetrik me nor- 

malen n ndaj vektorit të fushës E sikurse tregon fig. 101. Prandaj, 
mund të përfundojmë se në këtë rast tensioni në fushë elektrostatikë 
e ngreh eiementin e siërfaqes në kahje të intensitetit të fushës elek- 
tronike, por njëkohësisht edhe e tërheq në kahje të kundërt të nor- 
males së jashtme. 


9. IMPULSX X FUSHËS ELEKTEOMAGNETXKE 

Do të shqyrtojmë në vazhdim anëtarin e dytë të (XIV.6.7) të cilin 
nga (XIV. 6. 6) dhe (XIV.4.2) mund ta shkruajmë në formën: 


Ez - $ hdz - f s[i d'z ( i ) 

dt 

Do të supozojmë se në hapësirën e shqyrtuar nuk ka elektricitet të lirë 
-ashtu që në të gjitha pikat e saj vlen: 

p ~ 0 dhe j — 0 

dhe nga (XIV.6.3) kemi: 

F = f f dx = 0 (2) 

Në këtë rast (XIV.6.7) do të jetë: 

f fidx= f dx 

dhe nga (XIV .7.15) do të kemi: 

/ TdS= f ep dx (3) 

3t 

Meqë veprimi i derivimit sipas kohës dhe integrimit sipas vëllimit ja- 
në të pavarur në shprehje të fundit mund të ndërrojmë venaet e tyre 



F USHAT E NDRYSH UA R A HLEKTRQMAGNETXKE 


479 


ashtu që pas këtij ndërrimi duhet në vend të simbolit të shkruaj- 

dt 

më •— 4 cili shpreh derivatin e plotë parcial: 
dt 


f S|JL ~ d ~*i-d% = ~s EH Ndx 

0 1 dt 

dhe nga (3) fitojmë: 

f‘= / TdS = — / s-iiNdx (3) 

dt 

Shohim se forca sipërfaqësore me të cilën fusha elektromagnetike vep- 
ron në sipërfaqen kufitare të hapësirës në të cilën nuk ka elektricitet 
të lirë mund të shprehet si derivat kohor i një inegrali vëllimor, 

E dimë nga mekanika se forca përkufizohet si derivat i impulsit 
sipas kohës, prandaj integralin vëllimor në (4) mund ta interpretojmë 
si impuls të fushës elektromagnetike. Kjo do të thotë se fushës elek- 
tromagnetike mund tl përshkruajmë këtë impuls: 

U — J s\kN dx~ f udx (5) 

ku: 

fT=e|iN»e|A(i'xH) (6) 

paraqet dendësinë e impulsit të fushës elektromagnetike, pra impuisin 
e saj në njësi të vëllimit. 

Duhet theksuar se impulsi i fushës elektromagnetike si dhe ener- 
gjia nuk duhet të kuptohen në formën mekanike. 


10. MAHRËDHENIA NË MES T£ FOHCËS, TENSIONIT DHE 
IMPULSIT TË FUSHËS ELEKTHOMAGNETIKE 


Fiilojmë nga ekuacioni (XIV.6.7): 

F= f ~fd% = f f[dx - f hdx 
dhe shfryfcëzojmë shprehjen (XIV.9.4). Do të fitojmë: 

f fdx = f 7,’dx - ~ fudx (1) 

dt 

Që të përfitojmë këtë lidhje në formë diferenciale do të kryejmë tran- 
sformimin e formës: 
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> 

f7dx=f hdx - f dx 
9 1 


Ekuacioni i parë skalar përkatës është: 


/ fxdx == / f lx dx - / 


du x 

dt 


dx 


(2) 


Nëse koordinatat hapësinore i shënojmë me x 1} x 2 dhe x 3 , ndërsa kom- 
ponenfcet përkatëse të vefetorëve me indekset 1. 2 dhe 3 dhe shfrytë- 
zojmë (XIV.7.5), do të feemi: 


_ 32\i _j_ _{_ 37* i±_ _ \ ^ d Tik 

Për (2) shferuajmë: 


dx^ dx$ JLadi dXk 

k--i 


V/ > / 




(3) 


Fufesionet nën integrale duhet të jenë të barabarta, meqë ekuacioni du- 
het të vlejë për çfarëdo- vëllimi, prandaj feemi: 


A = 



dU x 

3 1 


Në mënyrë të ngjashme fitojmë edhe ky komponentet tjera dhe të gji- 
tha së bashku mund t'i shkruajmë në formën: 



3 Uj 

3 1 


(4) 


Ky ekuacion shpreh lidhmërinë në mes të dendësisë së forcës, tenzorit 
të tensionifc fcë Maksuelit dhe dendësisë së impulsit të fushës elektro- 
magnetike. 


Më në fund do të tregojmë se komponentet e tenzorit T në sipër- 
faqen e vëllimit pambarim të madh i cili në vetvete mbyll tëre fushën 
e kanë vlerën sikurse 1/r 4 dhe integrali sipërfaqësor (1) do të jetë: 

fTid%=fTdS~ 0 
Në shprehjen ( 1 ) do të ngel: 


/ f u dx 

dt 


( 5 ) 
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Integralin e anës së majtë e shkruajmë në formën: 


ffdx = 


dp_ 

dt 


ndërsa (5) 


— - (p+ /Mdt) = 0 (6) 

dt 

prej nga rrjedh pas inegrimit: 

p+ Vudx = 0 (7) 

Nga ekuacioni i fundit kuptojmë se në fushë të plotë impulsi total i 
sistemit, pra shuma e impulsit mekanik dhe impulsit të fushës elek- 
tromagnetike mbetet i pandryshuar gjatë kohës. 


11. FOTENGIALET E FUSHËS ELEKTEOMAGNETIKE 

a) Fërkufizim! i potencialeve dhe lidhja e tyre me burimet e £u- 
shës 

Te fushat statike i kemi njohur potencialet e tyre dhe kemi vërej- 
tur se paraqesin funksione ndihmëse të cilat na lehtësojnë përcaktimin 
e fushës nga burimet e njohura. Edhe për fushë elektromagnetike ekzis- 
tojnë këso madhësi dhe i quajmë potenciale të fushës elektromagne- 
tike. Fillojmë nga ekuacionet e Maksuelit: 

rot H — j + D 

rot £ =- B 
div X) = p 
div B — 0 


E dimë se divergjenca e rotorit të çfarëdo vektori identikisht është e 
barabartë me zero, prandaj vektorin B mund ta shprehim si rotor të 
ndonjë vektori ndihmës A: 


— > 

B = rotA (1) 

Vektori A quhet potencial vektorial i fushës. Shprehja (1) tregon se si 
nga potenciali i njohur mund të përcaktohet induksioni i fushës. 
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E zëvendësojmë (1) në ekuaconin e dytë të Maksuelit ; ; 

rotE =~~ rotA 


ose: 

rot (E + A) = 0 

Gjithashtu, e dimë se rotori i gradientit të çfarëdo funksioni skalar 
është i barabartë me zero, praiidaj përfundojmë se: 

E =— A — grad V (2) 

Kjo shprehje e lidh vektorin e fushës elektrike me potencialet. Nëse 
^otencialet janë të njohura, atëherë më ndihmën e (1) dhe (2) mund 
të njehsojmë vektorët karakteristikë për fushën. 

Funksioni V quhet potencial skalar i fushës elektromagnetike. 

Ka ngelur të përcaktojmë shprehjet e lidhmërisë së potencialeve 
me burimet e fushës. Për këtë e shumëzojmë ekuacionin e parë të Mak- 
suelit me Fitojmë: 

rot \xH = \x j + E 
X zëvendësojmë (1) dhe (2): 

rot rot A ~ jx j + sjji (— A — grad V ) 

E zbërthejmë rotorin e dyfishtë: . 

grad div A — A A — ji; — A — ejr grad V 
I mbledhim anëtarët nën gradient: . . 

— j, t — » ~ » ~> 

grad ( div A + sjxF) ~ A A ~ \xJ ~ ep . A 

Për funksionin vektorial A është i përcaktuar rotori me shprehjen (1). 
Por, funksioni vektorial nuk është plotësisht i përcaktuar vetëm me 
rotorin e vet. Duhet njohur edhe divergjencen e tij. Meqë divergjenca 

8 vektorit A nuk është e përcaktuar me asgjë, mund ta marfim sipas 
dëshirës. Do ta përkufizojmë në formën: 

divA — e\xV (3) 

ashtu që anëtari i parë i anës së majtë anulohet, Do të kemi: 

« • 5 '■}] •■; ;■■■•'. 7 AA- ” 2 =- : : 7 7 ' ; 7 - ' (4) 
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ku është: 



(5) 


Ektiacioni diferencial (4) shpreh lidhmërinë e potencialit vektorial me 
dendësinë e rrymës elektrike. Shihet se ndryshon nga ekuacioni i Pua- 
sonit i cili paraqitet për fushë stacionare, nga anëtari me derivat të 
dytë sipas kohës. 

Duhet theksuar se kondita (3) nuk është e vetmja e cila mund të 
shfrytëzohet. Këtë e ka paraqitur Lorenci dhe sipas tij quhet konditë e 
Lorencit. Ndonjëherë në vend të saj merret kondita: 


div /1 = 0 

e cila quhet konditë e Kulonit, sepse shpie deri te ekuacioni i Puaso- 
nit, i cili vlen për fushë të Kulonit. , 

Ka ngelur të përcaktojmë ekuacionin diferencial për potencial ska- 
iar V. Për këtë fillojmë nga ekuacioni i tretë i Maksuelit: 


ose: 


div (- A - grad V) = p 


div A — div grad V — — 

s 


shfrytëzojmë konditën e Lorencit (3): 


divA= : z — V 
v 2 


dhe fitojmë: 


AF — ~~ V =— (6) 

V 2 £ 

Ky ekuacion shprëh lidhmërinë e potencialit skalar me dendësinë e elek- 
tricitetit. 


to) Ftmksioni i kalitorimit 

.E dimë se potencialet janë madhësi ndihmëse për përcaktimin e 
fushës. Për këtë arsy potencialet nuk është e thënë të jenë të përcak- 
tuar në mënyrë rigoroze. Mjafton që saktësisht të përcaktojnë vektorët 
e fushës. 

Nëse e zgjidhim ndonjë funksion skalar cp, atëherë me ndih- 
mën e tij mund tTpIotësojmë potCncialet elektromagnetike në formën: 
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A x ~ A ~ gradq? 

V^V + y ( 7 ) 

Do të tregojmë se potencialet e reja e përcaktojnë të njëjtën fushë si- 

kurse edhe potencialet A dhe V. I njehsojmë vektorëfc e fushës me ndih- 
mën e potencialeve të plotësuara: 

rot A x = rot A — rot grady = rot A~B 
— A t “ grad V t =~~ A + grad <p - grad V ~ grad q? — 

=— A - grad V — E 

Shohim pra se kemi fituar të njëjtët vekfcorë të fushës. Funksioni <p 
me të cilin i plotësojmë potencialet quhet funksion i kalibrimit apo 
invariantë gradienfci. 

Që të përfitojmë konditën të cilën duhefc ta kënaqë ky funksion, 
i zsëvendësojmë potencialet (7) në konditën e Lorencit (3): 

div A x =— 

ose: 

div A - div gradcç =— z\iV - snq) 

Sipas (3), anëtarët e parë në të dy anët e barazimit janë fcë barabartë, 
prandaj ngel: 

A(ç = sjiqj 

ose: 

Aq>- — <p = 0 (8) 

v z 

Kjo është kondita e kërkuar. Shohim se funksioni cp duhet të kënaqë 
ekuacionin diferencial të përhapjes së valëve. 


c) Fotencialet retarde 

Ka ngelur të zgjidhim ekuacionet diferenciale (4) dhe (6). Këto 
ndryshojnë vetëm për nga simbolet, prandaj është e mjaftuar të gjej- 
më zgjidhjen e njërit prëj tyre. Do ta zgjidhim ekuacionin diferencial 
për pdtencial skalar: 

JLj F (r, t) =- — p(r,t) (9) 
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Sikur fourimi i fushës të përbëhej vetëm prej një sasie piksore të elek- 

— > 

tricitetit, e cila gjendet 'në vendin r' dhe e cila ekziston pak rreth kohës 
t', atëherë ky burim mund të shprehet me prodhimin e dy funksioneve 
8 të Dirakut kësisoji*: 


p = 5(r - r') o(t~ t') 

***+ — v -> 

Potencialin e fushës së këtij burimi do ta shënojmë me G(r —r', t — t') 
dhe për këtë fushë ekuacioni (9) do të ketë formën: 

A- G(r-r',t-t')=- — Ur-r')m~t') (10) 

v 2 dt % / e 

Së pari do të tregojmë se zgjidhja e (9) mund të paraqitet me integra- 
lin: 


V(r, t) = ffp(r't')G(r-r',t-t')dz'dt' (11) 

Në të vërtetë, nëse këtë shprehje e zëvendësojmë në anën e majtë të 
(9), do të fitojmë: 


= ffpir', t') 




v(7,t) = 

G(r-r' f t~~t')d%' dt 


Ndërsa në anën e djathtë e zëvendësojmë vlerën e (10): 


( A — 1 \ V(r, t) =- 1 / / p(r', t')5(r —~r') 8 (t-t')dx'dt' 

V v‘ dt z 1 e 


=- 1 / p(r, t')8(t = t' ) dt’ = - --- p (r, t) 

£ £ 

Këtu integrimet i kemi kryer sipas shprehjes (a) të prodhimit të funk- 
sioneve me 5 — funksionin 


* Funksioni 8 i Dirakut përkufizohet në këtë mënyrë: 


8(x — x') — 


i 0 për x^x' 
\ oo për x = x' 


oo 

/8(r — x') dx= 1 


co 


me konditë që: 
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Ky është f unksion i cHi gjithkund e ka vlerën zero, përveç në vëhdiri 
ku ndryshorja x e merr vlerën e madhësisë së dytë x'. Në këte pikë kjo 
bëhet pambarim ashtu që integrali i saj është i barabartë me 1. ; . 

Këtu do të shfrytëzojmë vetinë e njohur të 5 fuhksionit të shprehur 
në formën: 


OO • •■•■■■■ 

~ x ' ) dx '= f(x ' ) (a) 

— oo 

Kuptojme se (11) është me të vërtetë zgjidhje e (9). Tani duhet të 
përcaktojmë funksionin G. Ky paraqet poteneialin e fushës së elëktrici- 
tetit të koncentruar në vend të vogël dhe është potencial simetrikosfe- 
rik. Në ketë rast laplasiani duhet të merret në koordinate sferike dhe 
për arsye simetrie do të ketë formën: 


Prahdaj: 


A G = 


A ~ (r G) 
r dr 2 



1 JZ) G— 1 92 (rG)- 1 

v 2 df.J r dr l v l dt* 


Në të gjitha pikat, përveç r = r' dhe në të gjitha kohët, përveç t — t' } 
ana e djathtë e ekuacionit (10) jep zero dhe për këtë rast vlen ekua- 
cioni diferençial: 

— (r G) - — ----- (r G) = 0 (12) 

a r 2 v 1 a t 2 

të cilin e zgj idh funksioni : 

G 

për të cilin bindemi duke e zëvendësuar në (12). Në (13) duhet të 
përcaktohet funksioni /. Zgjidhja (13) tregon se: 

V = r/v 

Për përcaktimin e këtij funksioni ekuacionin (10) e integrojmë në 

vëllim të sferën së vogël të përshkruar rreth vendit r = r' dhe kaloj- 
më në vlerën kufitare kur rrezja e saj tenton në zero. Meqë largësia r 
e pikave brenda sferës së vogël është ë vogël, gjatë kalimit kufitar 
mund të marrim t' = r/v ~> 0 dhe për pikat brenda sferës duhet të me- 
rret zgjidhja: -*■' ; y ; . r< ; , ; 


f(t - r/v ) 


(13) 
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Fitojmë: 

lim /A J&L dx lim [-£ /( - dx 
r — >o r v 1 J dt z r 


8(3 1) /SCr-rOdEx'* 


Pasi ta integrojmë anëtarin e dytë fitojmë: 

Um HQ A - 4 -tc/" (/) lim K 2 = 0 
R-o K 3 3 

Ndërsa në anetarin e parë integralin vëllimor e shndërrojmë në sipër- 
faqësor: 

lim / A 3— d% « iim / dft? grad - f —- dx « Iim / pmd — dS » • 
«->o r *-- 0 r *->° . r 


lim / 

Vf— >0 


d S =“ ■“ 4r:B 2 — “ 4 tu/(0 

■ ■ i? 2 ; 


Fitojmë: 


prej nga: 


“4 */(«) 


/■(*) = - — — “■&(*) — kMt) 
4tcs 


Pra, që zgjidhja (13) të kënaqë ekuacionin (10), funksioni / duhet të 
jetë funksion 8 i Dirakut. Nga kjo për (13) fitojmë: 


G(r, t) == 


8(i -r/v) 


Që fcë fifcojmë potencialin, këtë shprehje e zëvendësojmë në (11): 

p i r '"■ : - ■ <’ ’ ' : 

iVCr, f) = fc,» //(r' ( i') -- $(*■-• - -- t'idxjdp, 

r v 

Integrimi sipas V /itohet kur në vend të saj zëvendësojmë t-r/v . 
Pra: 


V( 7,t)=x, f - p - ( -^ r/v) dx' 
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Në mënyrë të ngjashme për poteneial vektoriai fitohet shprehja: 


A(r, t) - k„ f 


t ~ r/v) 


dx' 


(16) 


Zgjidhjet (15) dhe (16) janë të ngjashme me zgjidhjet përkatëse për 
fusha stacionare, me ndryshim se për fusha të ndryshuara burimet 


pdhe j varen edhe prej kohës. Shohim faktin karakteristik se koha 
paraqitet në kombinimin: 


t - r/v 

që do të thotë se gjatë njehsimit të potencialit duhet të merren ato 
vlera të burimeve të fushës të cilat kanë ekzistuar në atë vend para 
kohës r/v. Nga homogjeniteti i shprehjeve herësi r/v duhet të ketë di- 
mension kohe, duhet të shpreh ndonjë kohë. Meqë r është largësia nga 
burimi, atëherë v ka dimensione të shpejtësisë, ndërsa r/v paraqet ate 
kohë për të cilën ndërrimi i fushës me shpejtësi ^eka kaluar largësinë 
nga elementi i burimit të saj d deri te vendi ku e përcaktojmë poten- 
cialin. Për këtë veti, potencialet (15) dhe (16) quhen potenciale re- 
tarde. 


Do të zbatojmë rezultatet e mëparshme për elektrizim në boshllëk, 
i cili lëviz me shpejtësi mjaft të madhe. Të mendojmë detektorin në pi- 
kën 0 dhe sferën me qendër në këtë pikë e cila mblidhet kah kjo me 
shpejtësi c. Supozojmë që në kohën t kjo sferë mblidhet në këtë pikë. 
Nëse në momentin para kohës t sfera kalon nëpër elementin e vëllimit 
dx të larguar për r nga qendra e vet, atëherë ndërrimet e fushës elek- 
tromagnetike në këtë vëllim do të arrijnë në pikën 0 në kohën t, për 
sa i duhet sferës që me shpejtësi të caktuar të mblidhet deri në këfce 
pikë. Prandaj mund të themi se sfera e luan rolin e lajmëtarit të të 
dhënave për gjendjen e elektricitetit në rrethinën e vet. 

Do të shënojmë me [?] dendësinë e rrymës, kurse me [p] dendësinë 
vëllimore të elektricitetit në momentin para kohës t, pra në kohën 


c 


ku c është shpejtësia e përhapjes së ndryshimit të fushës. Atëherë 
shprejet (XIV. 11. 15 e 16) për boshllëk e kanë formën: 


V = k 
A = k m 


/ 

/ 


[ pMi 

r 

Uldy 


( 1 ) 


r 


( 2 ) 
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Por, meqë këto madhësi 1 marrim në kohën t', atëherë shprehja [p]dx 
nuk do të paraqesë sasinë e vërtetë të elektricxtetit në elementin e vë- 
lUmit dx në momentin kur merren vlerat e potencialeve elektromag- 
netike. 

Që të përcaktojmë vlerën e këtyre integraleve, të mendojmë ele- 

mentin e vëllimit dx të larguar për vektorin e pozitës r nga detektori 
në pikën 0. Në këtë elememt të vëllimit me bazë dS dhe lartësi cdt le 

— > 

të jetë shpejtësia e elektricitetit v, sikurse tregon fig. 102. Do të shë- 

nojmë me v r projeksionin e kësaj shpejtësie në drejtim të vektorit r. 
Meqë elektriciteti në element të vëllimit lëviz, 
atëherë sasia e tij do të zvogëlohet për [p]dS 
v r dt nga sasia e cila do të gjendej në këtë ele- 
ment sikur të mos lëvizte. Pra: 

dq = [p]dt — [p] dSv r dt (3) 

Meqë vlen: 

dS v r dt = dS ( v r 0 ) dt - dS (^v • dt = 

= 1 vr dScdt^ v r dx sepse dx = dS c dt 
c r cr 

Duke shfrytëzuar këtë transformim, shprehjen 
(3) mund ta shkmajmë në formën: Fig. 102 

dq " [p]dx — [p] dx 
c r 

ose 

[p]cb= --^ -- - 7 (4) 

1 ~~ v r 
c r 



Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (1) dhe (2), duke dijtur se j = pv. 
Fitojmë potencialet retarde elektromagnetike për sistem të elektricitetit 
lëvizës: 
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A = Jc„ 


/ 


v dq 


\ 


v r 

o ; 




:<«> 


Nëse i zbatojmë këto shprehje për elektron r dhe v, mund 1 ’i nxjerrim 
para integralit dhe të shënojmë fdq = e. Nga (5) dhe (6) do të kemi: 


V=k 


( e N 

dhe A = k,» 

( ev ^ 

— > 

— > — -> 

v r 
r — 

V c .) 

— ~~ 

t 

vr 

r — — 

v c y 


(7) 


Shprehja (7) paraqet potencialet elektromagnetike të elektrohit në 
lëvizje dhe njihen si potenciale të Lienart Vihertit. Këta nuk varen 
prej dimensionit dhe as strukturës së hrendshme të elëktronit. Gji- 
thashtu, vlejnë për shpejtësi sa do të madhe. 


13. PËEFITIMI I EKUACIONEVE TË MAKSUELIT .v 
NGA PAEIMI I HAMILTONIT. 


Do të shqyrtojmë fushën për të cilën funksioni i.Langranzhit e ka 
formën: 


L^f 


1 

2 


( eE 2 


B % ) - j A “ 5 pV 


dx 



dhe do të tregojmë se kjo fushë është identike me fushën elektromag- 
netike. Për këtë e shfrytëzojmë parimin e Hamiltonit (VII.5.5): 


ti 


hfLdt = 0 


( 2 ) 


dqke i menduar komponentet e potencialit vektorial dhe potencialin 
skalar si koordinate të përgjithsuara te fushës, Shfrytëzojmë ekuacio- 
net (XIV.11.1 dhe 2) për potenciale të fushës elektromagnetike: 


dhe 


E =- A - grad V 


B = rot A 


ndërsa funksioni i Langranzhit do të ketë formën: 


(A + grad V) 2 - 1 (fot A) 2 + jA~ pV 

2 2{.t 


dx 


(3) 

(4) 




(5) 
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Ekuacionta II dhe IV të sistemit (XIV.3.6) mund ta fitojmë drejtpër- 
drejt nga ekuacionet (3) dhe (4). Për këtë qëilim e kërkojmë rotorin 
e (3): 

rotE~~~ ----- rot A ~~ rot grad V (6) 

dt 

dhe meqë gjithmonë rotori i gradientit të ndonjë funksioni skalar 
është identikisht i barabartë me zero, do të kemi: 

rot E =■-" rotA-~~ — - B ~~~ B, (7) 

m dt ' 

dhe paraqet ekuacionin II të Maksuelit. 

Për përfitimin e ekuacionit të katërt të sistemit (XIV.3.6) mjafton. 
të kërkojmë divergjencën e (4). Pra do të fitojmë: 


div B = div rot A = 0 (8) 

sepse gjithashtu, gjithmonë, divergjenca e rotorit të ndonjë funksionx 
vektorial është identikisht e barabartë me zero. Shprehja (8) paraqet 
ekuacionin e kërkuar të Maksuelit. 

Për përfitimin e ekuacionit III të sistemit (XIV.3.6) kërkojmë va- 
riacionin e potencialit skalar, duke marrë në konsiderim se yariacioni 
i tij është i barabartë me zero jo vetëm në momentet t r dhe t z , por edhe 
në kufirin e hapësirës së fushës. Variacioni i potencialit skalar V nga 


funksioni i Langranzhit (5) është: 


5yL = 

= / [e ( A + grad V) 5 grad V — p5V] d% 

m 

dhe meqë 5 grad V - 

= grad oV, do të kemi: 



b v L / [ - zE grad bV - p8V] dx 

(10) 


Për përfitimin e (10 e kemi zevendësuar (3) në (0). Këtë shprëhje du L 
het ta transferojmë sipas: 


E grad 5V.~ div (oV * E) — SF div E 
dhe (10) shndërrohet në: 

b v L= / [ - tdiv (8V • E) + 5V (s divE- p)] dz (111 

Integralin e parë do ta shndërrojmë në sipërfaqësor, duke pasur para- 
sysh se variacioni në kufirin e vëllimit është zero: 

/ div (8V • E) dx = f W • E dS = 0 sepse W - 0 
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Nga shprebja (11) fitojmë: 

— * 

h v L — f (e div E — p) 5F dx ( 12 ) 

ndërsa nga parimi i Hamiltonit (2) : 

t2 t 2 

SV$Ldt = j SvLdt^O 
t 2 U 

ose 

ta 

JJ (s div E ~ p) bV dx dt = 0 (13) 

t i 

Që ky integral të jetë i barabartë me zero për çfarëdo variacioni 5F, 
shprehja në kllapë duhet të jetë e barabartë me zero. Prandaj, nga: 

e div E — p = 0 

fitojmë: 


div E — (14) 

e 

ekuacionin XII të sistemit (XIV ,3 . 6 ), gjë që ishte edhe qellimi ynë. Për 
përfitimin e ekuacionit të parë të sistemit (XIV. 3 . 6 ) kërkojmë variacio- 
nin e potencialit vektorial nga funksioni i Xagranzhit ( 5 ). Do të fi- 
tojmë: 


d T L,- 


/fe(iA 

v dt 


dA + grad v) 5 •— 
/ dt 


rot A • 5 rot A + 


+ j dx 


(15) 


I paraqesim vektorët E dhe B dhe pasi të ndërrojmë rendin e veprime- 
ve të operatorëve do të kemi: 


s 7L-/ 


p, — ■> T? — ► — * — » 

s E 5 £ — — „ rot 5 A~~ A 


dt 


dx 




/Sikurse më parë shfrytëzojmë: 


E-~- 5A= ~ Te ■ 5A) -5A~- 
dt Qt 

Brot5A=- div C B X S4) + 8 A -. rotB 
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dhe fitojmë: 


5 7^ 


div (B x 5 A) ~ e — • (B • 5 ,4) + 
dt 


/M-« 

l U- 

— , 

+ ( - rotB + z ----- + j \s A 
\ ti dt / 


dx 


(15) 


Edhe në këtë rast integralin e parë e transferojmë në integral sipër- 
faqësor, nëpër kufij të hapësirës së shqyrtuar, duke pasur parasysh. 

se në këtë kufi 5 A = 0. Pra: 

/ div (B x 8A) dx - / (B x 5 A) dS = 0 
dhe në (16) ngel: 


5 t B-J 


a (i-5A)+ (-irotB + s ~^+7) 5? 


ai 


9- 




dx (17> 


Nga parimi i Hamiltonit (2) kemi: 


ose 

h 


d 

dt 


5t J j' 5? Ldf-0 


(B ■ 5 A) + ( - — rot B + e + j } 5 A 

\ ti 


dt 


7 ) 


dxdt^O (18> 


Në integralin e parë mund të ndërrojmë rendin e veprimeve, duke dij- 
tur se në momentet dhe U; 5 A = 0: 


ii 


— (i • 5 A) dx dt = / (E * 5 A) | dx = 0 
3 £ '■ 


Sprehja (18) do të ketë formën: 


f s f / - - 1 - rot B + s + 7 1 5 A • dx dt « 0 
J J 1 ix a£ 9 


(19) s 


Që ky integral të jetë gjithmonë i harahartë me zero për çfarëdo varia- 

cioni 5 A, shprehja nën integral duhet të jetë e harahartë me zero. Fi~ 
tojmë: 

1 — ■* CS 7 p — ► 

- - l - rotB + e ■■- +j = 0 
(i 3 1 
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■ose ^ i(jlffi 

rotH = j + D = oE + sE • 

që paraqet ekuacionin e parë të sistemit (XIV.3.6), çka është dashur 
ta vërtetojmë. 

Shohim se ekuacionet e Maksuelit mund të përfitohen nga parimi 
i Hamiitonit, nëse funksioni i Langranzhit për fushë elektromagnetike 
është i përcaktuar me shprehjen ( 1 ). 



a) Ekuacioni i valës 

Në ndonjë izolator homogjen dhe izotrop përçueshmëria specifike 
o = 0. Do të shqyrtojmë fushën elektromagnetike në pjesë të hapësirës, 
e cila është larg nga burimet e fushës. Në këtë pjesë të hapësirës nuk 
ka elektricitet të shpërndarë, prandaj vlen p - 0. 

Duke i shfrytëzuar këto të dhëna për izolator, sistemi i ekuacione- 
ve të Maksuelit shprehet në formën: 

— » — > 


rot H - 

= ‘ 

(1) 

rot E = 


(2) 

div E = 

= 0 

(3) 

H = 

- 0 , 



Ky është sistem i ekuacioneve diferenciale për dy vektorë të panjohur, 

vektorët E dhe H. Nëse dëshxrojmë të përcaktojmë njërin prej tyre, 
atëherë nga sistemi duhet të eliminohet tjetri. Do ta eliminojmë vek- 

torin H. Për këtë arsye, ekuacionin (1) e derivojmë sipas kohës: 

— * — » 

rot H ~ e E 

kurse nga (2) rrjedh: 

H=- — rotE 
■ I* 

E zëvendësojmë në ekuacionin e mëparshëm: 

— J- rotrot E ■.= bE 
tx 

E zbëithejmë rotorin e dyfishtë: 
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— grad div E + A E = e 

Nga ekuacioni (3) anëtari i parë është zero, prandaj fitojmë: 

A E = — - E (4) 

Ky është ekuacioni diferencial për fushë elektrike. Në mënyrë të ngja- 
shme fitojmë ekuaeionin diferencial për fushë magnetike: 

Afl= — H 
v 2 

Për të dy fushat kemi fituar ekuacionin diferencial të valëve, prandaj 
mund të përfundojmë se fusha elektromagnetike nderi’on sipas ligjeve 
të cilat vlejnë për ndërrimet valore. Themi se në hanësirë të shqyrtuar 
kemi valë elektromagnetike. Konstantja v ka kuptim të shpejtësisë së 
fazës së përhapjes së valëve. 

Meqë: 


kjo shpejtësi varet prej vetive elektrike dhe magnetike të mjedisxt në- 
për të cilin përhapen valët. Supozojmë në veçanti se valët përhapen 
në boshllëk. Atëherë shpejtësia e fazës së tyre është: 


c = 



( 6 ) 


Do ta njehsojmë vlerën e saj numerike nga konstantet e njohura theme- 
lore. E dimë se është: 


dhe 




1 

4tcs w 


prandaj: 


ose 


dhe përfxmdimisht: 




4tc 


SoJJlo 


L. 


= J^L = M - * 

k 9 • 10” 

_ 9 . 10 io V m A m 
As V s 
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c = 3 • I0 a — (7) 

s 

fitojmë shpejtësinë e përhapjes së dritës në boshllëk. Përfundojmë se 
valët elektromagnetike përhapen me shpejtësi të dritës. 

Duke u bazuar në këtë te dhënë, Maksueli paraqiti teorinë e'vet 
të dritës. Sipas tij drita është valë elektromagnetike, gjatësitë valore 
të së cilës gjenden në mes të 400 dhe 800 nm. Valët me gjatësi të tjera 
valore për syrin tonë janë të papashme. 


b) Valët e rrafshta 

Ekuacionin (4) të valës do ta zgjidhim për valë të rrafshta, për va- 
lë të cilat përhapen në nje kahje. Këtë njëkohësisht e marrim për bosht 
të apshisës së sistemit të koordinatave kënddrejta. Për këtë rast vekto- 
ri elektrik varet vetëm prej një ndryshoreje, ndërsa laplasiani reduko- 
het në derivat të dyt. Pra, për këto valë ekuacioni (4) do të ketë for- 
mën: 


djt _ JL $JL « o 

3,x 2 v 2 dtf 

Operatorin në anën e majtë mund ta zbërthejmë në formën: 


(8) 


(J- ± i J-\ (M. x _L M) = o 

\ dx v dt / \ dx v dt / 
Prandaj, ekuacioni (8) do të kënaqet, nëse: 


<UL + JL lA = o 

dx v 3 1 


(9) 


Ky është ekuacion diferencial parcial. Sipas rregullave matematike për 
zgjidhjen e tij, duhet paraqitur sistem ekuivalent të ekuacioneve të za- 
konshme diferencxale të cilin e fitojmë ashtu që diferencialin e ndry- 
shores e pjesëtojmë me koeficientin e derivatit parcial të ekuacionit 
(9) sipas asaj ndryshoreje. Në rastin tonë do të jetë: 


dx dt 



v 


ose 


E integrojmë: 


dx — + v dt 


x±vt~ C 


39 T-TvHo r»fi ftatlrit fnnrifro 
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Zgjidhjet partikulare janë funksione arbitrare të kombinimeve të ndry- 
shores, prandaj zgjidhja e përgjithshme do të jetë: 

E = a f(x — vt) + b g(x 4- vt) (10) 

Anëtari i parë shpreh vaiën e cila përhapet në kahje pozitive të boshtit 
x, ndërsa i dyfci valën e cila përhapet në kahje negative të tij. 

Në rast se mik është e mundur fcë vendoset boshti x në kahje fcë 
përhapjes së valëve, shprehjes për valë të rrafshtë duhefc dhënë formë 
të përgjithshme. Atëherë kahja e valës përcaktohefc me vektorin uni- 

tar n 0 . Në kahje të tij e vendosim boshtin ç të një sistemi ndihmës. Në 
këtë sistem fusha elektrike përcaktohet me (10) që në këte rast e ka 
formën: 


E = aftÇ~vt) + bgi£ + vt) 

Ka ngelur të përcakfcohet lidhja në mes të sistemeve të koordinateve. 
Meqë vlen sikurse në mekanikë: 

ç = r ■ n 0 

dhe vektori i fushës së kësaj vale do të jetë: 

E = af(r • n Q - vt) + b gr(r • n 0 + vt) (11) 


c) Transverzaliteti i valëve 
Sipas ekuacionit të trefcë: 

div E — 0 

(11) do të jefcë: 

div (a / + b g) = 0 

Meqë a dhe b janë konstante, do të kemi: 

— * — 

a grad f + b grad g — 0 

Pasi vlen: 

gradf(rn 0 ~~ vt) - f' grad ( rn 0 ) — f' n Q (12) 

fitojmë: 

(af' + bg')n 0 = 0 (13) 

Përfundojmë se rrafshi në të cilin qëndrojnë vekfcorët a dhe b ëshfcë 
normal ndaj n 0 , ndaj kahjes së përhapjes së valëve. Me fjalë të tjera 
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vektori elektrik qëndron normal me kahjen e përhapjes së valëve. Në 
mënyrë të ngjashme mund të vërtetohet se edhe vektori magnetik qënd- 
ron në rrafsh normal ndaj kahjes së përhapjes së valëve. Kjo tregon 
se valët elektromagnetike janë valë transverzale. 


d) Lidhja në mes të vektorit elektrik dhe magnetik në valë 

Të mendojmë valën e rrafshët e cila përhapet në kahjen pozitive 
të vektorit unitar n Q > Yektori elektrik i saj është: 

E = af(rn 0 — vt) (14) 

Që të përcaktojmë vektorin përkatës magnetik, shfrytëzojmë ekuacio- 
nin (2): 

rot E —— ^ H 

Kërkojmë rotorin e (14): 

rot E ~ rot («•/)“ grad /Xa 

sepse a = const Për gradient shfrytëzojmë shprehjen (12) dhe fitojmë: 

rotE — f' n 0 x a~ n 0 x af' 

Gjithashtu, kërkojmë derivatin kohor të (14): 


ose 



l -* 

af' =“ — E 
v 

prandaj vlen: 

rot E — n 0 x E 

v 

Nga ekuacioni (2) rrjedh: 

- |i H = ii 0 x E 

V 

E integrojmë sipas kohës: 

— * i — » 

H — — n Q x e 
v\i 


(15) 


32' 
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Meqë vlen: 


v — 


1 _ 

V ep. 


përfundimisht fitojmë: 



( 16 ) 


Kjo është lidhja >në mes të vektorit elektrik ,dhe magnetit në valë elek- 
tromagnetike. Shohim se fusha magnetike qëndron normal ndaj kahjes 
së përhapjes së valës dhe kahjes së vektorit elektrik. Fra, vektori elek- 
trik, vektori magnetik dhe kahja e përhapjes së valëve qëndrojnë nor- 
mal në mes vete. Këta vektorë në mes veti mbyllin kënde të drejta. 

Intensiteti i vektorit magnetik ndryshon për j/- £ - nga intehsiteti 

V P 


i vektorit elektrik, Prandaj, do të kemi: 


Duke i ngritur në katror: 



— ze z = l ~ ti n z 

2 2 


(17) 


kuptojmë se në valë elektromagnetike në izolatorë dendësitë e energji- 
ve elektrike dhe magnetike janë të barabarta. 


e) Vektori i Fointingut 

Do të përcaktojmë vektorin e Pointingut për valë elektromagnetike. 
E dimë se sipas përkufizimit të tij është: 

N = E'XH 


Zëvendësojmë vlerën e (16): 

N = 


Y± E x (n Q x E) 


E zhvillojmë këtë prodhim të dyfishtë vektorial: 

N= [n 0 E*-E(n 0 -E)l 

r n 


Nga transverzaliteti i valëve n Q • E — 0 dhe fitojmë: 

N = 


JL E 2 • n ( 


(18) 
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Pra, energjia rrymon në kahje fcë përhapjes së valëve, ndërsa dendësia 
e këtij rrymimi është: 

proporeionale me katrorin e intensitetin e fushës elektrike. Është e 
qartë se nga (17) kjo është proporcionale edhe me katrorin e fushës 
magnetike. 


Zgjidhja (11) e ekuacionit të valës shpreh valën e rrafshët, valën, 
burimi i së cilës gjendet shumë larg nga vendi i shqyrfcimxt. Ndonjëherë 
është e nevojshme të kemi zgjidhjen e (4) për valë, burimi i së cilave 
është i koncentruar në pjesë shumë të vogël të hapësirës, teorikisht në 
një pikë. Valët e këtilla nga burimi piksor përhapen në të gjitha kahjet 
dhe në mjedise homogjene për kohë të caktuar formojnë sferën e për- 
shkruar rreth burimit. I quajmë valë sferike, sepse sipërfaqja e fazave 
të njëjta është sferike. 

Për këto valë laplasiani i ekuacionit (4), duke supozuar se fusha 
varefc vetëm prej largësisë r nga burimi, do të ketë formen: 

— > 1 02 — *■ 

( V E) 

r dr 3 

ndërsa ekuacioni i valës: 


dr 2 


irE) 


JL i>! 

v l dt 2 


(r E) 


Ky ekuacion ndryshon nga (10), nga se në vend fcë ndryshores x, këtu 


paraqifcet ndryshorja r dhe në vend të panjohurës E qëndron prodhi- 


mi r • E. Prandaj, zgjidhja e (10 me këto ndryshime të simboleve do 
fcë ketë formën: 


r E = af(r ~ vt) + b g(r + vt) 

Nëse kemi të bëjmë vetëm me valë e cila del nga burimi për konsfcante 
b, duhet marrë vlerën zero dhe mbetet: 

E=- q -fir-vt) (19) 

r 

Kjo është shprehja për valën elekfcrike sferike. Shohim se në këto valë 
arnplituda është proporcionale e zhdrejtë me largësinë nga burimi. Kjo 
është e arsyeshme, sepse vala sferike me zmadhimin e largësisë nga 
burimi e bartë energjinë në pjesë më të mëdha të hapësirës. Meqë vek- 
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tori i Pointingut është proporcionai me E'\ dendësia e rrymimit të 
energjisë në këtë valë është proporcionalë e zhdrejtë me katrorin e 
largësisë nga burimi. 

Në fund të cekim se për burime të valëve në formë të vijës së 
drejtë siprfaqja e fazave të njëjta në kohë të caktuar paraqet mbështje- 
llës të cilndrit. Amplituda e tyre është proporcionale e zhdrejtë me 
rrënjën katrore të largësisë. Si burime të këtilla mund të merren çarjet 
e holla dhe mjaft të gjata, 

g) Valët harmonike elektromagnetlke 

Në shprehjen (11) për valë të rrafshta paraqiten dy funksione ar- 
bitrare / dhe g. Karakteri i këtyre funksioneve varefc prej burimit të 
valëve. Supozojmë se burimi i valëve ndërron me kohën si funksion 
harmonik. Për këtë rast në shprehje për valë paraqiten funksionet har- 
monike. 

Le të përhapet vala në kahje të vektorit unitar n 0 , Atëherë b = 0 
dhe fitojmë: 

E — a f(r n 0 — vt) 

Për funksion / duhet të merret funksioni kosinus, argumenti i së cilit 
duhet të shumëzohet me ndonjë faktor konstant k. Pra, 

~~ > — > — 

f(r n 0 — vt) = cos k(r n Q — vt) 

ose 


E~ a cos k(rn 0 

— * — * . 

™ vt) = a cos ( rkn 0 — kvt) 


dhe me zëvendësimet: 

1 

ll 



oj — kv 

(20 

fitojmë: 



E = 

a cos (kr — o ot) 

(21) 


E njëjta shprehje mund të zbatohet edhe për valë sferike, vetëm se 


për këto n 0 e ka kahjen e r dhe r n Q = r. Fitojmë: 

E~ — cos (kr~(at) (22) 

r 

Vektorët përkatës magnetikë fitohen nga (16). 

Në mënyrë të ngjashme sikurse në mekanikë shohim se këto valë 
tregojnë periodioitet kohor dhe hapësinor, prandaj teorinë e për- 
shkruar atje nuk do ta përsërisim edhe një herë. 
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h) Polarizimi i valëve harmonike 


Nëse në kahje të përhapjes së valëve e vendosim boshtin x të sis- 
temit koordinat, atëherë vektori elektrik duhet të qëndrojë ne rrafshin 
yz. Do ta zbërthejmë vektorin e fushës në dy komponente: 


Ey = acos (fc r — co t) 

(23) 

E z —b eos (fc r — — 5) 


Këtu është marrë rasti i përgjithshëm, kur komponentet nuk kanë am- 
plituda të njëjta dhe lëkunden me një ndryshim faze 5. 33 eliminojmë 
nga (23) kohën t. Nga ekuaeioni i parë kemi: 

cos( k r — cof ) = — 
a 


dhe 


sin (fc r ~ cof) = i — Fjl 


Ekuacioni 1 dytë shprehet në formën: 

— = cos (fc r — tof) coso + sin (kr— cof) sin5 
b 


ose 


Ez 

b 


cosS = "]/" i — sino 
a y 


E ngrisim në katror: 


Rju + Ejl cos 2 o - 2 — E- cos§ = sin 2 5 
b 2 a 2 a b 


jg*2 

— -- sin 2 o 
a 2 


dhe përfundimisht fitojmë: 

JSl + EE 

a 2 b z 


Ey E z ^ ^ 

— — coso = sm 2 o 
a b 


(24) 


Shohim se vektori elektrik ndërron ashtu që mbarimi i tij pershkruan 
lakoren (24) e kjo është elipsa. Themi se vala është polarizuar në më- 
nyrë eliptike. 

Nëse në mes të komponenteve nuk ka ndryshim faze 5 = 0 ose ky 
ndryshim është i barabartë me n, atëherë (24) redukohet në: 



+ 



0 


a 


(25) 
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Në mënyrë të ngjashme sikurse në (Ill.d) mund të fifcohet jo vefcëm 
polarizimi linear (25), por edhe elipfcik me përpufchje fcë boshteve të 
elipsës me boshte te sisfcemifc koordinat: 


£ + « x 
a 2 b 2 


(26) 


apo rrefchor për a ~ b: 

E 2 y ±E 2 z — a* (27) 

2 

Shprehja (26) fitohet nga (24) për S = — , ndërsa (27) fifcohefc nga 

7t 

(26). 


2. VALST 'SLEKTROMAGNETIKE NË FËEGJELLËS 
a) Ekuacioni diferenciai 

Ekuacionet e Maksuelit për mjedise të cilat e përcjellin rrymën e 
kanë formën: 


rot H = a E + e E 

(1) 

rot E—— (,i H 

(2) 

div E — 0 


div E ~ 0 

(3) 


Edhe në këtë rasfc e përcakfcojmë fushën në pjese te hapësirës ku nuk 
ka elektricifcet fcë shpërndarë, prandaj e kemi marrë p = 0. 

Që të eliminojmë vektorin H, do të derivojmë ekuacionin ( 1 ) sipas 
kohës dhe e shumëzojmë me (Jt. Fitojmë: 

rot [ji H = ag E + sjr E 
E zëvendësojmë ekuacionin (2): 

— rot rot E = ag E -fc ejJt E 
ose 

~ grad div E + A E ~ a\i E + sjr E 

Nga ekuacioni (3) anëtari i parë është i barabartë me zero dhe ngel 
ekuacioni diferencial: 
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A E = crjx E ■+■ e{x JE (4) 

Në mënyrë të ngjashme fitojmë për fushë magnetike: 

A H = oji H + sjjt H 

Këto ekuacione cliferenciale ndryshojnë nga ekuacioni i valës për anë- 
tarin i cili permhan derivatin e parë sipas kohës. Quhen ekuacione te- 
legrafike. 


b) Fusha elektrike 

Do të hulumtojmë a thua ekuacionin (4) e kënaq funksioni i valës 
së rrafshët. Do fcë supozojmë valën harmonike e ciia përhapet në kahje 
të hoshtit x dhe do ta shkruajmë ekuaoionin (XV. 1.21) në formë eks- 
poneciale: 

E — a e iikx " wt) ( 5 ) 

qe të zëvendësojmë në (4), do të njehsojmë së pari: 

-* d E 

A E=* — " =— k z E 
dx 2 


dhe 

E =— io> E 


Fasi të zëvendësojme dhe të thjeshtojmë me faktor eksponencial fi- 
tojmë: ■ 

k z = + oykjr 

ose 

fc=w y,n+i^ (6) 

Shohim se funksioni (5) e kënaq ekuacionin diferencial (4) vetëm nëse 
për numër të valës k merret shprehja komplekse (6). 

Sikurse çdo num.ër kompleks, edhe rrënjën në shprehjen (6) mund. 
ta paraqesim me ndihmën e pjesës reale dhe imagjinare. Shkruajmë: 

sa + i - aiX = + <.n + M 



(?) 
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Faktori 1 /c duhet të shkruhet në anën e djathtë, sepse shprehja në 
anën e majtë ka dimension të vlerës reciproke të shpejtësisë dhe kon* 
stantet e reja n, % të paraqitura në këtë mënyrë janë numra pa dimen- 
sione. 

Prandaj, shprehjen (6) mund ta shkruajmë në këtë mënyrë: 

— (n + M ( 8 ) 

c 


E zëvendësojmë (8) në (5): 


s= $ 0 < a> [<n + ‘ x) xje - »j 


ose 


E — a e “* wx xic e * x,c ° (9) 

Ndërsa pjesa reale e këtij funksioni është: 

E — a e ~ xlc cos to(nx/c — t) (10) 

Ky ështe funksion i valës së rrafshët. Amplituda e saj nuk është kon- 
stante, por, eksponencialisht zvogëlohet me gjatësinë e rrugës x. Pra, 
vala shuhet me thellësin e depërtimit në përcjeilës ashtu që në thellësi 
të mëdha vlera e amplitudës së saj bëhet mjaft e vogël. Themi se valët 
elektromagnetike thithen në përcjellës. Në këta, energjia e valës elektro- 
magnetike shnderrohet në nxehtësi. Intensiteti i thithjes varet prej 
faktorit %, i cili paraqet konstante specifike të materialit të përcjellësit 
dhe quhet faktor i thithjes. 

Madhësia n quhet indeks i thyerjes së mjedisit. Në të vërtetë 
d>n/c — k dhe, meqë k/to — l/v, fitojmë n~ c/v, që i përgjigjet përku- 
fizimit të indeksit të thyerjes së mjedisit. 


c) litihja në mes të konstaoteve optlke dhe elektromagnetike të 
mjedisit 

Deri tani vetitë karakteristike të mjedisit i kemi shprehur me ndih- 
mën e konstanteve elektromagnetike s, dhe a. Më parë në vend të 
tyre i paraqitëm konstantet materiale n dhe %, të cilafc zbatohen më 
tepër në optikë dhe i quajmë konstante optike. Do t’i shprehim kon~ 
stantet optike me ndihmën e konstanteve elektromagnetike. 

Fillojmë nga shprehja (7), të cilën e ngrisim në katror: 
n z + 2in% - % 2 = -f i c z 

I barazojmë pjesët reale dhe imagjinare të këtyre numrave kompleks. 
Do të ikemi: 



VALB ELEKTROMAGNETIKE 


507 


n 2 ~K 2 ~z\ic 2 

0{.l 

2n*= c 2 
co 

Kemi fituar sistem të ekuacioneve algje'brike. Për zgjidhjen e tyre du- 
het t’i ngrisim në katrorë dhe t’i mbiedhim: 


(n 2 H~ u 2 ) = ( z 2 \x 2 + 

‘ (j) 2 / 


ose 


n 1 + yJ* = c 2 |i 


*« + 4 

to 2 


(li) 


Me këtë ekuacion e marrim edhe një herë ekuacionin: 

n z — % z ~ sg-c 2 

Këto ekuacione një herë i mbledhim dhe një herë i zbresim. Fitojmër 


n = c 


% = c 


„i-L 

2 


u d 2 , 

£ + — r + £ 
0) 2 


(12) 


rj: 


or 


Këto janë shprehjet e kërkuara për lidhje të konstanteve optike dhe 
elektromagnetike . 

Për përcjellës të mirë s«a, prandaj e mund të mos përfillet. Do 
të fitojmë nga ekuacionet (12): 

YK 
y 2co 


cl) Vektori magnetik 

Për përcaktimin e vektorit magnetik në valë elektromagnetike në' 
përcjellës fillojmë nga ekuacioni II i Maksuelit: 

rotE=—\xH (13) 

dhe shfrytëzojmë (5) për fushë elektrike: 

i = ce« fcI " wt) (14) 


Kërkojmë rotorin e kësaj shprehje: 
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'Meqë 

grad e i<ik *—»<> = j e i<7c * ~ »*> grad z = 

=i fc e i<7c * - ®*> x 0 

Këto me e kemi shënuar vektorin unitar në kahje të përhapjes së 
valës> pra në kahje të boshtit x. Do të kemi: 




rot E = ekx a x a e i(/c a> ~ wt > 


ose 


roi E = ikx 0 x E 
'E derivojmë (14) sipas kohës: 


(14a) 


dhe do të kemi: 


•Shfrytëzojmë (13): 


E =— ico E 


rot E =— — x Q x e 
0) 


H =— - ar 0 x £ 

0) 


E integrojmë sipas kohës: 


= — x 0 x jE 


(15) 


Meqë k është numër kompleks> duhet ta eliminojmë nga kjo shprehje. 
Sipas (8) kemi: 

Jc_ n-M 

|JLtO CJJL 

dhe e shprehim në formën eksponenciale: 

n + m = pe^ (16) 

Pra> 

JL = ei? 

■■ ■ }XC0 cja 
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E zëvendësojmë në (15) dhe për E shkruajmë vlerën e tlj (9): 

H = - p - x 0 x a e ' W5t A ' /c e f [co 7 C " f) + (17 ) 

C|X 

Vlera e p mund të përcaktohet nga (16). Fitojmë: 

p = v^ 2 + 


kurse nga (11): 



Këtë vlerë e zëvendësojmë në (17) dhe marrim vetëm pjesën reale të ; 
saj. Fitojmë fushën magnetike në valë elektromagnetike në përcjellës.. 

— 1/ e 2 + e ' ww . /c cos [o)(nx/c - l) + 9] ( 18) 

|.Jt \ co 2 


H = z 0 x a 


Shohim se edhe te valët elektromagnetike në përcjellës vektori mag- 
netik qëndron normal ndaj kahjes së përhapjes së valëve dhe vektorit 
elektrik. Faktori i proporcionalitetit në mes të mtensitetit të vektorit 
elektrik dhe magnetik në përcjellës është: 



Edhe vektori magnetik thithet në përcjellës me të njëjtin faktor sikur- 
se vektori elektrik. 

Në mes të vektorit magnetik dhe vektorit elektrik në valë elektro- 
magnetike në përcjellës ekziston edhe një ndryshim faze s. Vektori 
elektrik në këto valë nuk lëkundet me të njëjtën fazë me të cilën lë- 
kundet vektori magnetik. Nuk është vështir ta përcaktojmë këtë ndry- 
shim. 

Nga shprehja (16) kemi: 


. * 

— 

n 

Nëse dëshirojmë që këtë ndryshim faze ta paraqesim me ndihmën e 
konstanteve elektromagnetike, atëherë duhet të kërkojmë këtë shpreh- 
je: 
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2x_ 

tg 2çp = ?SZSEI = = 

1 — ^ 2 cp __ JC 2 _ n 2 X 2 

1 n 2 

Më parë kemi fituar: 


dhe rrjedh: 


2nx= — c 2 
o> 


?2 2 — x 2 — :s^e 2 


tg 2<sp=— (19) 

S0) 

Kësisoji vala elektromagnetike në përcjellës ëshfcë plotësishfc e përcak- 
tuar. 


3. REEZATIMI ELEKTROMAGNETIK I BURIMIT OSHILEES 

TE LOKALIZUAR 


a) Potenciali vektorial 


Deri fcash i kemi shqyrtuar valët elektromagnetike pavarësisht prej 
burimit fcë tyre. Do të përqëndrojmë vëmendjen edhe për burime të 
valëve. 

Ta mendojmë elektricitetin dhe rrymat të shpërndara në vëllim re- 
lativisht fcë vogëi. Supozojmë se këfco gjatë kohës ndërrojnë ne mënyrë 
oshiluese dhe paraqesin burim fcë valëve. Pra, supozojmë se burimet e 
valëve janë oshiluese dhe të lokalizuara në vëllim fcë caktuar. 

Nëse supozojmë se këto burime ndërrojnë si funksione harmonike 
të kohës, atëherë mund të shkruajmë: 


p = 'p(r, t) = p(r) 


j = j(r, t) = j(r) 


(1) 


Brenda vëllimit në të cilën gjendet burimi i fushës e zgjedhim pi- 
kën 0 për origjinë të vektorit fcë pozitës. Këtë vëllim e ndajmë në ele- 
mente të vogla të tij dx' . Gjeometrinë e këtij problemi e tregon fig. 
103. Do të shqyrtojmë elementin e vëllimit dz' të përshkruar rreth pi- 

kës B. Vektorin e pozitës së kësaj pike nga origjina e shënojmë me r'. 
Fushën e hulumtojmë në pikën M, e cila është © përcakfcuar me vektorin 

e pozitës r. Largësinë e pikës M nga pika B e shënojmë me u. 
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Burimet e lushës emitojnë 
valë elektromagnetike që në pi- 
kën M i përcaktojnë potencialet 
e tyre. Kuptohet se kemi të hëj- 
më me potenoiale retarde. Shfry- 
tëzojmë shprehjen (XIV.11.16): 

A = k m “) dz’ (2) 

Ndërsa (1) e merr formën: 

7 ”)=7(r')e- i “(<-T) = 


— j(r')e itaU / V q -tot : 


► ► 

” j(r' t)B iku 



V 

E zëvendësojmë në shprehjen (2): 


Pig. 103 




f — T( r', 

J u 


t)e iku dz' 


Nga fig. 103 shohim se për pikën e larguar M vlen: 

u ~ BM » NM = r - ON 


(3) 


dhe, meqë OiV paraqet projeksionin e vektorit r' në kahje të r, do të 
kemi: 

ON^~r'~r 0 

y — > 

ku me r 0 e kemi shënuar vektorin unitar në kahje të r. 

Pra: 


U — r “ r' r 0 


kurse vlera reciproke e saj: 



Pasi r»r' r 0 , anëtarin e dytë mund të mos\e përfillim. Fitojmë: 

1 1 


u 


r 
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E zëvendësojmë në (3) vlerën për u dhe vlerën e saj reciproke: 

— » oik r — » _►_* 

A — k m / je~ ik r ' r o dx' 

r 

E zhvillojmë funksionin eksponencial nën integral në seri pambarim: 

oo 

e -*r' r o=: 2“^" (“ 2 /c) z (r'r o y 

i^o 

dhe fitojmë: 

co 

— 8 gikr i — > — ► — * — > 

A = k m — / — (~ikV fj (r', t) * (r'.r 0 Vdz'' (4) 

r l\ 

t—0 

Shohim se për potencial kemi fituar seri të pambarim, çka do te thotë 
se fusha përbëhet prej një numri të madh komponentesh, ndikimi i të 
cilave zvogëlohet me rritjen e numrit të anëtarëve në serh Prandaj gja- 
të njehsimit të fushës është e mjaftuar të kufizohemi vetëm në disa 
anëtarë të parë të serisë. 

Anëtari i parë për l = 0 shpreh potencialin vektorial: 

— > Qikr — > — > 

A 0 k in " / j (r' , t ) d/z (5) 

r 

Fusha të cilën e përshkruan ky anëtar quhet fushë e rrezatimit të di- 
polit elektrik. 

Anëtari tjetër i zhvillimit fitohet për l = 0 dhe e ka formën: 

— > oikr —* — > — ■► — » 

A t = Jc m — (~ ik) / j (r\ t) • (r' r 0 ) dx' 

r 

Shprehjen nën integral mund ta zbërthejmë në pjesën simetrike dhe 
antisimetrike në këtë mënyrë: 

j • (r' r Q ) = - [ j * (r' r 0 ) — r' (j r 0 )\ + — [ j ♦ (r' r 0 ) - r' (j r 0 )\ = 

2 2 

= - 1 - [j ♦ (r' r 0 ) + r' (jr Q )\ + — \r 0 x (j x r')] 

2 2 

Këtu anëtarin e dytë e kemi shprehur në formë të prodhimit vektorial. 
Fitojmë: 

=- i — / [r x(jxf)] c/t' - 
2 r 

x. — > ■ — > — •■> — * — > — *■ 

- i k m — f [j • (r' r Q ) + r' (j r 0 )] dx' 

2 r 


( 6 ) 
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Shohim se potenciali tvektorial i kësaj fushe përhëhet nga dy pjesë, 
Anëtari i parë paraqet rrezatimin e dipolit magnetik, ndërsa i dyti rre- 
zatimin e kuadrupolit elektrik. 

Në mënyrë të ngjashme mund të fitohen aiiëtarët e rrëzatimit të 
multipoleve të larta. Zakonisht, gjatë përcaktimit të fushës së valëve 
elektromagnetike mjafton të merren vetëm anëtarët e parë. Nëse mo- 
menti i dipolit elektrik i burimit të rrezatimit është i barahartë me ze- 
ro, atëherë merret në ikonsiderim anëtari i dytë, rrezatimi i dipolit 
magnetik dhe kuadrupolit elektrik. 


b) Vektorët e fushës 

Nëse potenciali vektorial i komponenteve të rrezatimit është i njo- 
hur, atëherë me ndihmën e tij mund të gjejmë vektorët e fushës. Shpre- 
hjet (5) dhe (6) për dy komponentet e para tregojnë se pozita e pikës 
M varet vetëm prej faktorit: 

e ikr 

r 

Paktorët tjerë i shënojmë me F dhe për potencial vektorial fitojmë: 

— * aikr 

A = — — • F 
r 

Vektorin e induksionit magnetik e gjejmë nga shprehja: 

— p)kr — + / 1 \ —>■ 

B — rot A = grad XF= (-- - — | e ik 'r„XF = 

r \r r 2 / 

= ik (l — \ r,x?- e ik ’ 

\ ikr / r 

dhe përfundimisht fitojmë: 

B^ik (l- — I r 0 x A (7) 

\ ikrf 

Kjo shprehje përbëhet prej dy anëtarëve. Për pikat të cilat janë afër 
burimit të fushës r është i vogël dhe njëshin mund të mos e përfillim 
në krahasim me 1/r. Për këto pika shprehja do të ketë formën: 

B =— ^-7 0 XA (8) 

r 

Kjo hapësirë për rreth burimit të fushës quhet zonë e afersisë. Mundë- 
sia tjetër e specializimit të shprehjes (7) paraqitet për r mjaft të madh. 
Atëherë mund të mos përfillet 1/r dhe do të kemi: 

B = ik r a x a (9) 


33 Hvrta në fteikë i.enrikc 
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Hapësira e shfrytëzimit të kësaj shprehje quhet zonë valore. Meqë za- 
konisht kërkojmë fushën në largësi të mëdha, kjo shprehje është mjaft 
e rëndësishme. 

Për përcaktimin e fushës elektrike në zonë valore fillojmë nga eku- 
acioni i Maksuelit për izolator: 

rotH = sE 


e shumezojmë me [x: 

— p, — > -t — > 

rot B - s\x E = — E 
V* 

Supozojmë se vekfcori elektrik varet nga koha si funksion harmonik 
oshilues: 

E = Eo 

prej nga: 

•— > . — * 

E =— iw E 

dhe fitojmë: 

. w 7 ; . k r 

rot B =— 1 — E =— % — E 
V z V 

ose 

E = i — rot B (10) 

k 


E zëvendësojmë në (9): 

E =— v rot ( r a x A) =~~ v r 0 .x rotA 
Shfrytëzojmë shprehjen (XV.2.14a): 

rot A = ikr 0 x A 


dhe për vektor eiektrik fitojmë: 

E =— ikv r 0 x ( r 0 x A) 


(11) 


c) Energ jia e rrezatimit sië zonën valore 

Energjinë e rrezatimit e përcaktojme nga vektori i Pointingut: 
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Në zonën valore vektorët e fushës janë të përeaktuar me shprehjet (9) 
dhe (11). I zëvendësojmë vlerat e tyre në shprehje për vektor të Poin- 
tingut: 


k 2 v 

ë 


[■ r a x ( r 0 XA)} x [r 9 xi] 


Vektorët në kllapa të mesme janë ortogonalë, prandaj ihtensitetx i pro- 
dhimit vektorial është i barabartë me prodhimin e intensiteteve të tyre. 
Për intensitet të vektorit të Pointingut fitojmë: 


jr , 2 — * ♦ 

N ~ — ■ \r 0 x (r 0 x A) I |r 0 x a| 
ë 

Në faktorin e parë gjendet prodhimi i dy vektorëve ortogonalë, pran- 
daj vlen: 


\r a x (7 0 x A)j =i\r 0 XA\ 

Duke u bazuar në këtë rezultat, për intensitet të vektorit të Pointingut 
fitojmë: 

1 A't', 

N = i r 0 x A | 2 (12) 

[J' 

dhe paraqet dendësinë e rrezatimit në zonën valore. 


4. RREZATIMI I DIPOLIT ELEKTRIK 


a) Potenciali vektorial 

Për potencial të rrezatimit të dipolit elektrik shfrytëzojrnë shpreh- 
jen (XV.3.5): 

— » g.t/cr — * 

A = : f j dx' ( 1 ) 

r 

E transformojmë këtë integral në formë më të përshtatshme. E dimë 
nga analiza vektoriale se vlen formula: 


(7 V ) r' = j 

prandaj : 

fjdx' = / (7v) r dx' 

E kryejme inte'grimin parcial në anën e djathtë: 

/ j dT' =“• / r' (Vj) dx' 

Nga ekuacioni i kontinuitetit dhe (XV .3.1) do të kemi: 


divj 


p = ittp 


V j = div j 
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Brandaj: 

/ jd'z' = - ioy / r' pdx' 

Prodhlm r'p d'z' paraqet momentin dipolar të elektricitetit, i cili gjen- 
det në elementin e vëllimit dx' . Pasi ta integrojmë nëpër tërë vëllimin 
e: lokalizuar të burimit të fushës fitojmë momentin e tërë elektricitetit 
të tij. 

Prandaj shkruajmë: 

/ r'p dz' = p (2) 

kurse integrali do të jetë: 

♦ ^ 

/ j dx' =— io)p 

Shprehjen e fundit e zëvendësojmë në (1): 

-**♦ • — gifcf 

A =— ik m kv p (3) 

r 

ku: co = kv 

Duhet theksuar se edhe momenti dipolar është funksion harmonik i 
kohës si rezultat i ndërrimit harmonik të dendësisë së elektricitetit p. 
Mund të shkruajmë: 

; : • — ♦ ; 

p^p 0 e~ itat ( 4 ) 

i, w “> 

ku me p 0 e kemi shënuar amplitudën e momentit dipolar. 
h) Zona e afërt e rrezatimit 

Në hapësirë afër burimit të rrezatimit për induksion magnetik vlen 
shprehja (XV.3.8): 

B = ~7 0 XA 

r 

Për potencial vektorial shfrytëzojmë shprehjen (3): 

B = ik m — e ikr ~r 0 x p 
■ **•- 

Meqë në këtë hapësirë r është i vogël, për funksion eksponencial mund 
të marrim përafërsisht vlerën një. Nëse vektorin unitar e shkruajmë 

> * • s 

në formën r Q = r/r, do të fitojmë: 

— * i —* ~ 

B^ik m kv rXp (5) 

. , r 
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Faktin se për vektor të indnksionit magnetik kemi fituar vlerë imagji- 
nare, mund ta shpjegojmë kësisoji: Shprehja (5) është rezultat i njeh- 
simit me funksione komplekse, sepse sipas (4) hë te f iguron faktori 
e ~mt f prandaj B përmban f aktorin kompleks i Nga ky funksion 
kompieks duhet të marrim vetëm pjesën e tij reale që është sincot 
Vektorin elektrik e njehsojmë sipas (XV.3.10): 


E 


k m v 2 rot 


(r x p) 


k m v 2 


x drxp) 


r 3 


rot (r x p) -f grad — x 


E dimë se vlen: 


£|X , 4 tC£. .JJt 

prej nga fitojmë vlerën e prodhimit: 

k m v 2 kct 


1 4rc __ k e i 
k m 


( 6 ) 


Kemi treguar në (XIII.5) për potencial vektorial të fushës konstante %: 

rot (r x p) =- 2 p 

dhe 




— , — , 


Për vektor elektrik fitojmë: 

— > 

E = k d 

E zhërthejmë këtë prodhim të dyfishtë vektorial: 
£ ^ kei JL f 3r(rp) __ 3 p r z 


2P + If x (r x p) 


+ 2 p 


ose 


E — /C e ; 


3 r (r p) 



( 7 ) 


Kështu e kemi fituar shprehjen për fushë të dipolit elektrik. Prandaj 
mund të përfundojmë se fusha në zonë të afërt të hurimit të lokalizuar 
në vëllim relativisht të vogël është identike me fushën e dipolit elek- 
trik. Prandaj, është e qartë pse ky rrezatim quhet rrezatim i dipolit 
elektrik. 
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c) Zona e valës 

Vektorët e fushës për zonë të valës i gjejmë duke zëvendësuar po- 
tencialin (3) në shprehjet (XV.3.9 dhe 11). Fitojmë për indukcionin 
magnetik: 

B = fc,„ — e ik ' r„xp (8) 

r 

Meqë në shprehjen (4) për moment dipolar gjendet faktori e~ i(3>t sho- 
him se në (8) përmbahet faktori: 

r 

i cili është karakteristik për valë sferike. Pra, në zonën e valës fusha 
ndërron sipas rregullave të ndërrimit të valëve sferike dhe për këte 
arsye kjo pjesë e hapësirës quhet zonë e valës. 

Shprehja (8) tregon se vek- 
tori i induksionit magnetik qënd- 
ron normal ndaj rrafshit të cilin 
e përcaktojnë kahja e perhapjes 

së valëve r 0 dhe kahja e lëkund- 

jes së dipolit elektrik p. 

Për fushë elektrike fitojmë: 

E -- k el A* — r 0 X ( 7 0 X P) (9) 
r 

për k m v 3 — ket 

Kjo shprehje tregon se vektori 
elektrik qëndron në rrafshin të 

cilin e përcaktojnë r Q dhe p dhe 
në këtë rrafsh është normal ndaj 

r Q> ndaj kahjes së përhapjes së 
valëve. Në figurën 104 është pa- 
raqitur pika M në të cilën e për- 
caktojmë fushën në sipërfaqe të 
sferës. Boshtin polar e vendosim në kahje të lëkundjes së momentit 

të dipolit p. Meqë vektori B është x përcaktuar me prodhimin vekto- 

rial r 0 x p, rrjedh se ky duhet të jetë tangjencial në paralelen e sferës 
nëpër pikëM. Vektori i fushës elektrdke sipas (9) ka kahje të tangjentes 
në meridian të sferës. Parashenja minus tregon orientimn kah poli i saj. 

Prandaj, vala të ciiën e emxton dipoli elektrik eshtë e polarizuar 
në mënyrë lineare ashtu që vektori elektrik i saj lëkundet në rrafshin 
të cilin e përcaktojnë kahja e përhapjes dhe kahja e dipolit. 
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d) Energjia e rrezatimit 

Për intensitet të vektorit të Pointingut kemi gjetur shprehjen 
(XV .3, 12): 

n=^ v - \7„x7\‘ 

p- 

E zevendësojmë vlerën e A nga shprehja (3): 

VU.3 — > 

N= k\ — I r„xp|* 
jxr 2 

Xntensiteti i prodhimit vektorial është: 

— ¥ ^ 

i r 0 X p j — p sinO' 

Prandaj kemi: 

N — Jc 2 m p 2 sin 2 9* (10) 

P-r 2 

Shohim se dendësia e rrymimit të energjisë së rrezatimit varet prej 
këndit -9’. Kjo është më e madhe në kahje normale të lëkundjes së di- 
polit. Për kënde më të vogla kjo zvogëlohet me katrorin e sinusit të 
këtij këndi. Në kahje të lëkundjes së dipolit nuk ka fare rrezatim. 

Lehtë mund të njehsohet energjia totale e rrezatimit. Këtë e fitoj- 
më duke integruar nëpër sipërfaqe të sferës me rreze arhitrare r. Pra, 

W = / N dS 

Elementi i sipërfaqes është: 

dS = r 2 dQ = 2t zr 2 sin9* 

Do të kemi: 

* 

W = 7c 2 m 2t zp 2 j sin 3 9' 

{X 

Vlera e këtij integrali është 4/3. 

E dimë se 

2k_ _ _1_ __1_ 

p. 2 7c m 

dhe fitojmë: 

W = — k, m k'v 3 p 1 - (11) 

3 

Kjo është vlera momentale e energjisë totale të rrezatimit, sepse mo- 
menti dipolar p ndërron gjatë kohës në mënyrë harmonike. Do të për- 
caktojmë vlerën e kësaj energjie për kohën e një periode. Pasi vlen: 
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P% = C0S JÇ ^ sb _L p? 

2 

do të kemi: 

W- — k„, k A v*p% (12) 

3 

Kjo është vlera mesatare e rrezatimit të energjisë se dipolit elektrik. 


5. KREZATIMI I DIPOLIT MAGNETIK DHE KUADKDPOLIT 

ELEKTRIK 

a) Rrezatimi i dipolit magneiik 

Do të përqëndrojmë vëmendjen në anëtarin tjetër të (XV.3.4). Ky 
fitohet për 1 = 1. Kemi treguar se ky anëtar mund të zbërthehet në dy 
pjesë dhe fttohet shprehja (XV.3.6), e cila e ka formën: 

Ai = A k + A d =- i k nl — — f U • (r' r Q ) + r' (r 0 j)Jdx' - 

2 r 

pikr — ► —+ — > 

- — i k m — — - /tr a x (jxr'^dx' (i) 

,, r • 2 r 

Së pari do të shqyrtojmë anëtarin e dytë. Në te gjendet vektori unitar 

r 0 1 orientuar kah pika në të cilën e kërkojmë fushën. Ky nuk varet 
prej elementit të vëllimit të integrimit, prandaj mund ta shkruajmë për- 
para integralit: 

A d — i k m k r a x f r' x j dx'^j 

Pasi të kryejmë integrimin, si rezultat fitojmë një vektor. Do ta shë- 
nojmë me m: 

m= — ~ / r' x j dx' (2) 

2 

dhe për potencial vektorial fitojmë shprehjen: 

— ^ gikr — * — > 

A d i k m k r 0 x ttl (3) 

r 

Nga kjo shprehje do Vi përcaktojmë vektorët e fushës. Nga (XV .3.9) 
e përcaktojmë induksionin magnetik: 

— ► gi’A.r —* ■ ■ — ► • ■ •■ — > 

■ B=-k m k 2 • — r a x (r 0 Xm) (4) 
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Ndërsa nga (XV,3.11) e përcaktojmë vektorln e fushës elektrike: 

pifer — * 

E - fc,„ x [r 0 x (r 0 x m)] 

r 

E paraqesim konstanten elektrike me ndihmën e formulës k m = k c t/v 2 
dhe i zhvillojmë prodhimet vektoriale. Shënojmë shkurtimasht: 

r 0 x m = M 

dhe do të kemi: 


r c x (T o xM)=7 0 (rl.M)-5=--M 


sepse r 0 qëndron normal ndaj M. Me ndihmën e kësaj shprehje do të 
gjejmë: 


E 


kel 


/c 2 e 


<ikr 


( r o x 771 ) 


(5) 


I krahasojmë shprehjet e fituara (4) dhe (5) me shprehjet përkatëse 
(XV.4.8) dhe (XV .4.9) të fituara për rrezatim të dipolit elektrik. Sho- 
him se shprehja (4) ndryshon nga shprehja (XV .4.9) vetëm për ma- 
dhësitë përkatëse elektrike dhe magnetike, ashtu që në (XV.4.9) që- 
ndrojnë madhësitë elektrike në vend ku në (4) qëndrojnë madhësitë 
magnetike. Prandaj është e arsyeshme që shprehjen (4) ta mendojmë 
si fushë të dipolit magnetik. Kjo është edhe arsyeja pse ky rrezatim 
quhet rrezatim i dipolit magnetik. Nëse e krahasojmë shprehjen 
(XV .4.8) me shprehjen (5), e diktojmë të njëjtën ngjashmëri, Madhë- 
sitë elektrike në (5) zëvendësohen në (XV .4,8) me madhcsitë përka- 
tëse magnetike. Por, megjithatë, diktohet një ndryshim thelbësor në 
mes të shprehjeve (XV .4.8) dhe (5). Në vend të faktorit v në shpreh- 
jen (XV.4.8), në shprehjen (5) qëndron faktori — l/v. Pra, vektori i 
fushës (5) është më i vogël se vektori përkatës i fushës (XV .4.8) për 
faktorin 1 /v 2 . Për këtë arsye këto dy rrezatime nuk gjenden në të njëj- 
tin përafrim. Pra, rrezatimi i dipolit magnetik gjindet në përafrim më 
të lartë se rrezatimi i dipolit elektrik, 

Nga ngjashmëria e cekur është e qartë se madhësia m, të cilën e 
kemi përkufizuar me shprehjen (2), ka kuptim të momentit të dipo- 
lit magnetik të burimit të lokalizuar të rrezatimit elektromagnetik. 

Lehtë mund të përcaktojmë energjinë e rrezatimit të dipolit mag- 
netik. Fillojmë nga shprehja (XV .3.12) në të cilën e zëvendësojmë 
shprehjen (3) për potencial vektorial të rrezatimit të dipolit magnetik. 
Fitojmë: 
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^ ^ 

Meqë r 0 qëndron normal ndaj vektorit (r„ x m ), atëherë intensiteti i 
prodhimit vektorial do të jetë i harahartë me prodhimin e intensitetit 

të vektorëve dhe, që r„ është vektor unitar, do të kemi: 


\r a x (r p x m \ = \ To x m \ =msinO 
ku është këndi në mes të vektorëve r a dhe m. Fitojmë: 


N~k* m 


k z v m 2 
\xr 2 


sin 2 d' 


( 6 ) 


Kjo shprehje ndryshon nga shprehja përkatëse (XV.4.10) të cilën e 
kemi fituar për rrezatxm të dipolit elektrik, për fafetorin l/v\ prandaj 
me <të njëjtën ngjashmëri mund të fitojmë energjxnë e rrezatimit të 
dipolit magnetik. Fitohet e njëjta shprehje sikurse (XV .4.12) me ndry- 
shim për faktorin e cekur. Pra, 


— k m k« v m 2 0 
3 


(7) 


Kësisoji i kemi përcaktuar shprehjet themelore për rrezatim të dipo- 
lit magnetik. 


b) Erezatimi i kuadrupolit elektrik 

Anëtari simetrik i shprehjes (1) paraqet potencialin vektorial: 

A k =-ik m — - fl(r' r 0 ) j + r'(r 0 j)]d'z' (8> 

2 r 

Edhe këfcu shfrytëzojmë formulën: 

j- (1 V)r' 

ndërsa integralin e shferuajmë në formën: 

f{(r' r 0 )(j V yr' +rlr 0 (J V)r]}dx' 

Këtë mund ta shferuajmë si veprim të operatorit (j V) në prodhim të 
dy vefctorëve: 


f(j V)fr'(r' r 0 )]dx' 

Pasi të kryejmë integrimin parcial, do të fitojmë: 
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Sipas ekuacionit të kontinuitetit: 

► — > 

div j — V j p ” mp 

ky integral do të ketë formën: 

- ico f r' ( r' r 0 )pdx' 

E zëvendësojmë në shprehjen (8) për potencial vektorial: 

— « pikr — > — > — * 

A k =~~ k m k z v fr' (r' r 0 )gdx' <9> 

r 

Do të shqyrtojmë atë se çfarë paraqet ky integral. Për këtë arsye do t'i 
zbërthejmë vektorët e tij në komponente. Do t’i shënojmë komponentet 
e vektorit të pozitës së elementit të vëllimdt dx' me ?, y, Ç. Pra, 


- fO 

r'= v 

U/ 

Ndërsa komponentet e vektorit unitar r Q të pikës M(x f y,z) janë: 



\r 0 J 


Do të kemi: 


j'r'(r'7 0 )pd' = / (i Ç + # tj + Jfcç)(ir«g + r oy vj + r oz )pd%' = 


= i[r oX f f p dx' + r &y f çtjp dx' + r oz /Ççp &%'] + 
+ 3 [r oX f&pdx' +r oy frfp dx' + r QZ f v£p dx'] + 


+ k [n* flçpdx' + r oy fÇr)Ç)d%' + r 0 , fç*p dx'] 

Këto integrale paraqesin elementet e momentit kuadripolar (XXI. 13.11. 
dhe 12), prandaj mund të shkruajmë shkurtimisht: 

f r' (r' r 0 ) p dx' = i (r ox Q*x + r oy Q xy + r oz Q& z ) + 

+ j (r ox Qxy + r oy Q yy r oz Ç)y Z ) + 


+ k (r ox Q xz + r oy Q yz H r oz Q zz ) 
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Për potencial vektorial përfundimisht fittojmë: 

— * gikr — * — » 

A t =-k m k‘v [ iir„ Q„ + r oy Q xy + r m Q., z ) + j (r ax Q, x + 

r 

+ r oy Qyy + r oz Q yz ) + Jc {r ox Q xz + r Q y Qy t + r oz Q zz ) ] (10) 

Shohim se në shprehje për potencial vektorial paraqiten elementet e 
momentit të kuadrupolit elektrik të elektricitetit të burimit të fushës. 
Kjo eshtë edhe arsyeja pse kjo komponente e rrezatimit quhet rrezatim 
i kuadrupolit elektrik. 

Kuadrupoli elektrik është madhësi e perbërë nga gjashtë elemente. 
Këto elemente mund tl shpërndajmë në mënyrë simbolike në këte 
skemë: 



f Q xx 

Q,y 

Q xz ' 

Q = 

Qxy 

Qyy 

Qyz 


< Qxz 

Qyz 

Qzz / 


në të cilën janë te barabarta ato elemente të cilat qëndrojnë siraetri- 
kisht ndaj diagonales së matricës. Madhësia fizike, sikurse e kemi cekur 
edhe më parë, elemenfcet e së cilës mund të shpërndahen ne matricë 
'Simetrike, quhet tenzor simetrik. 

Pra, momenti i kuadrupolit' elektrik është madhësi fizike, e cila 
ka karakter të tenzorit simetrik. 


E dimë nga matematika se çdo matricë simetrike mund të shndë- 
rrohet në formë diagonale. Për këtë duhet të kryhet një transformim i 
caktuar i sistemit të koordinateve. Supozojmë se e kemi kryer këtë 
transformim dhe i kemi paraqitur koordinatet e reja x lt x 2 dhe x 3 të 

percaktuara me kahjet e vektorëve unitarë a lt ci> dhe a 3 . Në këtë sistem 
të koordinatave matrica (11) redukohet në matricë diagonale: 



9i 

o 

0 


0 0 \ 

Qz 0 

0 Qa / 


( 12 ) 


Në këtë sistem potenciali vektorial do të ketë formën: 


— * gikr — > — ■> _> 

A/ c Jc m Jc 2 v: (a t r ol Q x + a% r o2 Q% + a 3 r o3 Q 3 ) = 

r 

3 

. e i kr — 

“ ~ Jc m J&v / cii r Qi Qi 

r i 

i*i 


(13) 


t>o të përcaktojmë vektorët e fushës në zonën e valës. Nea shprehia 
(XV.3.9) kemi: J 
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— » gtfcr — + “* — * — * 

B =- i k n k 3 v («1 r ol +a 2 r M + <z s r m ) x (a, r ol Q z + 

r 

r 02 Qz + &z r o3 <p 3 ) 

Pasi t'i njehsojmë prodhimet vektoriale, do të kemi: 

— * oikr — > 

B i k,„ Jc z v [a x r 02 r o3 (Ç' 3 “ Ç 2 ) #2 r o3 r 01 (Q x “ Ç 3 ) + 

r 

+ a 3 r 0l r 02 (Q s - Qi) ( 14> 

Ne mënyrë të ngjashme sipas (XV.3.11) për vektor elektrik fitojmë;: 

E =*- /c 4 — — {a, r 01 [r 2 02 Ç> 2 + r 2 o3 Ç 3 ” ( r 2 02 + r 2 o3 ) ] + 

r ' 

+ a 2 r 02 [r 2 os Ç) 3 + r 2 01 (r 2 o3 + r 2 0X ) ] + a 3 r o3 [r 2 01 Ç) x + 

+ r 2 02 Q 2 - Ç 3 (r 2 OI + r 2 02 )']} 

E dimë se vlen: 

r 2 0t + r 2 02 + r 2 03 = 1 

prandaj shprehjen në kllapë të parë mund ta shkruajmë në iormën: 

3 

r\ z Q z + r 2 oS Qt-QA 1 - r\Q = V r\, Qt ~ Q, 


Z_j 

t = ! 


Për vektor elektrik do të kemi shprehjen: 

3 

e' 


otkr 


E =- k d /c 4 


a, r 01 ( Vr^-Çi _ ^ 1 ) + “* rM ( 9‘ ~ ® 2 ) + 


+ a 3 r 0 3 (VV^Çi - 

i-1 


)] 


Në këtë mënyrë janë përcaktuar vektorët e fushës për rrezatim të kua- 
drupolit elektrik. 



XVI. FUSHA ELEKTROMAGNETIKE 
NË MJEDISE IZOTROFE 

1. LIGJI I REFLEKIMIT DHE I THYERJES SE DRITES 

Dukurinë e reflektimit dhe të fthyerjes së dritës e diktojmë gjatë 
kahmit të saj nga një mjedis në tjetrin. Në këtë rast vala rënëse e 
drites copëtohet në dy pjesë, njëra pjesë kthehet prapë mbrapa në 
mjedi-sin e parë dhe e quajme valë e reflektuar, (kurse pjesa tjetër ka- 
lon në mjedisin e dytë dhe e quajmë valë depërtuese apo të thyer. 

Në rrafshin e takimit të dy 
mjediseve do të vendosim bo- 
shtet e sistemit koordinat x 
dhe y. Atëherë boshti z qënd- 
ron normal ndaj kësaj sipër- 
faqeje. Mjediset le të jenë nga 
materiali jopërcjellës me inde- 
kse përkatëse të thyerjes n x 
dhe n z , Në figurën 105 janë pa- 
raqitur vektorët përkatës të 
valëve në tri rrafshe të ndry- 
shme. 

Supozojmë se nga mjedi- 
si me indeks te thyerjes n x për- 
hapet vala elekt r omagnet ike , 
vektori valor i së cilës me nor- 
malen në sipërfaqen kufitare 
mbyll këndin a. Këndi a quhet Bg. 105 

këndi i rënies. Vektorin elek- 
trik të saj në formë eksponenciale e shkruajmë: 

— > — - >«— * 

E:= A (1) 

Meqë boshti x qëndron në rrafshin x z, vektori valor i valës rënëse i 
ka komponentet: 

k x — k sina 
k z ~ k cosa 

Ndërsa intensiteti i këtij vefetori është: 

jc = t0 ~ b)Ul 

Vi 



c 


( 2 ) 
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sepse n x — c/v x > Prandaj ky veMor i ka komponentet: 


fc- 0 a3) 

0072 ? 

— — cosa 
V c / 

Nga sipërfaqja kufitare reflektohet njëra pjesë e valës rënëse, Madhë- 
sitë që kanë të hëjnë me valën e reflektuar do tl shënojmë me indeks 
1 . Vektori elektrik 1 saj është: 

E, = A x e i( h^ (4) 

Meqë gjatë reflektimit të valës nuk ndërron frekuenca, edhe kësaj vale 

i kemi shkruar të njëjtën o>, Do të marrim në përgjithësi se vektori k x 

nuk qëndron në rrafshin e vektorit k, por këto dy rrafshe në mes vete 
mbyllin këndin q> 3 . Ky vektor i ka këto komponente: 

( om, . \ 

smoii coscp! 

c 

7c, L sma 3 smcpi (5) 


Në mjedisn e dytë përhapet vala e thyer. Të gjitha madhësitë që kanë 
të bëjnë me te i shenojmë me indeks 2. Vektori i saj elektrik është: 

E z ^~A z ë^~^ ( 6 ) 

Këndin që mbyll ky vektor me normalen e shënojmë me (3 dhe e quajmë 
kënd të thyerjes. Edhe për te supozojmë se nuk qëndron në rrafshin e 
valës rënëse e as të valës së reflektuar. Do ta shënojmë me cp 2 këndin 
që mbyll rrafshi i valës rënëse me rrafshin e valës së thyer. Kompo- 
nentet e këtij vektori janë: 

/ (OUo . o \ 

— ~ sm{3 coscp 2 
c 

zT _ sinB sinc£) ? ('7') 


— cos|3 
c 
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Në sipërfaqen kufitare të 'këtyre mjediseve duhet të kënaqen konditat 
kufitare. Sipas njërës prej tyre komponentet tangjenciale te fushës 
elektrike në njërën anë duhët të jenë të barabarta me ato te anës tje- 
tër. Në mjedisin e parë fusha përbëhet prej valës rënëse dhe të refiek- 
tuar, prandaj vlen: 

E t + E lt - E v (8) 

I zëvendësojm në (8) shprehjet (1), (4) dhe (6): 

A t + A it = A 2t e^ k 2 r ~ w ^ (9) 

Kjo konditë në sipërfaqen kufitare duhet të kënaqet për çfarëdo r"dhe 
për çfarëdo kohe t Kjo është e mundur vetëm nëse eksponentet e të 
tre anëtarëve janë të barabartë: 

k r - wt = k x r — (at — k 2 r - 
ose 


Jcr~ k x r- k z r ( 10 ) 

Vektori i pozitës së pikave të rrafshit kufitar i ka komponentet: 


r 




* 

0 ) 


( 11 ) 


Konditën kr~k x r 

e zhvdllojmë sipas komponenteve të vektorëve (3), (5) dhe (11): 

Crittj . COtt, . , (A)tti 

x sm« = x smcc x cosc p x + y s moi x sincp, 

c c c 


ose 


x(sina - sincq coscpi) - y sinai sincpj == 0 

Që kjo të kënaqet për çfarëdo x dhe y t koeficientët e tyre duhefc të jenë 
të barabartë me zero. Pra, 

sina — sinflq coscpi = 0 

sinai simpi = 0 (12) 

Nga kondita e dytë duhet të përfundojmë se: 

sincpi = 0 

sepse e dimë që në përgjithësi faktor i parë nuk mund të jetë i bara- 
barfcë me zero. Pra, 

9i = 0 (13) 
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Ky përfundim tregon se vektori i valës së reflektuar qëndron në rraf- 
shin e përcaktuar me vektorin e valës rënëse dhe normalen në sipër- 
faqe kufitare. 

E zëvendësojme (13) në konditën e parë të (12). Fitojmë: 

sina = sinaj 

dhe, meqë këndet për ng*a kuptimi fizik janë të ngushtë, rrjedh: 

ct=Wi (14) 

Ky është ligjd i reflektimit të dritës që thotë se këndi 1 rënies gjithmonë 
është i barabartë me këndin e reflektimit. 

E marrim në shqyrtim komhinimm e dytë të (10): 

Jcr — Jc z r 

Me ndihmën e (3), (7) dhe (11) këtë konditë e zbërthejmë ne kompo- 
nente: 


x 


o m x 
c 


sina ™ x 


(*)n z . 

smp cosc o 2 + y 

c 


L'iUz . Q . 

L. smp smq>a 

c 


ose 


x{n x sina - n 2 sinp coscp 2 ) — y n z sinp sincp 2 = 0 
Që ky të kënaqet për çdo x dhe y , duhet të jetë: 

7h sina ™ n z sin(i cosq> 2 = 0 (15) 

sinp sincp 2 = 0 

Ng’a kondita. e dytë fitojmë: 

<?z = 0 (16) 

Prandaj, edhe kahja e përhapjes së valës së thyer qëndron në rrafsh 
të cilin e përcaktojnë kahja e përhapjes së valës rënëse dhe e normales 
në siperfaqen kufitare. 

Nëse zëvendësojmë (16) në konditën e parë të (15), fitojmë: 

? 2 ! sina " n 2 sin(3 


ose 


sina_ ___ 72j_ 

sin^ n z 


(17) 


Kjo shprehje paraqet Mgjin e thyerjes së dritës. Marrëdhënia e sinuseve 
të këndeve të rënies dhe të thyerjes është konstante. Konstanta është 
e barabartë me marrëdhënien e indekseve të thyerjes n ? Jn u ose marrë- 
rrëdhënien e shpejtësisë së dritës në ato mjedise vjv z , Shpeshherë kjo 
shprehet me një simbol n, që paraqet indeksin relativ të thyerjes. 
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Deri më tash ligjin e thyerjes dhe të reflektimit e kemi përfituar 
për kalimin e dritës nga një mjedis dielektrik në tjetrin. Por, është 
mjaft me rëndësi të kuptojmë çdo të ndodhë kur njëri prej mjediseve 
është përejellës. 

Madhësitë karakteristike të cilat i përcaktojnë vetitë e mjedisit 
janë indekset e thyerjes. Për mjedisin e parë dielektrik kemi: 



0 ) 


ndërsapër përcjellës sipas (XV .2.8) vlen: 




kc 


n + ix 


0) 


(18) 


Sikur të përsërisnim tërë njehsimin, për ligj të reflektimit do të fitonim 
të njëjtën shprehje (14). Fra, drita dëbohet nga metalet sipas ligjit të 
reflektimi-t, këndi i reflektimit edhe në metale është i barabartë me 
këndin e renies. 

Në vend të (17), do të fitonim shprehjen: 

sina _ n 4- i% ^ 

sinj3 n x 

Pasi ana e djathtë është komplekse, edhe sing do të jetë kompleks, 
përkatësisht këndi i thyerjes P, prandaj ligji i thyerjes vetëm forma- 
lisht vlen në formën e cekur dhe se rrjedhimet duhet të shqyrtohen 
me detajisht. 


2. FORMULAT E FRENELIT 

Gjatë -kalimit të dritës nga një mjedis ne mjedisin tjefcër i përcak- 
tuam vetëm kahjet e dritës së reflektuar dhe të thyer. Nevojitet të për- 
caktojmë edhe amplitudat e tyre. Formulat për përcaktimin e këtyre 
amplifcudave quhen formulat e Frenelit. Për përfitimin e këtyre formu- 
lave do të zgjedhim dy pozita të veçanta të vektorit elektrik në dri-tën 
rënëse. Njëra pozitë paraqitet për vektorin elektrik normal në rrafshin 
e rënies, kurse tjetra kur ky vektor është paralel me këtë rrafsh.. 

Në kufirin e dy mjediseve duhet të kënaqen konditat kufitare si- 
pas të cilave komponentet tangjeneiale fcë fushës elektrike clhe magne- 
tike në të dy anët duhet të janë të barabarta. Fer fushë elektrike këtë 
konditë e kemi paraqitur në (XVI.1.8): 

E t + E v = E zt ( 1 ) 

Në mënyrë të ngjashme edhe për fushë magnetike fi-tojmë: 

H t + (2) 


Së pari do të shqyrtojmë rastin: 
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a) Vektori elektrik është normal në rrafshin rënës 

Simbolet për këtë rast i shënojmë me indeks X. Komponentet e 
vektorit elektrik janë njëkohësisht edhe tangjeneiale në kufirin e dy 
mjediseve, E± ~E t , prandaj konditën (1) mund ta shkruajmë: 

^X +E l j L =*E z ji (3) 

Për paraqitjen e konditës për fu- 
shë magnetike duhet te shërbehe- 
mi nga fig\ 106. Në te është pa- 
raqitur vala rënëse me kahje të 

përcaktuar me vektorin k. Ky ve- 
ktor me normalen në sipërfaqen 
kufitare mbyll këndm a. Valët 
janë transverzale, prandaj edhe 
vektori elektrik edhe vektori ma- 
gnetik qëndrojnë në rrafshin nor- 


mal ndaj vektorit k. Ky rrafsh 
në fig. 106 është vizatuar në pi- 
kën P. Sipas hipotezës punuese 
vektori elektrik është normal 
ndaj rrafshiit rënës, pra normal 
ndaj rrafshit të vizatimit. Ky shi- 
het 1 vizatuar në projeksion të 
pjerrët. Vektori magnetik është normal ndaj vektorit elektrik, prandaj 
qëndron në rrafshin e vizatimit. Do ta shënojmë me H„ . Ky vektor 
nuk është tangjencial në sipërfaqen kufitare. Komponentja e fij tan- 
gjenciale fitohet duke e projektuar në rrafshin i cili është paralel me 
sipërfaqen kufitare. Nga figura 106 shohim se vlen: 

H t = | cosa 

Në mënyrë të ngjashme vlen edhe për valën e reflektuar dhe të thyer. 
Duke u bazuar në këtë që u tha më lartë kondita (2) do të ketë formën: 

H COS05 + H lu cosa - H tu cosp (4) 

Ka ngelur të kryejmë zëvendësimin e vektorit magnetik me vektorin 
eiektrik. Sipas shprehjes (XV.1.15), e cila për v~c/n , e ka formën: 

H = — n 0 XE 

C\,l 

kurse nga figura vlen: 

H. = 

Në valën e reflektuar vala lëviz prej kufirit, prandaj n Q e ka kahjen e 
kundërt: 



Fig. 106 
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H,„ =- -” L JB lX 

C{X! 

ndërsa në valën depërtuese: 

H 2a = -2*. £ ai 

C|X S 

Vlerat e fituara i zëvendësojmë në (4). Supozojmë se mjediset nuk 
janë ferromagnetike, prandaj ^ ^ jr 2 . Pas thjeshtësimit, fitojmë: 

n ± E± cosa ™ n x E x ± cosa = n 2 # 2 .i cosg 


E paraqesim indeksin relativ të thyerjes: 

n 2 

72 = — 


dhe do të kemi: 


j£j_ cosa — E x ± cosa = 72^ 2 j. cosp 
Për vektor elektrik shfrytëzojmë shprehjen (XVI.1.1): 


(5) 


— >— > 


E± ■ 

= A± 

gi(k 

EiL = 

-A± 

—> — > 




■^2_L ' 

" A-2± 

gi(k 2 r-wO 


Meqë ligjet e thyerjes dhe të reflektimit janë të kënaqura, atehere fak- 
torët eksponenciaië janë të barabartë ashtu që pas zëvendësimit në (3) 
dhe (5) mund t’i thjeshtesojmë. Fitojmë: 


A± + A t ± = A z ± 

A± cosa ~ A t ± cosa = nA 2 ± cosg (6) 

Ky është sistem i ekuacioneve për përcaktimin e ampiitudave të pa- 
njohura A t ± dhe A 2 ±. E shumëzojmë ekuacionin e parë me — n cqs£ 
dhe i mbledhim. Do të gjejmë: 

cosa— ?2C0s|3 

= A± ~ (V) 

COSOJ + 72 cosp 


dhe, kur të parin e shumëzojmë me cosa dhe përësëri i mbledhim, fi- 
tojmë: 


A 2 ± 


= A± 


2 cosa 

COSa + 72 cosg 


( 8 ) 


Këto janë dy prej formulave të Frenelit. Dy të tjerat i fitojme për po- 
zitë tjetër të vektorit elektrik. Këtyre mund t’u japim formë tjeter, 
duke shfrytëzuar ligjin e thyerjes: 
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n — 


sma 

sin@ 


Pas transformimeve elementare fitohet shprehja: 

i,i 


. sin(g“~a) 

A i 


sin (|3-fa) 


A 2 i —• A± - 


2 cosa sing 


sin (3+a) 


(9) 


( 10 ) 


Këto shprehje përcaktojnë amplitudat e valës së reflektuar dhe depër- 
tuese, nëse amplituda e dritës rënëse është e njohur. Shohim se varen 
prej këndit të rënies a dhe indeksit të thyerjes n të mjedisit. 


b) Vektori elektrik qëndron paraM me rrafshin e rënies 


Në këtë rast vektori magnetik është normal në rrafshin e rënies. 
Këta dy vetotor i kanë ndërruar rolet në krahasim me rastin e mëpar- 
shem. Edhe tash mund të shkruajmë konditat kufdtare (3) dhe (4), por 

duke i zevendësuar ndërmjefc vete vektorët E' dhe H. Pra, 

H± + H XJ . = H %± (11) 

E jj cosa + E m cosa = E % „ cos{3 

Në ekuaeionin e parë paraqesim vektorët elekfcrike: 


— , r - 7l x rT itn 

H± = "■ — Jh jj H\± ~~~ * if/jn Ho J. = — “ i| 

C(.q Cjjii c\u 

Pas thjeshtësimit dhe paraqitjes së indeksit relativ të thyerjes fitojmë: 

E u -E in = n'E su 

I paraqesxm amplitudat: 

A„ cosa + Ai n cosa = A 2V cos|3 
Aj] Ajjj ~ 71 A 2 \\ 

Pasi ta zgjidhim. këfcë sistem, fitojmë edhe dy formulat tjera të Fre- 
nelit: 


A tn 

Azu 


cosg — n cos a 
cos|3 + n cosa 

_ 2jcosa 

COS(3+?2 cosa 


( 12 ) 


apo në formën tjetër sikurse për formulat e mëparshme: 
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A lfi ~~ A || 


tg(fr-fl) 

tg(p+a) 


A 2 h — A ii 


2 cosa * sin§ 
sin (P+a) cos (g"~a) 


(13) 


Këto janë formulat e Frenelit për rastin e vektorit elektrik paralel me 
rrafshin rënës. 

Në përgjithësi, vektori elektrik në dritën rënese mund të qëndrojë 
pjerrtas ndaj rrafshit të rënies. Atëhere duhet të zbërthehet në dy kom~ 
ponente, njëra normale, kurse tjetra paralele me këtë rrafsh. Për njoh- 
jen e amplitudave të dri-tës së reflektuar dhe depërtues nevojiten që të 
katër formuiat. 

Sikur të kërkonim amplitudat përkatëse për kalimin e drites nga 
izolatori në përcjellës njehsimi do të ishte plotësisht i ngjashëm me të 
vetmin ndrysbim në indeksin e thyerjes të formës (XVI. 1,1 8). 

Te reflektimi në mjedis të dendur: 

jB < a 


prandaj amplitudat e shprehjeve (9) dhe (13) për dritë të reflektuar 
fitohen negative. Kjo do të thotë se gjatë reflektimit në mjedis të den- 
dur paraqitet kërcim i fazës për gjysmën e gjatësisë valore. 


c) Drita foie normal në sipërfaqen kufitare 


Nëse drita bie normal në sipërfaqen kufitare, atëherë këndi i rë- 
nies a = 0, ndërsa nga ligji i reflektimit dhe i thyerjes kemi: 

a x = 0 dhe 0 = 0 

Pra, drita e reflektuar kthehet në kahje të kundërt të dritës rënëse, 
ndërsa ajo depërtuese vazhdon në kahjen e asaj rënëse. Do t’i specia- 
lizojmë formulat e Frenelit për këtë rast. Nga (7), (8) dhe shprehjet 
(12) fitojmë: 


1 n 

A 

— • A 

1 — n 

1 +n 

"ill 

— 

1+n 


A 2 n 

— A 

2 

1+72 

~~~A n 

1+n 


(14) 


Kemi fituar të njëjtat shprehje për komponente normale dhe paralele, 
çka është e kuptuar sepse në rënien normale të dritës, rrafshi rënës 
është piotësisht i papërcaktuar dhe nuk paraqitet ndryshim në mes të 
komponenteve noxmaie dhe paralele. 

Mund të përkufdzojmë aftësinë e reflektimit për kalimin nga një 
mjedis në tjetrin. E përkufikojmë sipas shprehjes: 
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R = 



(15) 


E dimë se energjia <të eilën e bartë vala është proporcionale me katro- 
rin e vektorit elektrik, përkatesisht amplitudës së tij. Kur këto energji 
i pjesëtojmë, nuk figurojnë faktorët e proporcionalitetit. Për rënie nor- 
male: 



(16) 


Si shembull mund të marrim reflektimin normal nga sipërfaqja e qeh 
qit. Për indeks të thyerjes n = 1,5 fitojmë: 

B = (— V = (0,2) 2 = 0,04 
V2,5 / 


Pra, do të reflektohet 4% e dritës rënëse. 

Në rastin e reflektimit në metal në shprehjet (14) në vend të indek- 
sit të thyerjes n duhet të shkruhet shprehja komplekse n 4- ix. Që të 
fitojmë aftësinë reale të reflektimit, duhet ta përkufizojmë në forrnën:. 




Af 

A | 


dhe për rënie nonnale kemi: 

__ n+i%— 1 | 2 __ 

n+i %+ 1 ! (tcH-DM-% 2 

Për përcjellës shumë të mirë n dhe % janë shumë të mëdhenj dhe R 
vetëm pak ndryshon nga l, që shpreh të dhënën se metalet e reflektojnë 
dritën shumë. 


3. POARIZIMI GrJATË REFLEKTIMIT 

Le të jetë drita rënëse e polarizuar ne mënyrë të rrafshit. Vektori. 
i saj elektrik lëkundet në kahje të caktuar e ne do të supozojmë se 
kahja e kësaj lëkundjeje me rrafshin rënës mbyll këndin Ky kënd 
quhet azimut i lëkundjes së vektorit elektrik. 

Kur amplituda e vektorit elektrik të dritës rënëse zbërthehet në 
komponenten normale dhe paralele, këto mund t’i lidhim me azimutin 
e lëkundjes me shprehjen: 

tg* = - (i) 

A u 

Sipas të njëjtës shprehje, azimuti i lëkundjes në dritën e reflektuar 
do të jetë: 
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Për komponente i zevenclësojmë formulat e Frenelit (XVI .2 .9 dhe 13): 


sin (p~a) 

, , A, sin (S+a) 

“ T^TT^T 
A n tg ()3— a) _ 

tg (g+a) 

ose: 


cos (P + a) 


‘tg'4> 


( 2 ) 


Kjo shprehje tregon lidhmërinë e azimutit të lëkundjes së dritës së 
reflektuar dhe azimutit të dritës rënëse, Shohim se nuk janë të bara- 
bartë. 


Meqë p — a < £ + a, rrjedh: 

cos (p — a) > cos (p + a) 


prandaj, 


tg+i > 


ose: 


> cp 

Pra, në dritën e reflektuar kahja e lëkundjes me rrafshin rënës mbyll 
kend më të madh se kahja e lëkundjes së dritës rënëse. Kuptohet se 
edhe drita e reflektuar prapë është e polarizuar në mënyrë lineare. 

Të shqyrtojmë gjendjen në dritën depërtuese. Për te vlen: 

2cos a sin 
A j„ sin O + a) 

A „ 2 cos a sin |3 __ 

sin (p + a) cos (g — a) 

ose: 

tg 4>2 = cos (p ~ a) * tg<Jj (3) 

Edhe këto azimute nuk janë të barabarta. Ngase cos({3 ~ a) < 1, rrjedh 
se gjithmonë: ■ 

Pra, drita e polarizuar në mënyrë lineare gj-atë kalimit nga njëri izo- 
lator në tjetrin mbetet prapë e polarizuar në mënyrë li-neare, por kë- 
ndi të cilin e mbyll kahja e lëkundjes së vektorit elektrik me rrafshin 
rënës është më i vogël se sa në dritën rënëse. 

Të shqyrtojmë rastin e dritës rënëse të papolarizuar. Kjo clo të 
fchotë se në te gjejmë të gjitha kahjet e lëkundjes normale në kahje të 
përhapjes dhe ashtu që këto kahje janë njësoj të paraqitura. Në dritën 


tg’4> 2 


A? , 


A 


2 II 
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e refiektuar të gjithë azimutet zmadhohen, prandaj në te do të zotë- 
rojnë kahjet me azimute me të mëdhenj të lëkundjes. Fra, drita e 
reflektuar është polarizuar pjesërisht. 

E njëjta gjë vlen edhe për dritën depërtuese, me ndryshim se në 
te zotërojnë Këndet me të vogla të lëkundjes. 

Të kthehemi edhe një herë në shprehjen (2) për dritën e reflek- 
tuar. Nëse zgjedhet aso këndi i rënies për të ciiin 


fitojmë: 

ose: 


« -I- p 


TC 


2 


tg&i •"> OO 




2 


pa marrë parasysh sa është këndi i rënies. Prandaj, edhe kur drita rë- 
nëse është e papolarisuar, ajo gjatë reflektimit poiarizohet në mënyrë 
lineare ashtu që vektori i saj elektrik lëkundet normal ndaj rrafshit të 
rënies. Këndi a për të cilin drita e rexlektuar poiarizohet quhet kënd 
i polarizimit apo kënd i Brusterit. Këtë kënd mund ta përcaktojmë 
nga ligji i thyerjes: 

sina 

— — n 
sinP 


dhe per 


p= •— —« fitojmë: 

2 

tga = n (5) 

Fër kaiimin e dritën nga ajrx në qeiq këndi i poiarizimit është 57°. 


Ligjin e thyerjes (XVI.1.17) mund ta shkruajmë në formën: 

sinj3 = — ( 1 ) 

n 

Nga kjo shohim se këndi i thyerjes është gjithmonë real, nëse sina < n. 
Ky rast paraqitet gjithmonë kur n> 1 ose kur v x > v 2 . Zakonisht mje- 
diset në të cilat drita përhapet më shpejt quhen mjedise të rraiia, për 
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ndryshim prej mjediseve të dendura në të cilat kjo përhapet më nga- 
dalë. Prandaj, gjatë kalimit të dritës nga mjedisi i rrallë në mjedis të 
dendur gjithmonë ekziston këndi real i thyerjes, pa marrë parasysh 
këndin e rënies. 

Mirëpo, kur drita kalon nga mjedisi i dendur në mjedis të rrallë 
v t < v 2 dhe n< 1. Këndi real i thyerjes ekziston derisa: 

sina < n 


ndërsa këndi i rënies është më i vogël se këndi kufitar: 


ak = arc sin n 

Nëse këndi i rënies është më i madh se ky kënd kufitar, pra për 


sina > n 


fitojmë: 

sing > 1 

dhe nuk ekziston këndi real i thyerjes. Eksperimentet tregojne se 
atëherë nuk ekziston drita depërtuese, por tërësisht kthehet në mje- 
disin e dendur. Kjo dukuri quhet reflektim total të cilën do ta shqyr- 
tojmë më hollësisht. 

Së pari do të tregojmë se amplituda e dritës së reflektuar është e 
barabartë me amplitudën e dritës rënëse. 

E zbërthejmë vektorin elektrik të dritës rënese në komponenten 
normale dhe paralele: 


fEr— A «.e i(I) \ 

\E„ ^ Ae iil ' ) 

Këtu me $ e kemi shënuar shkurtimisht fazën e lëkundjes: 


( 2 ) 


<£ = k r — tof 


Edhe dritën e reflektuar e zbërthejmë në komponente: 

p = \ 

Nga ligji i thyerjes kemi: 


s-in|3 


sina 

n 


prandaj vlen: 


cosp 


-y 


&m*cc _ 
n z 


n 


V'Sin^a — n % 


(3) 


(4) 
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Amplitudën e dritën së reflektuar e njehsojmë me ndihmcn e formu- 
lave të Frenelit (XVI. 2. 7; 8 dhe shprehjet 12): 

„ , cosa — n cos(3 

A x ± — -AjL — ; ~q~ 

cosa ■+■ n cosp 

Shprehja cosa - n cosg është numër kompleks në të cilin anëtari i dy~ 
të është pjesa imagjinare. Këtë numër mund ta paraqesim në formën. 
eksponenoiale: 

cosa — n cos(3 = p t e-^i 

ndërsa: 

cosa + n cosg (5) 

Prandaj, 

A 1± = A_,_ 

pi&v l 

Për komponenten paralele mund të shkruajmë: 

cos8 — n cosa . n cosa — cos(3 

A V x=A x i — — =- A,i ----- — - 

cosp + n cosa n cosa + cosp 

Në numërues dhe në emërues prapë gjenden dy numra kompleks të- 
konjuguar për të cilët vlen: 

n cosa + cosg = p z e*n (6) 


dhe do të kemi: 


A x is — 


p 2 e-^ _ 
A „ ; 
p 2 e l< f>2 


A ti e~ 2i <?2 


Vlerat e fituara i zëvendësojmë në (3): 


l A ± e ™ \ 
l— A ii e m ~ ) 


<7)‘ 


Shohim se komponentet e dritës së reflektuar i kanë të njëjtat ampli- 
tuda sikurse komponentet e dritës rënëse. Kjo do të thotë se tërë ener- 
gjia e dritës kthehet kah ka ardhur. 


to) Ndryshimi i fazës 

Nga (7) dhe (2) kuptojmë se komponentet e dritës së reflektuar- 
nuk lëkunden me të njëjtën fazë. Në mes+ë lëkundjeve ekziston ndry- 
shimi i fazës: 
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Pra, nëse drita rënëse ka qenë e polarizuar në mënyrë lineare, atëherë 
drita e reflektuar do të jetë e polarizuar në mënyrë eliptike. Do të njeh- 
sojmë këtë ndryshim faze: 


tg 


JL 

2 


tg (cp 2 - CPi) =- 


tg (p z - tg^x 
1 + tgcp 2 tgcp.i 


Nga shprehja (5) rrjedh: 


•tgcpi = 


1 n co sg 
i cosa 


sepse qe të përcaktohet -tgcp x , duhet pjesëtuar pjesën imagjinare me 
atë reale të numrit kompleks (5). Meqë njësia imagjinare është në vetë 
n cosp, atëherë që të fitohet pjesa imagjinare duhet ky anëtar të pjesë- 
tohet me njësinë imagjinare. 


Në mënyrë të ngjashme kerni edhe për: 


tgcp 2 - 



cosp 
n eosa 


E zëvendësojmë dhe fitojmë për ndryshim faze: 


tg 


(1 — 7z s ) cos^cosa 

in 


2 cos 3 a — cos 3 j3 

Shprehjen -në emerues mund ta transformojmë në formën: 

cos z cc — cos 2 S = 1 — sin’a + — ~ (sin 2 a — n 2 ) — 

n 2 


sima 

n 2 


(1 ~~n z ) 


Nga kjo dhe shprehja (4), do të kemi: 

^ __ cosa V-s i n 3 a - n z ^ 

2 sin 3 a 

Kjo është shprehja për ndryshim të fazës së lëkundjeve të komponen- 
teve në driten e reflektuar totalisht. Shohim se ndryshimi i fazës varet 
prej këndit të rënies dhe indeksit relativ të thyerjes. 

Mund të bëjmë pyetjen: për cilin kënd të rënies ndryshimi i fazës 
është maksimal? Fër këtë shprehjen (B) e shkruajmë në forrnën: 

tg 

2 ? sin 3 a sin 4 a sin 2 a 



FUSHA ELEKTROMAGNETIRE NE MJEDISE I2Q TROPE 


541 


E paraqesim zëvendësimin: 


dhe funhsioni vierën ekstremale të të oilit e kërkojmë është: 

/( x) = x — 1 — n 2, x z + n 2 x 
f'Cx) = I - 2 n 2 x + n z — 0 


Pranaaj , ndryshimin maksimal të fazës e fitojmë për këndin e rënies: 

sina = yH”-,- (9) 

I 1+n* 

E zëvendësojmë vlerën e fituar të xnëf(x). — Fitojmë: 

„ . (1-n 2 ) 2 


Prandaj vlen: 


Nëse dëshirojmë që me reflektim total të fitojmë dritën e polarizuar 

në mënyrë rrethore, atëherë ndryshimi i fazës duhet të jete . Meqë 

£ 

tg JL-= i, për indeks të thyerjes fitojmë zgjidhjen' e ekuacionit: 

4 


n z + 2 72 i ~ 0 


prej nga: 


»«-1 + V" 2 = 0,414 

Të marrim se mjedisi i daljes është hoshllëk ose ajër. Për indeks të 
thyerjes kemi: 


prandaj : 


72?. = I 


n 0,414 
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Meqe nuk disponojmë me mjeddse optike të cilat e kanë indeksin e 
thyerjes kaq të madh, është e qartë se me një reflektim total nuk mund 
të fitojmë dritë të polarizuar në mënyrë rrethore. 

Freneli e ka ndërtuar paralelopipedin nga qelqi me këndin e ngu- 
shtë prej 54°37^ Ky kënd është njehsuar ashtu që drita nga një reflek- 

tim total fiton ndryshim të fazës për — . Pas këtij reflektimi drita kthe- 

4 

'het edhe një herë në anën e kimdërt të paralelopipedit dhe prapë ref- 

lektohet plotësisht, duke fituar ndryshimin tjetër të fazës prcj . Në 

4 

këtë mënyrë drita në dalje nga paralelopipedi i cekur do të ketë ndry- 

shimin e fazës — . Nëse drita hyrëse lëkundet me azimutin 45° në më- 
2 

nyrë që amplitudat e të komponenteve të jenë të barabarta, atëherë dri- 
ta dalese polarizohet në mënyrë rrethore. 


c) Yalët sipërfaqësore 


Duhet pritur që në mjedisin e rrallë gjatë reflektimit totai nuk pa- 
raqitet kurrfarë vale. Por nuk ndodh kështu. Edhe nëpër sipërfaqen 
kufitare të mjediseve lëviz një valë elektromagnetike. Do të tregojmë 
se kjo valë ekziston vetëm në afërsi të kësaj sipërfaqe. Vektori elektrik 
i dritës depërtues është: 



Çi(.k 2 


ndërsa komponentet e vektorit valor janë: 


prandaj vlen: 


k = 


' k sinp 
0 

, k cosp / 


k 2 r = xk sinp + 2 k cos|3 = x k - + i z 

n 

'E zëvendësojmë në shprehje për vekfcor elektrik: 

E, = A, e~ z V siiKT^ li* e i{x 4 

n 

Kjo është shprehja për përhapjen e valës së rrafshët pergjate boshfcit 
x, pra nëpër sipërfaqen kufitare. Prandaj e quajmë valë -sipërfaqësore. 
Amplituda e tij eksponencialisht zvogelohet me largësinë z nga sipër- 
faqja kufitare, prandaj në largësi të konsiderueshme kjo amplitudë 
është e papërfillshme. 


n 


V sin 2 a — n 2 


si ««•-«/) 


( 11 ) 
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5. REFLEKTIMI I DRITËS NË METALE 


a) Ndrysliimi i fa;zës 


Për kaldmin e dritës nga boshllëku në metal formalisht mund të 
shkruajmë ligjin e thyerjes: 


sin|3 _ „ , . 

• * - r -= n -r i% 

sina 


( 1 ) 


por këndi p nuk është real. Gjithashtu, mund të shkruajmë edhe shpre- 
hjen (XVI .3 .2): 


, , COS(P“OC) . 

t g4»i= r tg4> 

cos (P+a) 


( 2 ) 


por edhe kjo thyesë është komplekse, Do ta shkruajmë në formën eks- 
ponenciale: 

cos (P~«) = gi 5 
cos (P+a> 


Frandaj, 


- p tg efi 


(3) 


Meqë vlen: 


tg<W = 


A,± 

I! 


do të kemi: 

=4 t ii P tg ^ e' 5 (4) 

E zbërthejmë vektorin elektrik të dritës së reflektuar në komponenten 
normale dhe paralele: 

-* = ( El± = A,± em \ = ( Al “ P 4> e ,< ® +S) v 
1 lEj,, =A ln e‘*J e' :l ' / 

Nga kjo shprehje kuptojmë se në mes të lëkundjeve të këtyre kompo- 
nenteve ekziston një ndryshim faze 5. Pra, te reflektimi i dritës ne me- 
tale paraqitet një ndryshim faze, ashtu që nëse drita rënëse është e po- 
larizuar në mënyrë lineare, e reflektuara do të polarizohet eliptikisht. 


b) Përcaktimi i konstanteve optike me ndihmën e dritës 
së reflektuar 

Drita thithet në pëcjellës, prandaj ata zakonisht janë të patejduk- 
shëm Në këto raste paraqitet vetëm drita e reflektuar, prandaj me 
huiumtimin e saj mund të përcaktojmë konstantet karakteristike të 
metaleve, për çka do të përqëndrojmë vëmendjen në vazhdim. 
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Drita e polarizuar rënëse le të ketë azimutin e lëkundies + = 45% 
pra është e polarizuar në mënyrë lineare. E zëvendësojmë në (2): 

, . cosj3 cosa+;sin|3 sina 1+ts B te* a 

tg^ 1= - — tg (Jj = tg 45° = 1 

cosj3 cosa— smj3 sma 1—tg p tg a 

Duke u bazuar në këtë supozim (3), shndërrohet në: 

tg = p e' ,§ 

ose: 

p g'5 — * + tg P tgg 
l~tg P tga 

E zgjedhim këndin e rën-ies të atillë a 0 për të cilin paraqitet ndryshimi 
i fazës S — E quajmë këndi kryesor i rënies. Meqë vlen: 

A 

e io = e l Y - l 


shprehja e fundit do të ketë formën: 

ig = Pjg 

l~~tg 3 tg a 0 

prej nga fitojmë: 

tgPtgOo 53 7 — " 


Në drejtim të dritës së reflektuar e vendosim kompenzatorin i cili e 
eviton ndryshimin ekzistues të fazës. Prandaj, nga kompenzatori del 
drita e polarizuar <në mënyrë lineare me azimut të lëkundjes 4> 0 , të cilin 
e quajmë azimut kryesor. Prandaj, do të marrim në konsiderim se azi- 
muti kryesor është madhësi e cila matet. Nga: 

tg & ™ p e fB 

pas kompensimit të fazës kerni: 


E zëvendësojmë vlerën e fituar në (5): 

tg |3tg a„ = 4 tg +-~J„. = isin^-cos^ 
itg cp 0 *i“ 1 i s in c[> 0 -t cos c[> 0 

tg gtg a 0 =- e- 2 ^o 

Ligjin e thyerjes mund ta paraqesim në formën: 

.„•„(j __ sina 0 
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Te përcjellësit emëruesi është i madh, prandaj sinp është i vogël dhe 
mund ta zëvendësojmë me tangjens: 


s ma 0 




M+ttt 

E zëvendësojmë në (6): 

sina 0 tg 
n + ix 

E shumëzojmë me vlerën komplehse të konjuguar: 

sin. 2 a tg 2 a Q = 

7ZH-% 2 

Numrin kompleks (7) mund ta shkruajmë në formën: 

sinoio tg« d 


(7) 


( n — ix) 


e 




( 8 ) 


+ 5t 2 

Kur e pjesëtojmë pjesën imagjinare me pjesën reale, fitojmë: 

tg 2^ 0 = 

n 

prej nga: 

% ~ n tg 2$o 

Këtë e zëvendësojmë në shprehjen (8) të cilën e shkruajmë në formën: 

+ f = sin a a 0 tg*a Q 

Do të kemi: 

n 2 (1 + tg 2 2ty 0 ) = sihfco tg 2 a 0 




sin 2 a 0 tg 2 a 0 


cos 2 24 >o 

dhe përfundimisht fdtojmë vlerat e konstanteve optike: 

n — tg a 0 sina 0 cos 2^ 0 
x = tg a 0 sina„ isin 2<\> 0 


(9) 

( 10 ) 


të shprehura me ndihmën e madhësive të caktuara eksperimentalisht, 
me ndihmën e këndit kryesor të rënies dhe azimutit kryesor, a 0 dhe «j# p . 


6. VALËT E DRITËS N3Ë: METALE 
a) Ligji i thyerjes 

Do të shqyrtojmë valën e cila kalon nëpër metal. Kjo valë thithet 
në te dhe zakonisht depërton vetëm në shtresë të hollë në afërsi të si- 
përfaqes kufitare. Do të kryejmë analizën teorike të vetive të kësaj vale. 


35 Hyrje në fizikë teorilce 
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Fillojmë nga ligji i thyerjes në forme komplekse: 

sin a . . 

= n -f % % 

sin p 

Supozojmë se drita vjen nga boshllëku deri në metal. Nga shprehja e 
mëparshme kemi: 

sina (n-i%) sina 


sinp = 


n+ix 


n 2 +v, 2 


Pastaj është: 


cosg 


1- 


(n 2 - % 2 — 2in%) 


(n 2 +% 2 ) 2 

E shprehim cosp në formë eksponenciale: 

cosg = p e i5 

dhe 

cos a f3 = p s e Si5 ■— p s (cos 28 + i sin 28) 
E zëvendësojmë në (2): 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


1 


(n z - % 2 — 2 in %) = p 2 cos 28 + ip z sin : 


(n 2 +% 2 ) 2 

Duke i barazuar pjesët reale dhe imagjinare, fitojmë: 


sinV, 


(n 2 +% 2 ) 2 
2n% sin s cc 
(n 2 +% 2 ) 2 


(n 2 — % 2 ) = p 2 cos 25 
p s sin 25 


(4) 


(5) 


Në këtë mënyrë konstantet e reja p dhe 5 i kemi lidhur me n, dhe % 
dhe këndin e rënies a. 

E shkruajmë shprehjen për vektor elektrik të valës: 

— > — •> / x siti$+z cos$ \ 

jS7 = Ae iw V" ~~- v (6) 

I njehsojmë ishprehjet të cilat paraq.iten në eksponent: 

rsinp __ ^ sina 1 
v n+i% v 

Sipas përkufizimit të indeksit të thyerjes është: 

, . c 

n r t% = 


prahdaj kemi * v ; 
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x sin|3 
v 


x sma 
c 


(7) 


g COSS 

Dixhet të gjejmë edhe prandaj e shfrytëzojmë shprehjen (3): 

v 


(3) 


z cosg 


e il — — - (ra'+ ix) (cosS + isino) 


—■ ( n cosS — % sind) + i (n sinS + % cosS) 


( 8 ) 


E zëvendësojmë (7) dhe (8) ne (6): 


'fë " A. C~ (”• s»n+v. coso) Qm t— {n cosg-v, sino> 


(9) 


Për vektor elektrik e kemi fituar shprehjen e cila tregon se materiali 
përcjellës e thith valën. Faktori i thithjes së valëve është: 

% x = 8(rcsin5 + %cos5) , ' (10) 

Këtu % e kemi shënuar me indeks cc që të theksojmë se ky varet prej 
këndit të rënies oc, sepse nga ky kënd varet madhësia p. Shohim se vala 
i ka amplitudat e njëjta për vlera të njëjta të z. Pra, 

z = const. • ; : 

janë rrafshet e amplitudave të njëjta. Natyrisht se këto janë paralele 
me sipërfaqen kufdtare 2 = 0, 

Fazat e njëjta të lëkundjeve gjenden në vendet për të cilat është: ; 


— [ x sina + z p(n cos5 - % sinS) ] = const (11) 

c 

Këto rrafshe qëndrojnë pjerrtas ndaj sipërfaqes kufitare. Prandaj , 
mund të nxjerrim përfundimin se në valën elektromagnetike në për- 
cjellës rrafshet e amplitudave të njëjta nuk përputhen me rrafshet e fa- 
zave të njëjta. Këto valë quhen johomogjene. Pra, nëpër përcjellës për- 
hapen valët johomogjene elektromagnetike. 

Te valët homogjene, të atilla sikurse përhapen nëpër izolatorë, 
rrafshet e amplitudave të njëjta përputhen me rrafshet e fazave të 
njëjta. 

Në përcjellës valët nuk janë homogjene, prandaj rrafshet e fazave 
të njëjta e mhyllki një kënd me rrafshet e amplitudave të njëjta. 
Ekuacioni i rrafshit, i cili me rraifshin z = const e mhyll këndin është: 
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x sin^ + z cos([> = const 

Që të fitojmë fazat e njëjta, këtë duhet ta shumëzojmë me — = — • n A , 

v c 

ku n y , është indeksi real i thyerjes. E shkruajmë indeksin a pranë n 
që të theksojmë se edhe ky varet prej këndit të rënies oc. Pra: 


~ Ucc ( x sintp + zcosty) — const. (12) 

c 

Duke i barazuar koeficientët pranë ndryshoreve x dhe z në ekuacionet 
(11) dhe (12) fitojmë: 

sina = n x sin4> (13) 

p(n cosS ~ % sinS) — n* cos^ 

Shprehjen e parë mund ta shkruajmë në formën: 


sina 

sin<{> 


(14) 


Shohim se ky është ligji i thyerjes së dritës, ndërsa është kënd real 
i thyerjes në përcjellës. 


h) Përcaktimi i konstanteve reale n x dhe 


Indeksi real i thyerjes në përcjellës n y fitohet duke i ngritur 
shprehjet (13) në katrorë dhe mbledhur. Do të kemi 

n\ — sin 2 a + n 2 (p cosS) 2 + % 2 (p sin6) 2 — 2 n% (p cos5) (p sino) ( 15 ) 

Do t’i shënojmë përkohësisht anët e majta të shprehjeve (4) dhe (5) 
me A dhe B . Pra: 


A 


(n 2 +% 2 ) 2 


B = 


(n z — % 2 ) 

2 n % sin 2 a_ 
(n 2 +x 2 ) 2 


Kësisoj shprehjet (4) dhe (5) do të kenë formën: 

p 2 cos2o — A 
p 2 sin 25 ~ B 

Nga ekuacioni i fundit kemi: 


p sin6 = 


2 pcos5 

B 


(16) 
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ndërsa i pari shkruhet siç vijon: 

(p coso) 2 — (p sinS) 2 = A 

E zëvendëojmë p sind: 

B z 


ose 


(p cos5) 2 — == A 

4 (p coso) 2 


(p cos5) 2 — A(p cos5) 2 B 2 = 0 

4 


E zgjedhim këte ekuacion 


(p cos5) 2 - ~ (A + V A 2 + #) 
2 


Pastaj nga (17) rrjedh 


prej nga 


( p sin5) 2 -■ (p cos5) 2 — A 


(p sin5) 2 = — (~ A + V ^4 2 + B z ) 

2 

Vlerat e fituara i zëvendësojmë në (15) 

n\ = sirfa + — (A + VA r +B 2 ) + — 
2 2 


AA- A 2 + B 2 ) — n% A z A 2 + B 2 


n l 


n 2 —y, z 


n z +% 2 


n 2 « = - sm 2 a + - A + — V A 2 + B 2 

2 2 2 


2 n% 


B 


Duiiefc t’i njehsojmë shprehjet 

(n 2 + x^V-A' + B* = | (m 2 + x 2 ) 2 1 


! 2(k 2 - x 2 ) sin 2 « + 


-l- ( ?z 2 — x 2 ) sin 4 a + 4 n 2 /. 2 sin 4 a 


( rc 2 + % 2 ) 2 
1/2 


( 7 J 2 + % 2 ) 4 


(7Z 2 + X 2 ) 4 


V (tz 2 + x 2 ) 2 “ 2(tz 2 “x 2 ) sin 2 a + sin 4 a 


= V 4 + (7Z 2 — x 2 ) 2 — 2(77 2 ~ x 2 ) sxn 2 a + sin 4 a = 


(17) 


(18) 


(19) 


( 20 ) 


= tz 2 x 2 + (77 2 ~ x 2 ~ sin 2 a) 2 
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dhe 


( 71? — V? 

(n 2 ~ v?) A - 2 n%B = n 2 ~ % 2 - ~ 9 sin a a - 

(n + % 2 ) 2 


4 n z % z sin 2 a 
(?z 2 + ot 2 ) 2 

Keto vlera i zëvendësojmë në (20) 


— n 2 — % 2 ~ sin a a 


?i 2 a = [n 2 ~ x 2 + sin 2 a + yj$n 2 % 2 + (n 2 ~ x 2 — sin 2 a) 2 ] (21) 

2 

Kjo është shprehja për indeksin real të thyerjes dhe shprehet me ndih- 
mën e konstanteve n, % dhe këndit të rënies a. Shohim se në përcjellës 
indeksi i thyerjes varet prej këndit të rënies. 

Faktorin real të thithjes e gjejmë duke e ngritur në katrorë shpreh- 
jen(10). 

% 2 a = n 2 (p sin5) 2 + x 2 (p cos§) 2 + 2n%(p cos5)(p sin5) 

I zëvendësojmë shprehjet (18) dhe (19) 

v}„ = n (- A + V-A 2 + &) + ~ (A + V-A 2 + B 2 ) + 2 n% 

2 2 2 

„ 2 + - g2 = 1 [_ (W 2 _ %Z) A + + % 2) V A a + B 2 + 2» xB 

2 

dhe pasi t’i zëvendësojmë vlerat e hjehsuara më parë fitojmë 

x 2 = .[— n 2 + x 2 + sinia + V 4?zV + (?z 2 % 2 — sin 2 a) 2 (22) 

2 

Kësisoj i kemi përcaktuar konstantet optike të përcjellsit. 
c) Këndi i rënies për të cilin nnk ka iliyerje 

Meqë indeksi i thyerjes n a varet nga këndi i rënies, në përcjellës 
duhet të ekzistojë përveç këndi a = 0 edhe snjë kënd tjetër për të cilin 
nuk ka thyerje të dritës. Ky do të jetë këndi për të cilin vlenë 

;• v,- • 4» = a 


Shfrytëzojmë shprehjen (21) 

1 = — - [n* - % 2 + sin 2 a + V + (n 2 — % 2 — sin 2 a) 2 

2 • • 

2 — n 2 + % 2 — sin 2 a = V 4n 2 x 2 + (n 2 ~ % z ~ sin 2 a) 3 
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E ngrisim në katrorë 

4 + (n 2 — % 2 ) 2 + sm 4 a — 4(n 2 — % z ) ~ 4 sinV. + 2 (n 2 - x 2 ) sin 2 a = 
= + (n 2 — x 2 ) 2 — 2(n 2 — r?) sin 2 a + sin 4 a 

ose 

(n 2 — x 2 1 ) sinV = n 2 x 3 + n 2 — x 2 — 1 

prej nga 

n 2 x 2 

sinV = 1 + — — 

n 2 —% 2 -~l 

dhe këndi i kërkuar është 


sina = 



(23) 


Pasi t’i zëvendësojmë vlerat konkrete për këtë këndë fitojmë: për ha- 
kër 62,9% për argjend 71,9% ndërsa për ari 76,2% 


7. KALIMI NË OPTIKË GJEOMETitlKE 

Shqyrtimi i përhapjes së dritës në mjedise homogjene është shu- 
më më i thjeshtë se sa në mjediset johomogjene. Për mjediset joho- 
mogjene jemi të detyruar të shfrytëzojmë metoda të përafërta, ndër të 
cilat më të rëndësishme janë ato të zhvilluara si optikë gjeometrike. 
Nëse gjatësia valore e dritës është e vogël në krahasim me gjatësifcë 
në të oilat paraqiten ndërrimet e vetive makroskopike të mjedisit të 
shqyrtuar, atëherë në pjesë shumë të vogla të fcij mjedisit mund t’i për- 
shkruajmë indeks të caktuar të thyerjes, ndërsa përhapjen e dritës ta 
shprehim me valë të rrafshta. Ky shqyrfcim do të jetë më i saktë sa më 
e vogël të jetë gjatësia valore e dritës. Optika gjeometrike i përfshin 
ato Iigje të përhapjes valore të cilat rrjedhin gjatë kalimit kufitarë kur 
gjatësia valore tenton në zero. 

Le të jetë 4> njëra komponenfcë e fushës së dritës. Nga ekuacionet 
e Maksuelit për mjedis izotrop dhe homogjen fitohet ky ekuacion di- 

ferencial (shiko ekuacionin (XV.1.4) për vektorin E apo H) 

A<J> = — “(|i (1) 

ç 

Meqë n = - — do të kemi: 
v 

?7 2 ■ ’ 

A*“ 

C 2 
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E dijmë se zgjidhja e këtij ekuacioni diferenciai për mjedis ku indeksi 
i thyerj.es është konstant është 


<p — a e i( - k 


toO 


( 2 ) 


Kemi vërejtur se gjatë reflektimit dhe thyerjes nuk ndërron frekuenca 
e dritës, prandaj edhe pse ndërron indeksi i thyerjes në mjedise joho- 
mogjene, frekuenca në to mbetet konstante. Do të ndërrojë vetem shpej- 
tësia apo gjatësia valore. Zgjidhjen e ekuacionit të valës për frekuencë 
konstante mund ta shkruajmë në formën 

<J> = u{x, y, z) e~ i(At . (3) 


Për indeks koostant të thyerjes funksioni i amplitudës fitohet në më- 
nyrë të drejtpërdrejtë duke e ndarë funksionin në pjesën kohore dhe 
hapësirore. Pra, ky funksion do të kishte formën 


u = ae l 


k r 


(4) 


Derivati i parë dhe i dytë sipas kohës i funksionit të valës (3) është 

io)u e~ i(at 
$ (o 2 u e~ itat 


E zëvendësojmë në ekuacionin <1) derivatin e dytë kohorë dhe pasi të 
thjeshtësojmë me funksionin eksponencial fitojmë 

(i) 2 

A u -\ n 2 u — 0 (5) 

c 2 


Në këte ekuacion indeksi i thyerjes duhet të kuptohet si funksion i cili 
ndërron ngadalë. 

Për mjedise homogjene funksioni valorë paraqet valë të rrafshtë, 
por sipas asaj që cekëm në fillim edhe për mjedise johomogjene në 
pjesë të vogla të mjedisit përhapjen e dritës mund ta shprehim me va- 
lën e rrafshtë 

u = a(x, y t z) e l F < x > y > $ (6) 

Amplituda a është funksion i cili ndërron ngadalë, ndërsa faza hapësi- 
rore është përafërsisht funksion linearë i koordinateve. Ne këte më- 
nyrë mund të mos i përfillim derivatet e funksioneve që ndërrojnë nga- 
dalë. Do të kemi: 


2“= eV + toiLa* 
dX dX dX 



e iF 


d z u 
dx 2 



e iF + ia 


dF . j9F 
dx dx 


e iF a 



e iF 
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Këtu derivatin e dytë të F nuk e përfillim si madhësi të vogël të rendit 
të lartë. Në mënyrë të ngjajshme do të fitojmë edhe për dexivatet tjera 
sipas y dhe s. Fasi t'i mbledhim derivatet e fituara të funksionit valorë 
fitojmë 



sepse u = a e iF 

Ndërsa ekuacioni i valës redukohet në formën 


(—) 

2 + ( d q 

1 + m 2 

0)2 2 
= “ — n 2 

(7) 

\dx / 

\ dy ) 

\ as ; 

c 2 



Ky ekuacion e përcakton fazën F si funksion të koordinateve. Nëse e 
dijmë zgjidhjen e tij, atëherë sipërfaqet e fazëve të njëjta përcaktohen 
me ekuacionin 

F(x, y, z) = const. 

Normalisht ndaj sipërfaqeve të fazëve qëndron kahja e përhapjes së 
dritës, prandaj problemi i përhapjes së dritës në mjediset johomogje- 
ne, për gjatësi mjaft të vogla valore shndërrohet në problemin e kër- 
kimit të familjes së sipërfaqeve ekuifazore, fig. 107. 

Nga ekuacioni (7) mund të përfitojmë një parim mjaft të rëndë- 
sishëm të optikës gjeometrike. Ekuacionin e shkruajmë në formën 

I grad F\ — n (8) 

c 

Nëse indeksin e thyerjes e shkruajmë në kahje të gradientit në sipër- 
faqen fazore, atëherë (8) mund ta shkruajmë në formë vektoriale 

gradF — - w - n sepse n = n a n (9) 

c 

E paraqesim në fushë të dritës një lakore të mbyllur të asaj forme e 
cila në rrugën MNP përputhet me rrezen e dritës, ndërsa pjesa tjetër 
PCM është e çfarëdoshme, fig. 108. 

I-ntegrali vijorë i shprehjes (9) është 

$ grad F dl = --- § ndl = § 
c 

sepse funksioni F është i njëvlefshëm. Pra, 

$ndT= 0 (10) 

Pasi që integrimi kryhet nëpër vijë të mbyllur këte mund ta ndajmë 
në dy pjesët e lakores 


Ç ndl^r f ndl = 0 

Pt tl 


(11) 
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Fig. 107 Pig. 108 


Përgjatë rrugës së dritës vektori n e ka kahjen e elementit vijorë d l 

prandaj prodhimi ndl në mtegralin e parë është i barahartë me n d l 
Në vend të integrimit nëpër vijen PCM mund të integrojmë integralki 
e dytë nëpë MCP ashtu që këtij i ndërron parashenja. Nëse e shënojmë 

me « këndin në mes të n 0 dhe d l në bazë të asaj çka u cek më parë 
mund të shkruajmë 

f ndl~ f ndl cosa 

MNP . . . IXM . 

dhe meqë cosa < 1 do të kemi 

/ ndl< f ndl (12) 

MNP J'CM 

Ky është formulimi ekzak-t i parimit të Fermatit. Kuptojmë se integra- 
li ka vlerë mkiimale nëse merret përgjatë rrugës së dritës. 

p 

\ndl = minimum ( 13 ) 

M 

Nëpër çfarëdo rruge tjetër e cila nuk përputhet me rrezen e dritës in- 
tegrali do të ketë vlerë më të madhe se (13). 


Nëse indeksin e .thyerjes e shprehim si herës të shpejtësisë së dri- 
tës në mjedis dhe boshllëk 


do të kemi 


apo 


p 



= minimum 



minimum 
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Ky dntegral kuptohet si vijon. Drita me shpejtësix; e kalon rrugën dl 
gjatë kohës dt , prandej integrali paraqet diferencialin e kohës 

p 

j dt = minimum. 

M 

Pra, drita në mes të dy pikave të caktuara përhapet nëpër atë rrugë 
për të cilën i nevojitet kohë minimale. Këte parim e ka formuluar Fer- 
mati më 1665 duke e përgjithsuar ligjin e thyerjes. Nga ky parim mund 
të përfitohen të gjitha ligjet e optikës gjeometrike. 


8. PARIMI I VARIACIONIT NË MEKANIKË DHE DIDHJA 

ME OPTIKËN 

Të kthehemi edhe njëherë në kapitullin VII të këtij lihri. Kemi ce- 
kur atje se ekuacionet diferenciale të lëvizjes së grimcës mund të zë- 
vendësohen me parimin e variacionxt 

/l(x, y , z, x, y, z, t) dt = ekstrem. (1) 

A 

ku L është funksion i njohur i koordinateve dhe shpejtësive. Integrali 
është funksion i pikës fillestare dhe të fundit të cilat gjatë variaciomt 
mbesin konstante, 

5 f L dt-0 (2) 

A 

Nëse gjatë kohes forcat janë konstante, atëherë funksioni i Lagranzhit 
shprehet në formën 

j L = m v* ~~ U(x, y, z) (3) 

2 

Por meqë energjia është konstante 

E - _.L. m v* + 17(35, y, z) (4> 

2 

Nga (3) dhe (4) për Lagranzhian fitojmë 

L = mv 2 ~~ E 

ndërsa (2) do të ketë formën 

a /l dt = b f ( mv 2 - E) dt = 0 (5) 

A A 

Meqë energjia është konstante mund të mos e shkruajmë. Në anën tje- 
tër e dijmë se 
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dhe (1) e shkruajmë për një grimcë 

B 

f mv dl = ekstrem. 

A 

Impulsin i cili figuron në (6) e gjejmë nga 

E = — - — mv 2 + U 
2 


(6) 


prej nga fitojmë 

p = rni? =■ V' (Ë ~ U) 

Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (6) 

b • 

f 2m (E ~~ U ) dZ = ekstrem . (7) 

Parimi i variacionit (7) formalisht mund të merret i ngjajshëm me pa- 
rimin themelor të optikës gjeometrike (XVI .7. 13) 

B 

f ndl~ ekstrem. (8) 

A 

ashtu që përhapja e dritës në mjedis me indeks të ndryshuar të thyerjes 
i përgjigjet lëvizjes së grimcës në fushë me potencial të ndryshuar. Pra, 
nga (7) dhe (8) kemi 

n z ~2m(E-U) (9) 

Duke u hazuar në këte formalisht ligjet e optikës gjeometrike mund 

të shndërrohen në ligje të lëvizjes së grimcave. 

Shprehja (6) është f-unksion i cili varet nga lmfiri i larfcë. Këte do 
ta shënojmë me s, Do të kemi 


S=fpdl (10) 

A i 

Për rrugë të vërtetë të grimcës elementi vijorë ka kahje të impulsit, 
prandej për shprehje të fundit do të kemi: 


£= fpdr 

AX 

Diferenciali i këtij funksioni është: 


dS = p dr = p x dx + p y dy + p z dz 
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prej nga për komponente të impulsit fitojmë: 


35 

dX 


Vx 




Shuma e tyre është: 


p 2 = + V 2 y + V\ ~ 



(XI) 


ose 


+ /i£\ 2 + (&L\ Z = 2m(E~U) (12) 

\dx/ \dyl \dz' 


E kemi fituar ekuacionin e Hamilton-Jakobifc (shiko ekuacionin VII. 
19.13). Formalisht, ky ekuacion përputhet me ekuacionin (XVI. 7 .7) për 
përcaktimin e fazës hapësirore në optikë gjeometrike: 



Pra, për funksionin S, formalisht vlenë i njëjti ekuacion diferencial. 
sikurse për fazën hapësirore të valës së dritës. 

Nëse e dijmë zgjidhjen e ekuacionit (12) atëherë: 


S(x, y, z) - const 

paraqet ekuacionin e familjes së sipërfaqeve, ashtu që kahja e impulsit, 
do të qëndrojë normalisht në to, (fig. 109). 

Në optikë rol vendimfcar kanë frontet e valëve, ndërsa rrezet të- 
cilat qëndrojnë normal në këto sipërfaqe nuk kanë rëndësi primare. 
Në mekanikë vlenë e kundërfca. Në mekanikë klasike gjendja reale pa- 
raqitet me rrugët e grimcave. Nëse ekziston ngjajshmëria formale në 
mes të mekanikës dhe optikës atëherë edhe lëvizjet e grimcave do të- 
mundemi t'i përshkruajmë me sipërfaqe fazore, ashtu që rrugët e 
grimcave do të qëndronin normal në to, Funksioni S do t'i pergjigjej 
fazës hapësirore të valës së dritës. 

Për lëvizje të lirë të grimcës me impuls konstant funksioni 5 e ka. 
formën: 

s ~ f p dr — pr 

Nëse e krahasojmë këte funksion me fazën e valës së rrafshtë 


— > 

F — kr 


fitojmë: 


P 


1 

X 


(13)« 
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COnSt 



Fa c onsl 


Fig. 109 


Në mekanikë klasike funksioni s ka 
ngelë vetëm si konstruksion matema- 
tik, sepse gjendja reale përshkruhet 
me rrugën e grimcave. Kjo ngjajshmë- 
ri në mes të mekanikës dhe optikës 
gjeometrike në studimin e fizikës kla- 
sike nuk ka gjetur kuptim më të the- 
llë, por vet tentimi që mekanikës t’i 
jepet forma e optikës gjeometrike ka 
hapur shtigje të reja në fizikë. Duke 
u nisur nga fakti se optika gjeometri- 
ke është rast i veçantë i optikës valore ka mundur të paraqitet ideja 
se edhe mekanike klasike është përafrim i ndonjë teorie valore të për- 
gjithësuar. Atëherë ngjajshmëria në mes të dritës dhe materies tjetër 
do të ishte e plotë. 

Duke u nisur nga këto dde de Broli propozoi që edhe lëvizja e grim- 
cave të prezentohet me lëvizje valore, ndërsa Shredingeri për këto valë 
të materies e paraqiti ekuacionin e ngjajshëm me -ate të dritës (XVI. 7. 5) 

4tcHv^ 

Aw + — n* u~ 0 (sepse w = 2tcv) 

c a 

me ndryshim se për indeks të thverjes paraqitet shprehja (9) 

A u H- const. (E — U) u = 0 

Ky ekuacion njihet si ekuacion i Shredingerit, i cili shërben si hazë e 
mekanikës së kuanteve, përkatësisht mekanikës valore. 


9. TEOEIA E MSPE&ZIONIT TË DRITËS 

a) Të metat e teorisë së Maksuelit për dritën 

E dijmë se gjatë kalimit të dritës së bardhë nëper prizmë optike 
paraqitet disperzioni i dritës, zbërthimi i dritës së bardhë në gjatësitë 
valore përbërëse. 

Në prizmë drita thehet dy herë, prandej nga eksperimentet duhet 
të përfundojmë se indeksi i thyer jes varet prej f rekuencës se dritës, 
ashtu që drita me f rekuenca të ndryeshme thehet me kënde të ndrye- 
shme. 

E dimë se indeksi i thyerjes përkufizohet si marrëdhënie 


v 

Meqe është 


c = 


1 


1 

V 


V £#« 


dhe v = 
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fitojme 



Nëse mjedisi nuk është feromagnetik, atëherë p. « \x 0 dhe do të fitojmë 

]/— ( 1 ) 

I £ 0 

ose 

r?= — ( 2 ) 

£ 0 

Kjo shprehje tregon se indeksi i thyerjes në teorinë e Maksvelit nuk 
varet nga frekuenca e drxtës. Kuptojmë se sipas kësaj teorie nuk duliet 
të ekzistojë as disperzioni i dritës, Por, kjo e dhënë nuk pajtohet me 
eksperimentet. 

Pastaj, sipas teorisë së Maksvelit të gjithë izolatorët duhet të jenë 
pa thithje, pra të tejdukshëm, ndërsa të gjithë përcjellësit për arsye 
thithjeje duhet të jenë jo të tejdukshëm. E dijmë se te shumica e ma- 
terialeve kjo është e vërtetë, por paraqiten edhe përjashtime. Ekzistojnë 
izolatorë të shkëlqyer të cilët janë të pa tejdxikshëm, p.sh., porculani 
apo hakeliti, por edhe në mes të përcjellësve ka të atillë të cilët janë të 
tejdukshem, p.sh., disa elektrolit. 

Nga kjo që u tha më sipër mund të përfundojmë se teoria e Maks- 
velit saktësisht e shpjegon një numër të madh të dukurive optike, por 
ka edhe aso dukuri për të oilat rezultatet e kësaj teorie janë në kundër- 
thënie me të dhënat eksperimentale. 

Prandej, duhet kuptuar se teoria e Maksvelit është e saktë, por në 
te paraqiten disa detaje të cilat janë paraqitur në mënyrë shumë të 
thjeshtë, prandej për disa pyetje të veçuara dërgon në rezultate të pa 
pranuara. 

Është treguar se pika të dobëta të teorisë së Maksvelit paraqesin 
madhësitë të cilat i shprehin vetitë e materialeve. Kësisoji, për kon- 
stantë dielektrike, permeabilitet dhe përçueshmëri specifike kemi su- 
pozuar se janë konstante. Ky supozim është paraqitur për fushat stati- 
ke dhe si i tillë është zgjeruar për fusha të ndryshuara si edhe për fusha 
te të eilat ndërrimet kohore janë tepër të shpejta, sikurse është fusha 
e dritës. A është kjo e saktë? Shumë lehtë mund të bindemi për për- 
gjegjen negative. Të cekim një shembull. XJji e ka konstanten relative 
dielektrxke 



ashtu që sipas (1) indeksi i thyerjes për te do të jetë 


n ~ 9, 
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ndërsa eksperimentet tregojnë se për ujë kjo vlerë është 

n - 1,33 

Në anën tjetër, eksperimentet tregojnë se valët elektromagnetike me 
gjatësi valore me të madhe se 1 cm nuk kanë disperzion dhe për to 
vlenë relacioni i Maksvelit <1). Prandej mund të përfundojmë se për 
valë me frekuencë të vogël rezultatet teorike dhe matjet eksperimentale 
përputhen, por për frekuenca tepër të mëdha, sikurse në valët e drxtës 
paraqitet devijim mjaft i madh i këtyre rezultateve. 

Duke u bazuar në këte që cekëm është e arsyeshme që teoria të 
korrigjohet duke supozuar se konstanta dielektrike nuk është konstantë 
e vërtetë. Kjo është konstante vetëm në fushat stacionare ndërsa në 
fushat të cilat shumë shpejt ndërrojnë gjatë kohës varet prej frekuen- 
cës së lëkundjes së valës elektromagnetike. Natyrisht se vlera e saj 
mund të merret si konstante jo vetëm në fusha stacionare por edhe 
në ato të cilat ndërrojnë ngadalë gjatë kohës. Në mënyrë të ngjajshme 
vlen edhe për madhësitë tjera karakteristike të materialit të mjedxsit. 

Zgjerimin e teorisë së Maksvelit në këte drejtim e ka kryer Lo- 
renci. Teoria e tij njifet si teori elektronike. Në të vërtetë në teori të 
Maksvelit, materialet nëpër të cilët kalon drita nuk kanë strukturë, 
ndërsa në teorkië e Lorencit supozohet se ato përmbajnë grimca elek- 
trike në mes të cilave gjenden elektronet lëvizëse. Nga këtu vjen edhe 
emri i teorisë. 


b ) Teoria elektronike e disperzioxxit 

Materialet përbëhen nga molekulat në të cilat gjenden elektronet. 
Kur nëpër izolator kalon vala elektromagnetike, atëherë kjo me fushën 
e vet vepron në elektrone dhe i detyron të kryejnë lëvizje lëkundëse. 

Elektronet në molekule janë të lidhura me forca. Për këto mund 
të paraqesim hipotezën punuese teorike. Sipas Lorencit duhet supozuar 
se këto forca janë proporcionale me zhvendosjen e elektroneve nga 
pozitat ekuilibmese. Konstanten e proporcionalitetifc do ta shënojmë me 
— m<s) 2 j, ashtu që forca e cila e lidhë elektronin me pozitë ekuilibruese 

— > 

ështe e barahartë me — ma 2 / r, ku r është zhvendosja e elektronifc nga 
kjo pozitë, E dimë nga mekanika se trupi i zhvendosur nga pozita ekui- 
libruese nën veprimin e forcës së tillë kryen lëvizje oshiluese harmonx- 
ke me frekuencë ciklike w,*. Këte e quajmë frekuencë vefcjake të lëkund- 
jeve të lira të elektronit. Supozojmë se elektronet në molekulë kanë 
frekuenca të ndryshme vetjake të lëkundjeve, prandej pranë simbolifc 
për frekuencë e shënojmë indeksin j. Do të supozojmë gjithashtu se for- 
oat veprojnë në elekfcrone ashtu që ata lëkunden sikur të gjendeshin 
në ndonjë mjedis rrezistues. Forcën e rrezistencës e shprehim në for- 


mën — a/ r. Këtu madhësia a ; - është e ngjajshme me koeficientin e re- 
zistencës i cili varet prej ndërfcimit të molekulës. Përveç këtyre forcave 
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4 , 

vepron edhe fusha e jashtme me forcë e E, Në hazë të kësaj çka u cekë 
në elektronin e shqyrtuar vepron forca: 

— ♦ — + — > — > 

/ — - mo) z i r - ajr + eE 

Në vend të forcës shënojmë prodhimin e masës dhe nxitimit dhe fitoj- 
më ekuacionin e lëvizjes së elektronit 

m r -f dj r + moo 2 / r = e E (3) 

E shumëzojmë me eNj/m, ku N f paraqet numrin e elektroneve në njësi 
të vëllimit të cilët e kanë frekuencën o> ; -. Do të kemi: 

e N,r + eN,r + to 2 ,- e N ; r = e 

m m 


Prodhimi e r paraqet momentin dipplarë, i cili paraqitet si rrezultat i 

' — » • • • • 

zhvendosjes së elektronit për r, ndërsa N/e r paraqet momentin e të 
gjithë dipoleve në njësi të vëllimit. Ky është kontributi i këtyre elek- 
troneve për polarizim të izolatorit 

Pj ™ e Nj r 


Prandej për polarizim vlenë shprehja 





P f + tO 2 / Pj = 
m 


Nje 2 
m 



(4) 


Fusha elektrike e cila vepron në elektrone është fushë e valës elektro- 
magnetike, prandej do të marrim se ajo ndërron si funksion harmonik 
i kohës 


E — E 0 e~ iwt 


(5) 


Për këte arsye ekuacionin (4) mund ta kënaqin vetëm funksionet oshi- 
luese harmonike me të njëjtën frekuencë, prandej zgjidhjen e marrim 
të formës 


me derivatet kohore 


P } - P 0 e~ { ^ 

Pj~~ius Pj 
Pj—0) Z Pj 


Sfi TTvrip nK fiy.ikS t.pririkp 



562 ■ HYHJS m PIZIKS TEOBIKE 

të cilat pasi.tl zëvendësojmë në (4) fitojmë 

/y . - — * ]\J . pt ■ rr*-- 

(~ <0 2 ~ i K - w + CD 2 ;) Pj = — f - — E 
iyi m 

Në anën e djathtë do të shkruajmë 

■■ ;-:■. N^Nfj . 

ku me N e kemi shënuar numrin e të gjitha molekuleve në njësi të ve- 
llimit, ndërsa /y tregon pjesën e këtij numri me elektrone që e kanë 
frekuencën vetjake to/. Pra, 


Pi 


m 




(a) 2 /H(o 2 )—i — } ~ o) 
m 


E 


Ky është kontributi 1 atyre elektroneve të cilët e kanë frekuencën veti- 
ake ovpër polarizim. Që të fitojmë tërë polarizimin duhet t'i mbledhim 
kontributet e të gjitha elektroneve me frekuenca të ndryeshme. 

Fitojmë: 


P^N 


e 2 fj/m 

(«)*/— «o : l )—% — — 
m 


E 


( 6 ) 


iLiclhmeria në mes të polarizimit clhe fushës elektrike shprehet ne 
formën •: 


P=(e 

dhe duke i krahasuar fitojmë 

c — c ~ /y 

w XV 




e 2 fj/m 


(co^hm 2 )-! 

m 


E pjesëtojmë me £6 

S = x + yi e 2 /,/m 

£ » e « (o> a # — <o a )-i — 

m 

Sipas shprehjes (2) në vend të c/€ 0 mund të shkruajmë n 2 . Meqë vlera 
e fituar nuk është reale duhet të shkruajmë 
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Prandej, 


(» + + 


N 


e z fj/m 


£o LjJ (co 2 ;—! 0) z )~i 

m 


Anën e majtë e ngrisim në katror, ndërsa në të djathten e eliminojmë 
numrin kompleks nga emëruesi 


,re 2 - + i 2 nx =1 + 


&J±. 

m 


(to a ,~« 2 )+i — * — 

m 




m 2 


I barazojmë pjesët reale dhe imagjinare dhe fitojmë 

e*f } 


n 2 ~~ v 2 = 1 + 


2n% = 

So 


N 


m 


(w/~co 2 ) 


E ° ^-t " 1 (jco 2 ;— (tf) 2 ) 2 + — 

7 m 2 

we 2 / ; _ 




(!to 2 y Hto 2 ) 2 +-^- 

m 2 


(7) 


( 8 ) 


I kemi fituar dy ekuacione për përcaktimin e indeksit të thyerjes n 
dhe faktorit të thithjes Që te dyja janë katrore, prandej nuk do tl 
zgjidhim, por diskutimin do ta kryejmë nga vet ekuacionet. 


c) Në pjesën e dukshme të spektrit nuk ka thifhje 

Frekuenca vetjake e elektronit mund të jetë në cilëndo pjesë të 
spektrit. Së pari do të shqyrtojmë rastin kur në pjesën e dukshme të 
tij nuk gjen-det asnjë frekuencë e dukshme. Atëherë ndryshimi co 2 / - to 2 
është i madh dhe pasi që a } është i vogël mimd të marrim se vlenë 

(«*; - W 2 ) » 

m 

dhe mund të mos e përfillim faktorin 


0/0) 

m 


« 0 


;$s* 
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Atëherë cnga ekuacioni (8) fitojmë 


n%~ 0 

Pasi që n 0, do të jetë % = 0 (9) 

Në pjesën e dukshme të spektrit nuk ka thithje dhe izolatori eshtë i 
tejdukshëmv Në këte; rast ekuacioni (7). redukohet në 


ri 


1 .+ 


N 


e*fi 

7n((o 2 ;— to 2 ) 


( 10 ) 


Për këte rast do të marrim se të gjitha frekuencat vetjake gjenden në 
pjesën ultraviolete të spektrit. Frekuencën më të vogël do ta shënojmë 
me o) x . Do të jetë e mjaftuar që në serinë (10) të marrim vefcëm anëtarin 
e parë f>n.i > 


e 0 

sepse të gjithë anëtarët tjerë janë të vegjël, meqë o ) 2 7 -to 2 është i madh. 
Shprehjen e fundit rnund ta shkruajmë edhe në formën 


ri^ 1 + 





Në vend të frekuencave shkruajmë gjatësitë valore. Pasi që janë pro- 
porcionale të zhdrejta me frekuencat do të kemi: 



Këtu me Xi e kemi shënuar gjatësinë valore të dritës e cila i përgjigjet 
frekuencës (o* në hoshllëk, 

re2=1 + JL&Uj .-**.)- 1 
s 0 mu\ V X 2 / 

E kryejmë zhvillimin në seri të binomit 


ri 


1 + 


JL 

So 


#i Hx + n 

X 2 


mo)\ 


+ 


_*V 

X 4 


+ ...) 


I shënojmë koeficientët e anëtarëve 1/X me nga një germë. Ateherë këte 

shprehje e shkruajmë shkurtimisht në f ormën 
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Kjo është formula e Koshit për var- 
shmërinë e indeksit të thyerjes nga . 
gjatësia valore . Kohstantet A, B, C n 2 f 
për materiale -të ndryeshme janë të 
ndryeshme. Në përgjithësi shohim se 
indeksi i thyerjes zvogëlohet në më- 
nyrë monotone me zmadhimin e gja- 
tësisë valore sikurse shihet nga figu- 
ra 1 10. Prandej drita e kuqe e cila i 
ka gjatësitë valore më të mëdha, në 
prizmën optike zhvendoset më së pa- 
kut, ndërsa drita e kaltër me gjatësi Fig. lio 

valore më të shkurtëra, zhvendoset 

më së tepërmi. Kjo plotësisht i përgjigjet dukurisë së disperzionit të 
dritës. Pra, supozimet tona na dërgojnë deri te rezultati se izolatori 
është i tejdukshëm dhe tregon disperzion normal në pjesen e dukshme 
të spektrit. 

Mundësinë tjetër që në pjesën e dukshme të spektrit nuk ka thith- 
je e fitojmë kur pjesa e dukshme e spektrit gjendet në mes të dy fre- 
kuencave vetjake të elektronit. Supozojmë se kjo pjesë gjendet në mes 
të frekuencës së parë vetjake dhe të dytë. Atëherë në (10) duhet t’i 
marrim dy anëtarët të cilët përmhajnë frekuencat më të afërta vetjake. 



n 2 ^~ 1 + r 


n z = 

1 + 

»<■( A + 

h 

s 0 m \ (o 2 /— 'co 2 u) 

\ -Aoy 

Ne z . 

ft 

/ _ « 2 \-i Ne 2 

hSl/ 

z 0 m 


\ w 2 j / z 0 m 

(0 2 \ 


( t) 2 z ' 
C0 2 ; 


Edhe në këte rast i paraqesim gjatësitë valore në vend të frekuencave 

' + ' Ji-.it - 1UL ML(t -JLX 1 

s 0 m co 2 i \ X 2 / z 0 m 4r:V\ f 

I zhvillojmë seritë e binomit 


n* 


1 + 


Ne 2 ft 
e a m co : 


r( I+ 


XV , Vx. 


x 2 




. V- Ne *fz ( 
X 4 / ■ .M z ejmv z \ 


X 2 .+ 4 


X 4 


X 2 


+ 


Pasi që paraqesim shënimet e shkurtëra per koeficientë do të kemi për 
indeks të thyerjes 


n*==A +JL..+ S-. + ... -SX 2 -TX 4 - (12) 

x s X j 

Kjo formulë ndryshon nga ajo e Koshit për anëtarët negativ. Këta nuk 
e ndërrojnë karakterin e disperzionit. Edhe në këte rast disperzioni 
është normal, që do të thotë se indeksi i thyerjes është më i vogël për 
gjatësi të mëdha valore. Këte funksion gjithashtu e shpreh grafikisht 
lakor ja e cila zvogëlohet ne mënyrë monotone . "• ' 
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Në -seritë (11) dhe (12) duhet të merren në njehsim aq anëtarë sa 
i kërkon saktësia e rezultateve. Zakonisht mjafton të meirefc anëtari 
me X 2 . Eksperimentet e kryera për izolatorë të tejdukshëm e yërtetojnë 
saktësinë e formulës së Koshit. 


d) Thithja gjendet në pjesën e dukshme të spektrit 

Do të supozojmë se njëra prej frekuencave vetjake të elektrcnit 
të themi frekuenca j gjendet në pjesën e spektrit të dukshëm. Në këte 
rast në ëkuaciohët ( 7 ) dhë ( 8 ) mund t’i mos përfillim të gjithë anëtarët 
përveç anëtarit j. Fitojmë 

(13) 
m z 

Ne 2 _ fjCCjoy 

£ 0 m 2 ^ 

m z 


ri 


i + HJL 

t 0 m 


Në këte rast ekziston thithja e cila 
e ka vlerën -e vet maksimale në rre- 
thinën e gjatësisë valore X e cila i 
përgjigjet frekuencës vetjake. Kah 
gjatësitë valore të mëdha dhe te vo- 
gla X zvogëlohet dhe bëhet e pa për- 
f illshme për ndryshim të madh të 
X - X/. Në fig. 111 me vija të ndër- 
prera është paraqitur varshmëria 
e faktorit të thithjes nga gjatësia 
valore. Hapësira e gjatësive valore 
në të cilën % ka vlerë të konsideru- 
1 X ar quhet hapësirë thithjeje. Fër kë- 

Pig U1 to gjatësi valore të dritës izolatori 

është i patejdukshëm, ndërsa për 
gjatësi tjera është i tejdukshëm. Nëse hapësira e thithjes mbulon tërë 
spektrin e dukshëm atëherë izolatori është plotësisht i patejdukshëm. 
Në të kundërfcën, nëse kjo mbulon vetëm një pjesë të spektnt të duk- 
shëm atëherë izolatori është i tejdukshëm, por drita të cilën e lëshon 
ështe e ngjyrosur sd rezultat i përzierjes së te gjitha gjatësive valore 
lëshuese. 

Indeksi i thyerjes n në hapësirë, jasht hapësirës së thitiijes është 
funksion rënës i gjatësisë valore. Këte funksion mund ta paraqesim 
grafikisht. Majtas dhe djathtas hapësirës së thithjes kjo është lakore 
ë cila zvogëlohet. Meqë kemi të bëjmë me funksion rënës, atëherë in- 
deksi i thyerjes majtas nga hapësira e thithjes duhet të ketë vlerë të 
vogël, ndërsa djathtas nga kjo duhet të ketë vlerë të madhe. Shprehja. 
tregon se n është funksion i pakuptuar i gjatësisë valore, prandej ska- 
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jet e vijës jasht hapësirës së thithjes duhet t’i bashkojmë në formën me 
të thjeshtë, sikurse është treguar në fig. 111. Shohim se indeksi i thyer- 
jes n në hapësirë të thithjes rritet me X, pra, zotëron në mënyrë të 
kundërt nga zotërimi i tij jasht hapësirës së thithjes. Prandej themi se 
izolatori në hapësirën e thithjes tregon disperzion jonormal. 


10. TEORIA ELEKTRONIKE E KONSTANTEVE OPTIKE 
TE METALEVE 


Në metale ekzistojnë elektronet e lira, prandej nuk ekziston forca 
e lidhjes së tyre me pozitë ekuilibruese. Edhe për metale mund të pa- 
raqesim ekuacionin e lëvizjes (XVI .9 .3) me ndryshim se këtu nuk pa- 
raqitet anëtari me frekuencë vetjake të elektronit, sepse ky anëtarë 
është rezultat i forcës së lidhjes me pozitën ekuilibruese. Për metale 
kemi këte ekuacion të lëvizjes së elektronit 


— > > 

m r + a r 


eE 


( 1 ) 


E shumëzojmë me eN/m dhe e paraqesim vektorin e polarizimit 


P + — P ^ 
m 


N e % 
m 


E 


Për fushë lëkundëse duhet të marrirn 


dhe fitojmë 


prej nga 


P — e~ i<a( 


or 


. « \ 
ZO) ”} 

m / 



E 



Ne 2 

m((fl z +i — ) 
m 


E 


Nga faktori i proporcionalitetit do të kemi 

c _ c ^ N e 2 

m(o) 2 +i——-y 

m 


dhe meqë 
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vlenë 

•/-•+*>%* = i N e 2 ((f) z ~w/m) 
m(tt> 4 '+i(o.®a z /on) 

I barazojmë pjesët reale dhe imagjinare 

n 2 T.tërrl - V :■ . N - r f. : : , . (2) 

. m( : to 2 -Ha/w 2 ) 


‘ V ' /• • • • CilOto • • : . • • : • . ;■■•■ . • • r — ' 

. : m 2 oy ( a z /m 2 ) 

Kemi fituar ‘ shprehje të njëjta sikurse për izolatorë. Edhe në metale 
kemi thithje të dritës, por në shumicën e metaleve e mbulon tërë 
spektrin e dukshëm. 




1 . TENZORI DIELEKTRIK 


a) Lidhmëria .në mes të indukcionit dhe fushës elektrike 


Kristalet janë mjedise anizotrope. Themi se një mjedis është ani- 
zotrop nëse vetitë e tij fizike varen nga kahja. Këso mjedise anizotrope 
paraqesin të gjithë kristalet, përveç atyre të cilët hëjnë pjesë në siste- 
min teseral kristalografik. Mjediset tjera sikurse janë, lëngjet gazet 
dhe trupat amorf, janë izotrope. Në këto mjedise vetitë fizike të trupa- 
ve nuk varen nga kahja dhe i shprehim me ndihmën e konstanteve spe- 
cifike të cilat kanë karakter skalari. Në teori të fushës elektromagneti- 
ke i kemi njohur tri konstante specifike të materialeve, e, \x dhe a. Në 
shqyrtimin e mjediseve anizotrope këto konstante nuk kanë të njëjtën 
vlerë në të gjitha kahjet. Do të kufizohemi vetëm për izolatorë që nuk 
janë feromagnetik. Atëherë a = 0 dhe = t-tc Prandej dy konstante janë 
të pavarura nga kahja. Ka ngelë konstanta e e cila nuk muna të ketë 
karakter skalari. 

E dijmë se konstantja dielektrike paraqet një faktor proporcio- 

naliteti në mes të vektorit të induksionit elektrik D dhe vektorit të fu- 

shës elektrike E. Në mjedise izotrope këta vektorë kane të njëjtën 
kahje por intensitete të ndryshme. Kur të paraqesim një sistem të 
koordinateve kënddrejta x lf x 2> x* këta vektorë mund t’i zbërthejmë në 
komponente të veta. Komponentet gjegjëse janë proporcionaie dhe për 
të gjitha paraqitet i njëjti faktor i proporcionalitetit s. Për mjedise 
anizotrope kjo nuk vlenë më. 


Në mjedise anizotrope komponentet e vektorit D duhet të varen nga 

komponentet e vektorit E në një mënyrë. Do të supozojmë se kjo var- 
shmëri shprehet në f ormë të funksioneve lineare. Se ky supozim është 
i arsyeshëm do të tregojnë rezultatet që mund të përfitohen nga kjo. 

Sipas supozimit tohe, duhet të paraqesim këto formula për lidhje 
në mes të vektorëve karakteristik për fushë elektrike 


Di = Zi?E i Si%E z + Si$E$ 

D z = £31^1 £32-^2 £33 E$ 

D z ~ £21^1 &23.E2 + s zz E z 


( 1 ) 
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Edhe në këte rast koeficientët i kemi shënuar me £ por me dy indekse. 

Indeksi i parë tregon se cilës komponentë të vektorit D i përgjigjet ai 

koeficient, ndërsa i dyti pranë cilës komponentë të vektorit E qëndron. 
Madhësitë e këtyre koeficientëve i shprehin vetitë e mjedisit. 

Koeficientët z ik mund tl interpretojmë si elemente të një matrice 

Sli & 12 , £i3 

£ 21, £22) £23 

£ 31 £32 £31 

E dijmë se komponentet e çdo vektori mund t’i mendojmë si elemente 
të një matrice me një shtyllë 



Ndërsa (1) mund ta shkruajmë në formën 

— > — -> • • • • • 

D~ e, E (3> 

Kemi fituar të njëjtën shprehje sikurse për mjedise izotrope, me ndry- 
shim në karakterin e madhësdsë s. Në mjediset izotrope s ka karakter 
skalari, ndërsa në ato anizotrope ka karakter tenzori. Këte tenzor e 
quajmë tenzor dielektrik. 


b) Slmetria e tenzorit dielektrik 

Do të tregojmë se tenzori dielektrik është tenzor simetrik. Tenzori 
quhet simëtrik nëse 

S«-A &ki (i> fc 1,2, 3) (4) 

Për vërtetimin e kësaj vetie fillojmë nga ligji mbi ruajtjen e energjisë. 
Teorema e Pointingut për izolator mund të shkruhet në formën 

~~ f (Wet + W,ng) dx — — $ N dS 
dt 

sepse ndërrimi i energjisë në vëllim të caktuar është i barabartë me 
fluksin e energjisë nëpër sipërfaqe e cila e mbyllë ate vëllim. Meqë është 

N ~ E x H 

anën e djathtë mundemi ta shndërrojmë në infcegral vëllimor dhe ta 
zbërthejmë 

§(E xH)dS - fdiv(EX H)dx~ f (H rotE -E rotH)dx 
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I shfrytëzojmë ekuacionet e Maksvelit 


rotn^D 


rot E B 


dhe do të kemi 


Meqë 


( / wd dx + / w», g dz) — f H B d'z + / E D dx 


fitojmë 


1bh= -J- H' 


w m = [x H H = H B 


Shohim se anëtarët e parë në të dy anët e ekuacionit janë të harabartë,„ 
prandaj mbetet 

— f Weidx = / E D dx 

dt J 

I barazojmë funksionet nën integrale dhe shumëzojmë me dt 

dWei"EDdt = EdD 

Shohim se prodhimi skaiarë EdD duhet të jetë diferencial i plotë i një 
funksioni. E shprehim këte prodhim skalarë me ndihmën e kompo- 
nenteve të vektorëve 


EdD 


EidDi 


dhe nga ( 1 ) 


tik dRk 


s ik Ei dEk~ > zuEidEi* 


(z ik Ei dE k + ZkiEk dE \ > 
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c) Elipsoidi i Frenelit 

E dijmë nga matematika se çdo tenzor simetrik mund ta shoqë- 
rojmë me një elipsoid. Do ta kryejmë këte për tenzorin dielcktrik. 

E kërkojmë vlerën e shprehjes 

■ • • 3 

E 2 ~ Zj E 2 . 

Meqë vlenë 

; : •. :■ • ■ ' . • •• $''■■■. • • . ••...••. ■ .* .•• . ■ • ■ 

Di~ ^ | £ ik Ek 
k~l 

do të kemi 

. v tl 



t-1 /< = I 


Herësi Ei/E = cos a,- parqet kosinusin e këndit që vektori E e mbyllë 
me boshtin x it Pra, 
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Do të konstruktojmë një sipërfaqe të atillë që nga një pikë arbitrare 
do të tërhjekim vektorët e pozitës me gjatësi r të përcaktuar me shpreh- 
jen 


Fundet e këtyre vektorëve do të qëndrojnë në një sipërfaqe, ekuacio- 
nin e së cilës do ta përcaktojmë. Mbarimet e çdo vektori i kanë koor- 
dinatet x» x 2 dhe x z e këto njëkohësisht paraqesin koordinatet e pikës 
në sipërfaqe të kërkuar. Pasi që konsinusi i kahjes së vektorit të pozi- 
tës cos <ti = Xi/r me ndihmën e ( 5 ) dhe (6) fitojmë 



l-J 'k^l 


ose në formë të zbërthyar 

Sii*^ 2 ! "t" & 22 .X Z 2 4 " £33X^3 "t 2 £12X3X2 4 %&z Z XzX$ 4 ~ 2 £31X3X3 1 ( 7 )- 


Kuptojmë se ky është ekuacion i sipërfaqes së rendit të dytë. Pasi që 
nuk ka pika pambarim të larguara, paraqet elipsoid. Ky elipsoid i sho- 
qëruar me tenzorin e dielektrikut quhet elipsoid i Frenelit. 

E dijmë gjithashtu nga gjeometria se elipsoidi e ka formën më të 
thjeshtë nëse boshtet e sistemit të koordinateve përputhen me boshtet 
e elipsoidit. Prandaj edhe këtu sikurse në rastet e ngjajshme më parë 
do të rrotullojmë sistemin e koordinateve për deri sa të mos përpu- 
then me boshtet e elipsoidit. Nëse koordinatet e reja i shënojmë me 
X u X 2 dhe X 9t atëherë ekuacioni i elipsoidit në formë boshtore do të 

jetë 

z x X\ + e 2 X 2 2 4 - Z 2 X\ = 1 (8> 


ndërsa tenzori dielektrik i ka 

elementet 



£1 

0 

0 

£ = 

0 

£2 

0 


l 0 

0 

s 3 


( 9 ) 


pra e ka formën e matricës diagonale. Këto komponente të tenzorit 

quhen komponente kryesore të tenzorit dielektrik. Në këte sistem të 

— > 

koordinateve lidhja në mes të vektorit D dhe vektorit E shprehet në 
formën 


A = 


D 2 t 2 E 2 


(10> 


D s — t z E z 
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Shifet se vektori D është paralel me vektorin E vetëm nëse vektori E 
e ka kahjen e njërit prej tri boshteve të elipsoidit të Frenelic. Për çdo 
kahje tjetër këta dy vektorë e mbyllin një kënd në mes veti. 

Për kahje të dhënë të vektorit E mund ta gjejmë kahjen e vekto- 

rit D me një kons.trukcion gjeometrik me ndihmën e elipsoidit të Fre- 
nelit. Këte konstruksion së pari e paraqiti Puansoni. 

Fillojmë nga funksioni, i cili analitikisht e shpreh elipsoidin e 
'Frenelit 

7-s*X* 1 + + 

E përcaktojme kahjen e normales në elipsoid. Sipas rregullave gjeo- 
metrike kjo kahje përcaktohet me proporcionin 


df . a/ . 3/ _ _ v v v 


Kemi vërejtur se vlenë 


prandej 


— cos ai = — ■■■■ 

r E 


X x :X z :X,^E x :E z :E, 
•dhe mund të shkruajmë g, 

df . df . df 


QX, 3X Z dX, 


s A : £ 2 ^ 2 : ^E, ~D ± :D 2 :D, 


Shohim se vektori D e ka kahjen e nor- 
males në elipsoid.të Frenelit. Në fig. 112 është 
visatuar prerja e elipsoidit. Rreze vektorin e pi- 
kës A le ta paraqet vektori i cili e ka kahjen 

e vektorit F. E vizatojmë në pikën A normalën 
në elipsoid. Kjo normale me kahjen e vet e për- 

cakton kahjen e vektorit D. 

Konstruksioni i cekur ofron mundesi të për- 

caktohet edhe intensitëti i vektorit D. Sipas (10) 
mund të shkruajmë 

Ana e djathtë e kësajë shprehje tregon ekuacionin e elipsoidit 1 cili 

është i ngjajshëm me elipsoidin e Frenelit, i cili si rreze i ka gjatësitë 

— > 

e vektorit të fushës elektrike E. Në ekuacion të elipsoidit ky trinom du- 
het të jetë i barabartë me një. Pra 




OPTIKA E KRISTALEVE_ 

Sipas përkufiximit të prodhimit skalarë është 

E D cosc p = 1 
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ose 

•• ~ • — E cosa (11) 

D 

— > 

Përfundojmë se projeksioni i gjatësisë së vektorit E është e barabartë 

me vlerën reciproke të intensitetit të vektorit D. 

Nëse tenzori dielektrik është i njohur, atëherë mund të vizatohet 
elipsoidi i Prenelit dhe me konstruksionin e përshkruar për çdo kahje 

të vektorit E mund të përcaktojmë vektorin D. 


d) Elipsoidi i indekseve 

Për paraqitjen e lidhjes në mes të vektorëve D dhe E në mjedise 

— > 

anizotrope kemi filluar nga supozimi se komponentet e vektorit D janë 
funksione lineare të komponenteve të vektorit E. Mund të marrim 
edhe anasjelltas, që komponentet e vektorit E t’i paraqesim si funk- 

sione lineare të komponenteve të vektorit D. Atëherë mund të shkruaj- 
më: ... 

E\ = d\i D\ d\z D z "t' £ljg D$ 

jE? 2 = a 2 1 D\ "t* d 2 2 D<i 4- ci 23 D z (12) 

E z = d zl A + a 32 D z + a 33 D z 

E paraqesim tenzorin a 



d\\ 

a u 

ais 

a — 

(hi 

a%z 

a z -s 


. a n 

a n 

a 33 j 


dhe (12) mund ta shkruajmë në formën 

E = dD (14) 

Tenzori a quhet tenzor i indekseve. Tani mund të përsërisim tërë ate 
çka është cekur për tenzorin e dielektrikut dhe do të fitonim rezultate 
të ngjajshme. Themi se kjo mënyrë e paraqitjes është duale me ate të 
cilën e kemi shqyrtuar deri tani. Kuptohet se këto dy mënyrë të para- 
qitjes mund të lidhen ndërmjet veti. Për përfitimin e kësaj lidhmërie 
shprehjen (14) e shumëzojmë me. matricën reciproke a~\ 
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D-a~ v E 

Kur këte e krahasojmë me (3) shohim se është 

e - a- 1 <15 ) 


a = e" 1 

Përfimdojmë se tenzori dielektrik dhe i indekseve janë reciprok njëri 
ndaj tjetrit. 

-.iiSfoftf ;-.ft është tenzor simetrik, kësisoji ,do ’ të jetë ;edhe tenzori re- 
ciprok i tij. Kjo do të thotë se edhe tenzprin e indekseve mund ta li- 
dhim me një elipsoid. E quajmë elipsoid të indekseve, Kur ekuacionin 
e tij e shndërrojmë në hoshtorë do të ketë formën 

a x X\ + a 2 X\ + a 3 X 2 3 = l 

Në sistemin e koordinateve boshtore tenzorin ë ihdek^eVëd shpreh mat- 
rica diagonale 

f ' <x x ' 0 0 ' ; 

a ~ . 0 : = a* 0 

\ 0 .... P ,. J 

elenientet e të cilit, të qilët ndryshojnë nga zeroja quhen komponente 
kryesore të tenzorit të indekseve. Në këte sistem të koordinateve lidh- 
mëria (12) do të ketë formën 


E ! = a x A 

E 2 = a 2 D 2 ( 16 ) 

E 2 = a 3 D 3 

Pasi ta krahasojmë më ( 10) do të gjejmë 



(17) 


Gjithashtu me ndihmën e konstruksionit të Puanostit nga elipsoidi i 

w — > 

indekseve për vektorin e dhënë D mund të përcaktojmë vektorin gje- 
gjës E. 


2. KAKAKTERISTIKAT OPTIKE TË SISTEMEVE 
: KRISTALOGRAFIKE 

Kristalet i ndajmë në disa sisteme kristalografike. Ndarja kryhet 
sipas numrit të rrafsheve të simetrisë së kristalifc. Do të shqyrtojmë 
çfarë është tenzori dielektrik për sistemet kristalografike. ; 
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Kristalet të cilët fare nuk kanë rrafshe të simetrisë foëjnë pjesë 
në sistemin triklinik kristalografik. Tenzorin dielektrik e shpreh mat- 
rica 



£ u 

^12 

£3,3 

£ — 


£22 

£23 


£31 

£32 

£33 > 


Duke marrë parasysh se ky tenzor është simetrik kuptojmë se matrica 
përmhan gjashtë elemente të ndryshëm. Elipsoidi i Frenelit është 
plotësisht i përgjithsuar dhe e përcaktojnë gjashtë parametra. Tre 
prej tyre i përcaktojnë pozitat e boshteve të elipsoidit, ndërsa tre tje* 
rët i përcaktojnë madhësitë e boshteve të tij. 

Nëse kristali e ka një rrafsh të simetrisë, atëherë ai bën pjesë në 
sistemin monoklinik kristalografik. Do të zgjidhim sistemin e koordi- 
nateve të atillë që rrafshi i simetrisë të jetë rrafshd x x = 0. Atëherë nga 
simetria vlenë /( — a: x ) — /(x x ), prandej mundemi E x ta zëvendësojmë 
me — dhe D x me — D x dhe gjatë Skësaj asgjë të mos ndërrojë. Ekua- 
cioni 


D± ^12^2 £-\%E$ 


për arsye simetrie shndërrohet në 

Di “ p ZnJBi 4" £i H“ £i3-F 3 

Fasi t’i mbledhim fitojmë 

2z lz Ez + 2s i3 F 3 ~ 0 
— > 

Ky ekuacion kënaqet për çdo vektor E nëse vlenë 

s 12 — 0 dhe e 13 = 0 

Matrica e tenzorit dielektrik për kristal monoklinik e ka formën 


£20 £ 32 

£23 £33 / 

Shohim se tenzori dielektrik përcaktohet me 4 elemente. Pra, kristalin 
e përcaktojnë 4 parametra. Këte mund ta shohim edhe nga eiipsoidi i 
Frenelit, E vendosim njërin bosht të tij normal ndaj rrafshit të simet- 
risë. Atëherë për përcaktimin e pozitës së dy boshteve tjera të tij duhet 
njohur vetëm një parametër. Pën^eç kësaj duhet të dijmë edhe gjatë* 
sitë e të tri boshteve të tij. Pra, tërësisht 4 të dhëna. 

Lidhja në mes të vektorëve D dhe E në kristalin monoklinik shpre- 
het në formën 


s li 

0 

0 


Di — s n Ex 

D% S22E2, £23-^3 

D z “ Z22E2 4 * £33^3 
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Kristalet të cilët i kanë dy rrafshe të isimetrisë normale ndërmjet 
veti bëjnë pjesë në sistemin rombik kristalografik. Përveç rrafshit të 
simetrisë x x = 0, në këto ekziston edhe një rrafsh fcjetër të themi x z — 0. 
Për këte vlenë /(— x z ) — f{x z ), prandej mundemi në vend të komponen- 
teve me indeks 2 të shkruajmë vlerat e tyre negative. Pra, 

£22-^2 "t” 

Pasi këte ta mbledhim me ekuacionin e dytë të sistemit të mëparshëm 
fitojmë 

2£2a®3 =0 


ose 


s 23 = 0 


Prandej tenzori dielektrik për sistemin romhik e ka matricën 


0 

0 


0 

S2& 

0 


0 

S 33 / 


Në te gjenden tri komponente, prandej kristalet e këtij sistemi për- 
caktohen me tre parametra. Këte e tregon edhe elipsoidi i Frenelit. 
Pozita e boshteve të tij është e përcaktuar me rrafshet e simetrisë se 
boshteve, pra tre numra, 

Te sistemet e cekura kristalografike elipsoidi i Frenelit eshtë elip- 
soid treboshtorë me gjatësi të ndryshme të boshteve. 

Pastaj ekzistojmë edhe tri sisteme tjera kristalografike: tetragonal, 
heksagonal dhe romboedrik. Të gjithë këta i kanë nga dy rrafshe të 
simetrisë, por gjatësitë e tyre janë te barabarta. Kjo ka për rrjedhim 
se nga tre elementet e tenzorit dielektrik dy janë të barabartë nder- 
mjet veti. Pra, 


/ 


v 


£n 

0 

0 


0 

£ n 

0 


0 ' 
0 

£33 / 


Këto kristaie përcaktohen vetëm me dy parametra. Elipsoidi i Frenelit 
për këto kristale është elipsoid rrotullues prandej e përcaktojnë vetëm 
dy parametra: gjatësia e boshtit të rrotullimit dhe boshtit normal 
ndaj tij, 

Ekziston edhe sistemi teseral kristaiografik. Ky sistem i ka tri bo* 
shte normaie kristalografike, të atillë që të tre elementet e tenzorit 
dieiektrik janë të barabartë. Tenzori shndërrohet në skalarë dhe drita 
nëpër kristale të sistemit tesaral kalon sikurse nëpër trupa amorf. 
Elipsoidi i Frenelit për këte sistem redukphet në formë sfere. 
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3, VALËT E EKAFSHTA ELEETEOMAGNETIKE N £ KRISTATE- ' 
a) Lidhmëria në mes të vektorit D dhe E 

Për fushë elektromagnetike në mjedise anizotrope vlejnc ekuacio- 
net e Maksvelit 


rot H = D 

rot E =-p. 0 H (1) 

div D — 0 


div H — 0 


Që të eliminojmë vektorin magnetik e derivojmë sipas kohë ekuacionin 
e parë 


D = rot H 


dhe e zëvendësojmë në të dytin 

H =— ro£ E 

!^o 


dhe fitojmë 


JD= — rotrotE (2) 

M'o 

Kësisoji e kemi fituar ekuacionin diferencial i cili përmban vetëm vek- 
torët karakteristik për fushë elektrike. 

Supozojmë se nëpër kristal përhapet vala e rrafsht me frekuencë 
o) në kahje të përcaktuar me vektorin unitarë të normales n në sipër- 
faqe të fazëve të njëjta. Vektorët e fushës për këte valë mund t’i shpre- 
him në formën 

E = E 0 e h * 

5 = B 0 e** (3) 

H = H 0 e m 


ku me 0 e kemi shënuar fazen e lëkundjes 
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Sipas (3) është 


Pastaj kemi 


D =- D n e l * <I> =- co 2 D 


rot E = rot E 0 e ** = pmd5 x jS7 0 = 

— > — * — > —> 

— i grad<b x E v e i<& =— i grad (rn) x £ 


dhe përfundimisht 

rotE=-i — nX-E 

V 

Sipas kësaj shprehje mund të gjejmë edhe rotorin e dyfishtë 

rot (rot E) =— i n x (rot E) 
v 


dhe nga (6) 


rot rot E 


0) z 


n x (nx E) 


( 5 ) 


( 6 ) 


(7) 


E zëvendësojmë (5) dhe (7) në (2) 


D =— -J— [« x (n x £)] 

E zhërthejmë prodhimin e dyfisht vektorial 

D = — — - [JS - (ni)] (8) 

— > 

Kjo është shprehja e kërkuar për lidhmëri të vektorëve D dhe E në va- 
lën e rrafshtë elektromagnetike e cila përhapet nëpër kristal. Shohira 

se vektori D qëndron në rrafsh të përcaktuar me vektorët n dhe E. 

— > — > 

E shënojmë me cp këndin të cilin e mbyllin vektorët E dhe D. Bo 
të kemi 


D E 

coscp = (9) 

D E 

Ky kënd do të na nevojitet në njehsimet e mëvonshme. 
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b) Fozita e vektorëve tjerë 
Nga shprehja (3) 


div D = 0 


fitomë 


div D 0 e™ = D 0 grad e 1 ® — D 0 e^ • grad (i$>) = 
= i — /)n = 0 

V 

— > — > 

prej nga kuptojmë se vektori D është normal ndaj n, 

Dn~ 0 

Në mënyrë të ngjajshme nga shprehja 

div H = 0 


rrjedh 


Hn- 0 

që -tregon se edhe vektori H qëndron normal ndaj vektorit n, E përcak- 
tojmë pozitën e vektorit H, Për këte fillojmë nga ekuacioni 

> 

jjt 0 H ~ rot E 


Pasi që 



H =- ito H 


dhe me ndihmën e (6) 

io) \i 0 H z — — n ^ E 

v 


ose 

i > 

H=- — - 52 X E (10) 

\^V 

Shprehja e fundit tregon se vektori H qëndron normal në rrafshin e 
përcaktuar me vektorët n dhe E. Meqë sipas (8) vektori D qëndron 
në rrafshin n E, vektori H është normal edhe ndaj D. 
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Në fig. 113 janë vizatuar ve~ 
ktorët në një pikë A të fushës. 

Vektorët n, D dhe E qëndrojne 

në rrafshin a ndërsa vektori H 
është normal ndaj këtij dhe me 

vektorin D e përcaktojnë rrafshin 
Ki. Ky është rrafshi i fazëve të 
njëjta të valës së shqyrtuar. Pas 
një kohe të shkurtër ky rrafsh 
do të gjendet në pozitën n 2 . Kah- 
ja e zhvendosjes është kahja e 

normales n. Pika A do të gjendet 
në pikën B. Largësia në mes të 
këtyre pikave është vt, ku v është 
shpejtësia e përhapjes së rrafshit 
ka kahjen e normales, kjo quhet 


të fazëve të njëjta. Meqë kjo shpejtësi 
shpejtësi noimale. 


Vektori i Pointingut, vektori i dendësisë së rrymimit të energjisë 


iV — E x H 


qëndron normal në vektorët E dhe H. Pasi që është normal në H, ky 

qëndron në rrafshin a dhe meqë është normal edhe ndaj E ky vektor 
me kahjen e normales e mbyllë këndin c p. Shihet se te valët në mjedise 
anizotrope energjia e rrezatimit nuk përhapet normal ndaj rrafshit të 
fazëve të njëjta, por pjerrtas. Për kohën e shkurtër vala e bartë ener- 
gjinë nga pika -A në pikën C e cila gjithashtu qëndron në rrafshin tz 2 . 

Kahja e përcaktuar me vektorin unitarë s, në të cilën përhapet ener- 
gjia quhet kahje e rrezatimit apo kahje radiale. Shpejtësia me të cilën 
bartet energjia do ta shënojmë me u dhe do ta quajmë shpejtësi radiale 
ose shpejtësi të rrezes. Nga vizatimi shohim se 

AB = AC cos 
ose 


^-z^coscp (11) 

Kjo formulë shpreh lidhmërinë në mes të shpejtësive normale dhe 
radiale. 

c) Shprehja për lidhmëri të vektorit E dhe vektorit D 

Formula (8) shpreh varshmërinë e vektorit D nga vektori E. Këte 
varshmëri e kemi paraqitur që në fillim gjatë përfitimit të shprehjes 
(XVII.1.1). Por, keml cekur në fillim, se optika e kristaleve mund të 
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shqyrtohet edhe duke filluar nga varshmëria e vektorit. & ,pxe} yektorit 

E sikurse kemi ivepruar në shprehjet (XVII. 112). Kësisoji fitojmë 
shprehjet duale të optikës së kristaleve. 

Fillojmë nga shprehja (8) 

\i 0 v 2 D = E — n (n E) 

Në vend të shpejtësisë normale e pa- 
raqesim ate radiale sipas (11). Pastaj 
e shumëzojmë në mënyrë skalare me 
vektorin unitarë të kahjes së radiales 

$. Fitojmë 

Q u 2 cos^kp (s D) (s n ) (s E) 

Këtu e kemi marrë në konsiderim se 
s dhe E janë normal ndërmjet veti, 
asbtu që s : E = 0. Vektorët s dhe n 

e mbyllin të njëjtin kënd y të cilin e mbyllin vektorët E dhe D. Prandej 
vlenë 

s • n = cosq? 

dhe 

n E — — [i 0 u 2 coscp (s D) (12) 

Do t'i vizatojmë edhe njëherë vektorët në pikën A të paraqitur në fig. 

114. Në rrafshin a gjenden vektorët D dhe E dhe normal ndaj tyre vek- 

torët n dhe s. Normal ndaj rrafshit a qëndron vektori H. E përcaktojmë 
kahjen e prodhimit të dyfisht vektorial 

7x (D x s) 

Prodhimd D x s e ka kahjen e vektorit H. Kur këte e shumëzojmë edhe 

njëherë me s fitojmë vektorin i cili qëndron në rraf shin a dhe është 
— » — » 

normal ndaj s. Ky vektor e ka kahjen e vektorit E dhe nga ky mund 
të ndryshojë vetëm për nga imtensiteti. Prandej mund të shkruajmë 

E = a [$x ( D x s)] 
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Ka ngelë të përcaktojmë konstanten skalare a. E zhvillojmë prodhimin 
e dyfisht vektorial 

i = a[Z)“S(Ds)] (13) 

dhe e shumëzojmë në mënyrë skalare me n 

nE--a(ns) (D s) =- <z cos^ (Ds) (14) 

Kësisoji prodhimin nE e kemi shprehur në mënyrë tjetër. I krahasojmë 
shprehjet (14) dhe (12) dhe për « gjejmë vlerën 

a = \i 0 n z 

kurse (13) do të ketë formën 

— > — > — > — > — > 

E=^ 2 [0-s(Ds)] (15) 

Kjo është shprehja e kërkuar për varshmëri të vektorit E prej D. 

Duke i krahasuar shprehjet duale (8) dhe (14) shohim se ato janë 
njësoj të ndërtuara, vetëm se në to figurojnë madhësi tjera. Kështu në 

vend të vektorit D në (8) qëndron vektori E në (14), që do të thotë se 

-y 3, V 

D dhe E janë vektorë dual. Pastaj shohim se në vend të n në shprehjen 

duale qëndron kahja e s. Përveç kësaj, shohim se shpejtësinë v në (8) 
e zëvendëson madhësia 1 /u në (14). 

Përfundojmë se optikën e kristaleve mund ta trajtojmë në dy më- 
nyrë plotësisht të ngjajshme. Mundësia e parë.qëndron në përcaktimin 

e kahjes së normales. Atëherë nga vektori i njohur E me ndihmën e (8) 

e përcaktojmë vektorin D dhe vektorët tjerë. Në këte trajtim kuptim 
themelorë ka shpejtësia normale v. 

Mimdësia tjetër qëndron në paraqitjen e kahjes së energjisë së 

valës dhe vektorit D. Atëherë me ndihmën e ( 14 ) e përcaktojmë vektordn 

E dhe vektorët tjerë. Shpejtësia karakteristike e kësaj mënyre të shqyr- 
timit është shpejtësia radiale. 

Përveç kësajë shihet se çdo shprehjet menjëherë mund ta shndë- 
rrojmë në shprehje duale, nëse i zëvendësojmë vektorët gjegjës, vetëm 
se në këte rast njërën shpejtësi duhet zëvendësuar me vierën reciproke 
të shpejtësisë tjetër. 

Ka ngelur të shpjegojmë pozitën e faktorit |x 0 . E dijmë se, sipas 

përkufizimit v 2 = — , prandej ' \.i Q v* =■ — . Kemi diktuar se formalisht 
£g<> £ 

mund të shkruajmë e = n 2 , ku n është indeksi i thyerjes. Prandej në 
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shprehjen (8) përpara kllapës paraqitet n\ Në mënyrë të ngjajshme 

mund ta përkufizojmë indeksin radial të thyerjes ^m 2 =— . Atëherë 

71 z 

përjpara kllapës në shprehjen (14) qëndron faktori 

n\ 

Përfundojmë se edhe indekset normale dhe radiale paraqiten në shpre- 
hje në mënyrë reciproke sikurse edhe shpejtësitë, Tani është e qartë 
pse në (8) dhe (14) pt 0 ka pozitë reciproke. 


4. SHPEJTËSIA NORMALE E DRITES NË KRISTALE 
a) Formula e Frenelit 

Do të përcaktojmë shpejtësinë normale të valës së rrafshit të dritës 
në kristal për kahje të dhënë të normales. 

Fillojmë nga (8) 


_> — > — > — > 

D = E — n (n E) 

Supozojmë se sistemi i koordinateve është vendosur në kahje tëjDOshte- 

ve kryesore të kristalit, Në këte rast iidhja në mes të vektorëve D dhe E 
mund të shkruhet në formën 

D t — Bi Ei i = 1, 2, 3 

E shkruajmë shprehjen për komponente të vektorëve 

Ei - M 2 D t = rii ( nE ) 

E pjesëtojmë me |x 0 dhe në anëtarin e parë në vend <të Ei shkruajmë 
Di/zi. Fitojmë 


— 'i » 2 0 ; = -MnE) 

Koeficienti i anëtarit të parë 

— =» 2 i (i) 

P-o£< 

paraqet katrorin e shpejtësisë e cila i përgjigjet njërës prej vlerave 
kryesore të konstantes dielektrike e*. Pra, tri vlerat kryesore të konstan- 
tes dielektrike i përcaktojnë tri shpejtësi normale. Do tl quajmë shpej- 
tësi kryesore v t të kristalit. 
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Shprehja tani e ka formën 

A (v 2 , ~ v 2 } — — (n E) 

Do t’i shënojmë me a t këndet të cilët i mbyllin kahja e normales me 

boshtet e koordinateve. Atëherë vektori unitarë n i ka komponentet 
cos« f . Do të kemi 


(nE) cosa, 
\i Q v*-v 2 


( 2 ) 


E dijmë se vektori D qëndron normal ndaj n, prandej n D = 0. E shkru- 
ajmë këte me ndihmën e komponenteve 

3 

Ui Dt = 0 
ose 

3 

Di costXi = 0 




E zëvendësojmë në shprehje të fundit vlerën e (2) dhe fitojmë 



/*»/ 


(3) 


ose në formë të zbërthyer 

cos^i cos 2 a 2 . cos 2 a 3 

+ — ~ + - ----- = 0 

v\—v 2 v\-~v 2 v\—V z 

Kjo është formula e Frenelit për përcaktimin e shpejtësisë normale në 
kristale. 


Nëse i dijmë vetitë e kristalit, atëherë i dijmë edhe vlerat kryesore 
të tenzorit dielektrik s f . Me ndihmën e (1) përcaktohen shpejtësitë krye- 
sore normale Nëse edhe kahja e normales shprehet me këndet a f 
atëherë në (4) si e vetme e panjohur mbetet shpejtësia normale v ,në 
ate kahje. 

I eliminojmë nga shprehja (4) emëruesët 
(v\—v 2 ) (v\~~v 2 ) C 0 S 2 '& 1 + (v\-v z ) (v\-v z ) cos 2 « 2 + (v\~v z ) (v\-v z ) 

cos 2 a 3 - 0 ( 5 ) 
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Ky është ekuacion i shkallës së katërt sipas v, prandej i ka katër zgji- 
dhje, prej të cilave dy ndryshojnë vetëm për nga parashenji. Do të tho- 
të se për kahje të dhënë i kemi dy zgjidhje të ndryeshme. Pra, në çdo 
kahje nëpër kristal përhapen dy valë me shpejtësi të ndryeshme. Kur 
vala e rrafshtë e dritës hyn në kristal, ajo coptohet në dy pjesë të cilat 
nëpër kristal përhapen me shpej-tësi të ndryeshme. Zakonisht thuhet 
se në kristai drita thehet dyfish. 

Të marrim në veçanti kahjen e boshtit x x . Për këte kahje duhet 
të vlejë 

«i = 0, a 8 = a 3 - “ 

Jt 

dhe ekuacioni (5 do të ketë forrnën 

( v\ ~ v z ) (v\ ~ v z ) = 0 


Zgjidhjet e të cilit janë 

v — v t dhe v-v z 

Shohim se ne kahje të boshtit x x përhapen valët e dritës me shpejtësitë 
kryesore v 2 dhe v z . Në mënyrë të ngjajshme për kahje të boshtit \x z n- 
toimë përhapjen e valëve me shpejtësi Vi dhe v z , ndërsa për kahje te 
boshtit x z përhapjen me shpejtësi v x dhe v z . Kësisoji njëkohësisht e ke- 
mi përcaktuar kuptimin fizik të shpejtësive kryesore normale ne kri- 

stal. 


b) Poiarizimi i valëve të dritës në kristal 

Nëpër kristal për kahje të dhënë të mormales përhapen dy valë- 

Duhet përcaktuar pozitën e vektorit D më çdo njërën prej tyre. E kryej- 
më me ndihmën e elipsoidit të indekseve, rreze vektorët e të cilit e 

kanë kahjen e vektorit D. Këte elipsoid e tregon fig. 115, ekuacioni i të 
cilife është 

a n x\ + a n x\ + a sz x\ + 2a lz x x x 2 + 2 a 2z x z x s + 2a zl x s x x - 1 ( 6 > 

E vendosim boshtin x z në kahje të nor- 

males së valës n. E dijmë se vektori 

D qëndron normal ndaj n, prandej du- 
het te qëndrojë në rrafshin x 3 = 0. 

Ndërsa, ekuacioni i elipsës së formuar 
me prerjen e këtij rrafshi me elipsoid 
është 

a xx x\ + Oz %x\ + 2a X zX x X2 * 1 (7) 

Vektori E e ka kahjen e normales në 
elipsoid të indekseve. Kosinuset e kah- 
jes së kësaj nomxale përcaktohen me 
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cosvi : cosv 2 : cosv 3 


= Jt 

aaJi 


Jf, 

dXi 


Jt 

dx 3 


E di i më vektc L ri E duhet te Qlëndrojë në rrafshin e përcaktuar nga 

vektorët D dhe n, prandej duhet të kërkojmë në elipsën e prerjes ato 
pika për të cilat normalja qëndron në rrafshin e përcaktuar me rrezen 
e elipses dhe boshtin x 3 . Supozojmë se e kemi gjetur një pikë të këtillë 
dhe në kahje të sajë e kemi vendosur hoshtin x x të koordinateve. Atëhe- 

rë vektori E qëndron në rrafshin x x x s dhe vlenë 


C0S v 2 = = 0 

dx z 

Nga (7) kemi 


^22 ^2 3*1 “ 0 

dx 2 

dhe për x 2 = 0, fitojmë a u = 0 

Për këte rast ekuacioni i elipsës së prerjes redukohet në formën 

a n x\ + a n x\ = 1 

dhe paraqet formën boshtore të saj. Pra, boshti x^ i sistemit të koordi- 
nateve njëkohësisht është edhe njëri bosht i elipsës. Ky bosht paraqet 

vektorin A të njërës prej dy valëve të cilat përhapen në kahje të nor- 
males së dhënë. Kuptohet se kahja tjetër e mundshme e vektorit të 

induksionit D 2 përputhet me kahjen e boshtit tjetër të elipsës. 

Këtu kemi tregnar rregullën për përcaktimin e kahjeve të vektorë- 
ve të induksionit elektrik. Sipas saj, elipsoidin e indekseve duhet prerë 
nëpër qendër me rrafsh normal ndaj kahjes së përhapjes së valëve, 
përkatësisht kahjes së normales. Si prerje fitohet elipsa dhe kahjet e 
boshteve të saj paraqesin kahjet e vektorëve të induksionit për të dy 

valët të eilat përhapen në kahje të n. 

Meqë kahjet e boshteve të elipsës janë normale njëra ndaj tjetrës, 
kuptojme.se valët të cilat përhapen në kahje të n i kanë vektorët e 
induksionit noimal ndërmjet veti. Elipsoidi i indekseve me pozitën e 
vet është i fiksuar në kristal, prandej në të gjitha pikat e kristalit këto 

valë e kanë të njëjtën kahje të vektorit D. 

Nëse kahjen e vektorit D në kristal e mendojmë se është karakte- 
nstike për lëkundjen e dritës, mund të përfundojmë se valët e dritës 
në kristale gjithmonë janë të polardzuara në mënyrë lineare. Në cdo 
kahje përhapen dy valë dhe kahjet e lëkundjeve të tyre në mes veti 
janë normale. 
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5. SHPEJT&SIA RADIALE NË KRISTAEE 

Le të jetë kahja e valës së dritës e dhënë me kahjen e rrezatimit, 

pra me kahjen e vektorit s. Duhet përcaktuar shpejtësinë e energjisë 
të cilën e bartë vala e dritës, me f jalë tjera duhet të përcaktojmë shpej- 
tësinë e saj radiale. 

Fillojmë nga shprehja (XVII.3.15) 

i=^[B~s(57)] 

I shkruajmë komponentet e saj 

= HoDt - Mi (Ds) i = 1. 2, 3 
u % 

L e të jetë vektori s i përcaktuar me këndet & të cilët i mbylle me bosh- 
tet e koordinateve. Atëherë për komponente të tij kemi 



$i = cosgi 

Nga 

D t = SiEi 

kemi 

u 2 

Prodhimi 



(1) 


paraqet vlerën reciproke të katrorit të një shpejtësie. E quajmë shpej- 
tësi kryesore radiale. Nëse i krahasojmë shprehjet (1) dhe (XVII.4.1) 
shohim se shpejtësitë kryesore radiale janë të barabarta me shpejtësite 
kryesore normale. Për ruajtje të ngjajshmërisë duale këtu do t’i shkru- 
ajmë shpejtësitë radiale u t . E zëvendësojmë (1) në shprehjen e mëpar- 
shme dhe do të fitojmë 

( — • - — ) (-Ds) cosgi (2) 

\ U 2 i u 2 / 




|x 0 (Ds) 


co sfc 
1 “ 1 


U 2 i u 2 


ose 
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E marrim në konsiderim se vektorët E dhe s janë normal ndërmjefc 
vefci, prandej prodhimi 


E s = 0 

'dhe me ndihmën e komponenteve 

3 3 

y 1 Ei Si — 'y 1 Ejcos^ 


im.1 


i-~J 


E zëvendësojmë vlerën e Ei nga (2) 



3 



COS 2 pi 
i 

U 2 i u l 


(3) 


ose në mënyrë fcë zbërthyer 

«*iCOS*P, U\ COS*0, M 2 3 COS 8 fi 3 

u 2 — u\ u 2 — u\ u 2 - u\ 1 ; 

Kjo ëshfcë formula për përcakfcimin e shpejtësisë radiale fcë dritës në 
kristale. Shohim se në çdo kahje prap fifcojmë nga dy zgjidhje. Në 
çdo kahje në kristal përhapen nga dy valë. 

Kahjet e vektorëve elekfcrik në këfco valë mund fc’i përcaktojmë me 
ndihmën e elipsoidit fcë Frenelit. Fitojmë rezultat dual me afce të cilin e 
kemi përfituar për shpejfcësi normale. Përfundojmë në bazë të rezulta- 

fceve fcë mëparshme se vektorët E i kanë kahjefc e boshfceve të elipsës e 
cila fitohet si prerje e elipsoidifc të Frenelit me rrafshin normal ndaj 

kahjes së rrezes s. 


6. BOSHTET OFTIKE TË KEISTALEVE 

Kuptuam më parë se për çdo kahje fcë dhënë të normales së valës 
së rrafshfc fcë dritës në kristale ekzisfcojnë dy vaië fcë cilat përhapen me 
'Shpejtësi fcë ndryshme. Do Vi shënojmë këto shpëjfcësi me % dhe Vn. Pa- 
raqesim pyetjen: a ekziston ndonjë kahje në kristal për të ciiën vlenë 
kondita 


Vi = v n 

dhe nëse ekzistojnë, cilat janë këto kahje? 

. Shpejtësinë normale e gjejmë si zgjidhje të ekuacionit (XVII. 
4.5). Që të njihemi me pozitat e këfcyre zgjidhjeve do të hulumtojmë 
•funksionin 
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f{v) - (v\ - V 2 ) (v\ - i; 3 ) cos 2 a x + (tr\ - ^)(t > 2 3 ■“ z? 2 ) cos 2 a, + 

+ (v 2 x ~~ v z )(v\ - v z ) cos 2 a 3 ( 1 ) 

Vlenë të ceket se shpejtësitë kryesore do t ? i shënojmë të renditura sipas 
xnadhësisë, ashtu qe 

V X ^V 2 ^ V 3 (2) 

Do të përcaktojmë parashenjën e funksionit f(v) për vlera të veçanta 
të v ly v z dhe v 3 . 

f(v x ) = (v\ - v\)(v\ - v\) cos 2 a t > 0 
f(v z ) = (v\ “ v\) (v\ - v\) cos 2 a 2 < 0 
f(v z ) = (v z x - v\)(v\ — t> 2 3 ) cos 3 a 3 > 0 



Fig. 116 

ISTga pakëputshmëria e këtij funksioni zerot e tij duhet të gjenden: 
fig. 116. Vlerat e shpejtësisë si zgjidhje të ekuacionit (XVII. 4, 5) janë 
zerot e funksionit ( 1 ) . 

Nga pakputshmëria e këtij funksioni zerot e tij duhet të gjenden: 
njëra në mes të v x dhe v 2 , ndërsa tjetra në mes të v 2 dlie v 3 . Pra, 

V u ^ V z 

Që të kënaqet kondita Vi - v n> të dy zgjidhjet duhet të jenë të harabar- 
ta me v z . Pra, 

V\ = Vn = v 2 

Në këte rast ekuacioni (XVII .4 .5) redukohet në 
(v\ ~ v\)(v\ - t> 2 2 ) cos a a 2 = 0 


ose 


cosa 2 = 0 
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prej nga 


7Z 


Kahjet për të cilat shpejtësitë normale janë të barabarta qëndrojnë në 
rrafshin x x x z . 


E zevendesojme vleren e shpejtësisë v - v z dhe këndit a 2 - në ekua- 

2 

cionin (XVII .4.4) 

cos 2 #! + cos a a 8 ^ _ 

v\ — v\ v\ ~ v\ 

E shënojmë me 5 këndin të cilin e mbyllë kahja e kërkuar me boshtin 

x z , atëherë a 3 - 5 dhe oc x =— — 5. Do të kemi 

2 


___ sin?5 __ çq s 2 q 
v\ v\ v\ " v\ 
ose 


tg'5 -± 



(3) 


Shihet se ekzistojnë dy kahje për të cilat shpejtësitë normale janë të 
barabarta. Këto kahje quhen boshte optike të kristalit ose binormalet 
etij. Këto qëndrojnë në rrafshin x x x 3 dhe me fooshtin x 3 mbyllin kë- 
ndin ± 5 të përcaktuar me shprehjen (3). 

Kur drita përhapet nëpër kristal në kahje të fooshtit optik, atëherë 
ekziston vetëm një valë. Kjo valë nuk është e polarizuar. Boshti optik 
i përgjigjet asaj kahje të elipsoidit të indekseve për të cilen lakorja e 
prerjes së tij nëpër qendër është rrethore. E dijmë nga gjeometria se 
■çdo elipsoid treboshtorë 1 ka dy prerje rrethore. Normalet në këto 
prerje rrethore paraqesin kahjet e boshteve optike. Kemi vërejtur se 

vektori D duhet të ketë kahjen e boshteve të elipsës së prerjes. Meqë 
në rastin tonë, prerja është rrethore, atëherë ekzistojnë pamfoarim shu- 
më rreze të njëjta dhe çdo njëra prej tyre mund të mendohet si foosht 

i rrethit. Prandej vektori D mund të ketë çfarëdo kahje të til?ë, për çka 
vala e dritës nuk është e polarizuar. 

Sipas rezultateve të fituara kristali, më së shumti mund të ketë 
vetëm dy fooshte optike. Kristalet e tillë quhen dyfooshtorë. 

Në rast se 




v 2 


tgs = 0 


fitojmë 
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dhe të dy boshtet optike përputhen me kahjen e x s . Nëse është 


atëherë fitojmë 


v z = v z 


tg8 oo 

që do të thotë se të dy hoshtet optike përputhen me kahjen e x t . 

m te rastet e fundit kristali e ka vetëm një bosht optik. Këta qu- 
hen kristale njëboshtore. Boshti i tyre optik përputhet me njërin bosht 
kryesorë të kristalit, pra me njërin bosht kristalografik. 

Për kristale njëboshtore elipsoidi i indekseve është rrotullues dhe 
është e qartë se ekziston vetem një prerje rrethore nëpër qendër. Kjo 
prerje qëndron normal ndaj boshtit të rrotullimit të elipsoidit. 

Më në fund mund të supozojmë se v x ^v z — v z . Për këte rast këndi 
5 mbetet e pa përcaktuar dhe çdo drejtim mund ta marrim për bosht 
optik. Nëpër kristal të këtillë në të gjitha kahjet përhapet vetëm një 
vale sikurse në mjediset izotrope. Kristali i këtillë në kuptimin optik 
zotëron njësoj sikurse mjedisi izotrop. Elipsoidi i indekseve shndërro- 
het në sferë dhe çdo prerje e saj nëpër qendër është rrethore. Të gjitha 
kahjet veprojnë sikurse boshte optike. Drita në to nuk është e polari- 
zuar. 

Kristalet e sxstemeve triklmik, monoklinik dhe rombik janë krista- 
le dyboshtore. Kristalet e sistemeve tetragonal, heksagonal dhe rombo- 
edrik janë kristale njëhoshtore optike. Më në fund kristalet e sistemit 
teseral veprojnë njësoj sikurse mjediset izotrope. 

7. BIRABIALET 

Ato kahje në kristale për të cilat të dy shpejtësitë radiale janë të ba- 
rabarta quhen biradiale. 

Pasi që shprehja për shpejtësi radiale (XVII .5 .4) është e ngjajshme 
me shprehjen (XVI 1.4 .5) për shpejtësx normale, mundemi me të njëjtat 
përfimdime si më parë të tregojmë se për rastin e shpejtësive radiale 
të barabarta ato duhet të jenë 


Uj - Ua - u z 


Nga shprehja 

(u 2 ~ u\) (u 2 ~~ u\) u\ cos% + ( u 2 - u\) (u z — u\) u\ cos a p 2 + 
+ (u z ~~ u 2 ^ ) ( u 2 — u\) u\ cos 2 £ 2 ~ 0 

për këte rast do të kemi 


(u\ - u\)(u\ - u\) u\ cos 2 p 2 ~ 0 
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ose 


COSP 2 = 0 


prej nga përfundojmë se 


^2 


TZ 


Kuptojmë se edhe biradialet qëndrojnë në rrafshin x x x 3 . Meqë p 2 = 


% 

2 


anëtari i dytë i (XVII.5.4) është i harabartë me zero dhe nga cos ™ 
sinp 3 do të kemi 


u\ sin 2 p 3 + u\ cos a p 3 _ 


u\ ~~ u\ 


u\ - u\ 


prej nga 


tg fc =±y^ 


u\ — v} x 


u\ - u\ 


Me ndihmën e (XVII. 5.1) i paraqesim konstantet kryesore dielektrike 

1 


u\ 


PoZt 


dhe fitojmë 


tgp 3 =± 



(i) 


Shihet se kristali i ka dy biradiale, të cilat qëndrojnë në rrafshin x t x 3 
dhe me boshtin x z mbyllin kënde simetrike të përcaktuara me shpreh- 
jen (1). * 

Duke i krahasuar shprehjet (XVII.6.3) dhe (1) shohim se biradia- 
let ndryshojnë nga boshtet optike, 

Të dy biradialet ; mund të përputhen nëse e t = e a ose e 2 = e 3 . Atë- 
herë këto do të qëndrojnë në kahjen x 3 gjegjësisht x L . Të njëjtën gjë e 
kemi fituar edhe për boshtet e kristalit njëboshtorë. Prandej, kristalet 
njëboshtore e kanë vetëm një biradialë dhe kjo përputhet me boshtin 
optik të kristalit. 
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8. SIPËRFAQET YALORE TË KRISTALIT 
a) Ekuacioni i sipërfaqes 

Nga një pikë fillestare do tl tërhjekim shpejtësitë radiale në të 
gjitha kahjet. Atëherë fundet e vektorëve do të qëndrojnë në një sipër- 
faqe. E quajmë sipërfaqe valore, ekuacionin e së cilës do ta përcaktoj- 
më, 

Le të ketë njëra prej shpejtësive kahje të atillë që me hoshte të 
koordinateve mhyllë këndet (i = 1, 2, 3). Atëherë për komponente të 


këtij vektori kemi 

X{ — u cos Pi 


ose 

COS pi — 

(1) 


u 


Intensiteti i vektorit të shpejtësisë së shqyrtuar është 



U 2 “ x\ + x\ + x\ 

(2) 


Shpejtësia radiale u është zgjidhje e ekuacionit (XVTI.5.3) 


3 





dhe nga (1) fitojmë 



të cilën mund ta shkruajmë në formën 

u\x\(u z - u\) (u 2 - u\) + u\x\(u 2 ~~ u\)(u 2 - u\) + 

+ u\x\(u z ~u\)(u*--u\) = 0 
ose 

u\u\u\(x\ + x\ + x\) — [u\(u\ + u\)x\ + u\(u\ + u\)x\ + 

+ u\(u\ + u\)x\2 u 2 + (u\ x\ + u\ x\ + u\ X 3 2 )U* 0 

Me ndihmën e (2) mund të thjeshtësojmë me u 2 

u\u 2 z u\ — [u 2 x(u\ + u\)x\ + u\(u\ + u\)x\ + u\(u\ + u\)x\~\ + 

+ (u\x\ + u\x\ + u\x\) (x\ + x\ + x\) = 0 (3) 

Ky është ekuacioni i sipërfaqes së valës. Shohim se është sipërfaqe e 
shkallës së katërt. 
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i) ) Forma e sipërfaqes valore 

Që të fitojmë formën e kësaj sipërfaqe së pari do të gjejme prerjen 
e saj me rrafshin x 3 — 0. Ekuacioni i prerjes është 

u\u\u\ — (u\ u\ + u\ u\)x\ — (u\u\ + u\u\)x\ + 

+ (U\x\ + u\x\) (x\ + x\) = 0 

E shkruajmë në formën 

u\u\u\ - u\u\(x\ + x\) - (u\x\ + u\x\)u\ + (u\x\ + u\x\) 

(x\ + x\) = 0 


ose 


u\u\(u\ ~ x\ — x\) + (u\x\ + u 2 z x\) (x\ + x\ ™ u\) ~ 0 

(x\ + x\ - u\) (u\x\ + u\x\ - u\u\) = 0 (4) 

Kjo shprehje tregon se ekuacioni i prerjes nuk është lakore e shkallës 
së katërt por përbëhet nga dy lakore të shkallës së dytë. E para paraqet 
rreth 


x\ + x\ = u\ (5) 

me rreze u s> ndërsa e dyta elipsë 

u\x\ + u\x\ = u\u\ (6) 

Prerja e sipërfaqes së valës me rrafshin x z = 0 është treguar në fig. 
117. Shohim se lakorja e prerjes përbëhet nga rrethi me rreze u 3 dhe 
elipsës me gjysmboshte u x dhe u z . Natyrisht se edhe këtu i përmbahe- 
mi marrëveshtjes se u r >u 2 > u 3 . 

Nga prerja e sipërfaqes valore mund të përcaktojmë në mënyrë 
konstruktive kahjet e vektorëve karakteristik të dritës në kristale. 

Në fig. 117 është vizatuar kahja e rrezes s. Gjatësia OA x paraqet 

shpejtësinë radiale u', të njërës nga dy valët të përcaktuara me kah- 

' — > — — 

jen e s. Në pikën A x e paraqesxm tangjenten në elipsë TT lt Normalisht 

ndaj sajë qëndron vektori n x i valës. Vektorët A dhe A jane normal 

— > — 

ndaj kahjeve dhe <S> dhe qëndrojnë në rrafshin e vizatimit. Vektori 
— > 

A është normal në këte rrafsh, prandaj nuk është vizatuar. Përveç kë* 
saj vale ekziston edhe një tjetër shpejtësia radiale e së ciles është 

OAj = u". Në te kahja e normales n 2 përputhet me kahjen e rrezes s. 

- ■ ■ ■ ■ ■ — >■ ■■ - — » 

Meqë D z duhet të qëndrojë normal ndaj D lf atëherë D 2 është noimal në 
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rrafshin e vizatimit dhe të njëjtën kahje e ka edhe vektori E 2 , prandej 

< — > 

nuk janë vizatuar në fig. 117. Vektori H 2 qëndron në rrafshin e vizati- 
miit dhe ka kahje të tangjentes në rreth. Kësisoji janë përcaktuar kah- 
jet e të gjithë vektorëve karakteristik. 

Tani duhet të përcaktojmë prerjen me rrafshin x x ~ 0. Edhe pa 
njehsim mund t'i shkruajmë rezultatet menjëherë sepse rrjedhin nga 
(5) dhe (6) me zëvendësimin ciklik të indekseve. Kjo prerje është pa- 
raqitur në fig. 118. Përbëhet nga rrethi me rreze u t dhe elipsa me gjys- 
mëboshte u 2 dhe u d . 

Prerja e tretë me rrafshin x 2 ~0 është paraqitur në fig. 119. Në te 
shohim rrethin me rreze u z dhe elipsën me gjysëm boshtet dhe u 3 . 
Këtu dallojmë edhe prerjen karakteristike në pikat Pi dhe P 2 të cilat 
gjenden në skajet e dy kahjeve OP x dhe OP 2 . Këto janë kahjet e bira- 
dialeve dlie të dy shpejtësitë radiale e kanë të njëjtën vlerë. 




Pig. 118 


Fig, 119 
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Duke u bazuar në prerjet me rrafshet x x — 0, x z = 0 dhe x z = 0, për- 
fundojmë se sipërfaqja e kristalit dy fooshtorë i ka dy luspa, Që kjo 
të vërehet me mirë në fig. 120 është paraqitur në projeksionin e pje- 
rrët një oktant i sipërfaqes valore. Në të shumë mirë dallohen të dy 
luspat e sipërfaqes valore, e brendshmja dhe e jashtmja. Këto dy 
luspa takohen në katër pika, njëra prej të cilave në fig. 120 është 
shënuar me O. Kahja kah pika O tregon se të valët e dritës e kanë të 
njëjtën shpejtësi radiale. Kjo është kahja e biradiales. Në çdo drejttm 
tjetër rrezja e depërton sipërfaqen valore në dy pika, që do të thotë se 
në çdo kahje tjetër përhapen dy valë nëpër kristal. Kjo është në pajtim 
me shqyrtimin matematik të kryer në (XVII .7). 



9. SIPËKFAQJA E SHPEJTËSISË NORMADE 

Në mënyrë të ngjajshme sikurse për konstruktimin e sipërfaqes së 
shpejtësisë radiale mund të gjejmë edhe sipërfaqen e shpejtësisë nor- 
male. Kjo është sipërfaqja në të cilën përfundojnë vektorët e shpejtë- 
sisë normale të tërhequr nga një pikë fillestare në të gjitha kahjet. 

Kahja e shpejtësisë me boshtet e koordinateve i përcaktojnë kë- 
ndet oii . Do të kemi 


cosoci- — (i== 1,2,3) 

v 

Përveç kësaj ekziston edhe shprehja 

x\ + + x\ = v 2 


Fillojmë nga formula e Frenelit për shpejtësi normale 



cos g g, 
v\-v 2 


= 0 
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Nga shprehja e mëparshme do të kemi 


3 



i— I 


të cHën mund ta shkruajmë në formën ^ 

^ 2 i(^a ~ ^ 2 ) (« 2 3 ~ ^ 2 ) + ^ 2 (^i ” ^ 2 ) (^3 ^ 2 ) + 

+ x\(v\ - D 2 ) (v 2 2 - V 2 ) = 0 


ose 


V*(x\ 4 X\ 4 X 2 3 ) — v\x\{v\ 4 v\) +x\(v\ 4 v\) 4 V\(V\ 4 t> 2 3 )] 4 
4 x\v\v\ 4 x\v\v\ 4 x\v\v\ = 0 


Në vend të katrorit të shpejtësisë, shkruajmë koordinatet gjegjëse 

(x\ 4 a: 2 2 4 3 ?*)* “■ 4 x* 2 4 x 2 3 ) [A(?> 2 2 4 1> 2 3 ) 4 x? 2 (v\ 4 t^) 4 

4 xyt) 2 ! 4 t> 2 2 ) ] 4 x\v\v\ 4 x\v\v\ 4 X\v\v\ = 0 (1) 

Ky është ekuacioni i shpejtësisë normale. Shohim se kjo është, sipër- 
faqe e shkallës së gjashtë. 

Që të kuptojmë se si duket kjo do të kërkojmë prerjen e saj me 
rrafshin x z = 0. Pitojmë 

V 4 (x\ 4 X 2 ,) -• V 2 [x\(V\ 4 V\) + x\(v\ 4 V\)} 4 X\v\v\ 4 X\v\v\ = 0 


Këte ekuacion e transformojmë edhe pak. Fitojmë 
v 4 (x\ 4 x 2 2 ) - v 2 v? 3 (x\ 4 x 2 2 ) - v z (x\v\ 4 x? 2 v\) 4 (x\v\ 4 x\v\)vr z = 0 


v 2 (x\ 4 X 2 2 ) (V 2 — v\) ~ (x\v\ 4 X 2 2 t> 2 !) (v 2 v\)~0 

(V 2 v\)[v 2 (x\ 4 X 2 2 ) “ (X 2 #2 4 X 2 2 ?A)] = 0 

Meqë v 2 = x\ 4 x\ 


përfundimisht fitojmë 

(X 2 j 4 X 2 2 ” ^[(X 2 * 4 X 2 2 ) 2 “ (x\t> 2 2 4 X 2 ^)] = 0 


( 2 ) 
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Ky ekuacion tregon se lakorja e prerjes përbë- 
het prej dy lakoreve: rrethit 

3?i + x* z ^v z 3 (3) 

me rrezeve v z dhe lakores së shkallës së katërt 

(x\ + x\) 2 = x\v\ + x\v\ ( 4 ) 

e cila quhet oval. Në mënyrë të ngjajshme fi- 
tojmë edhe për prerjet me rrafshet tjera. Sho- 
him se edhe shpejtësia normale përbëhet prej 
dy luspave. 

Kur i krahasojmë sipërfaqet e shpejtësise 
normale dhe shpejtësisë radiale shohim se sipër- 
faqja e shpejtësisë radiale është më e thjeshtë, 
meqë ësbtë sipërfaqe e shkallës së katërt, kurse tjetra është sipërfaqe 
e shkailës së gjashtë. 



Në mes të sipërfaqes së shpejtësisë radiale apo valore dhe sipër--, 
faqes së shpejtësisë normale ekziston një marrëdhënie e thjeshtë gjeo- 
metrike. Në fig. 121 është paraqitur prerja nëpër njërën luspë të sipër- 
faqes valore v P dhe pjesës gjegjëse të sipërfaqes normale n P . Nëse e 


zgjedhim një kahje të normales n, atëherë kjo do të takohet me sipër- 
faqen normale në pikën Q. Gjatësia OQ = v, paraqet shpejtësinë nor- 
male në ate drejtim. E tërhjekim në pikën Q normalen ndaj v. Kjo 
normale është tangjentja e sipërfaqes valore v p në pikën P. Segmenti 
OP paraqet shpejtësinë gjegjëse radiale u. Në të vërtetë, e dijrnë se 


vektori D duhet të qëndrojë në rrafshin tangjencial të sipërfaqes valo- 
re dhe meqë njëkohësisht duhet të jetë edhe normal ndaj kahjes së 
shpejtësisë normale v, rrjedh përfundimi se normalja QP në kahje të 
rrezes së sipërfaqes normale është identike me rrafshin tangjencial 
në sipërfaqen valore. Prandej, sipërfaqja valore është anvelopë e të 
gjitha rrafsheve të vendosura normai ndaj rrezeve të sipërfaqes së 
shpejtesisë normale v. 


10. KKISTALET N«JË BOSHTOKE 
a) Sipërfaqja e valës 

Kemi cekur më parë se në kristalet një boshtore të dy shpejtësitë 
kryesore janë itë barabarta. Do të supozojmë se 


u^~u 7 > u z 

Në formulën për shpejtësi radiale 


.? 



« — 7 



i zëvendësojmë 
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dhe 


cos|i, = ~ L 
u 


x\ + x\ + x\ - u 2 


Pitojmë 


i~/ 


Jl iX i __ 
U 2 —U 2 i 


“ 0 


ose 

u\x\(u 2 ~u\) (u?~u\) +u\x\(u 2 ~u\) (u*-u\)+u\x\(u 2 ~u\) (w 2 -m 2 2 >=0 
Meqë kemi vetëm dy shpejtësi kryesore do t’i shënojmë në formën 

U\ — Uf 

(i 

U 3 -Ui 


dhe për ekuacion të sipërfaqes kemi 

u 2 r x 2 £u 2 -u 2 r ) (u 2 -u 2 i)+u\x\W-u 2 i) (u 2 -u\)+u\ 3 ? 3 (u 2 -u \) 2 ^ 0 

’Mund të nxjerrim faktorin e përbashkët 

(u 2 -u\)lu\(u 2 -u\) (x\+x i 2 )+u\(u 2 -u\)x\’]== 0 (2) 

Ky është ekuacioni i sipërfaqes valore për kristale një boshtore. Sho- 
him se përbëhet prej dy sipërfaqeve. E para e ka ekuacionin 

u 2 = u 2 r 
ose 

x 2 t + x\ + x\ = u z r (3) 

që paraqet sferë me rreze u r . Pjesa tjetër e ka ekuacionin 
u 2 lu\(x\ + x\) + u\x\] - u\u\(x\ + x\ + x\) 


Thjeshtojmë me 


u z = x 2 ! + x 2 2 + a: 2 s 


dhe fitojmë 


u\(x\ + x 2 2 ) + u\x\^u\u\ 



602 


HYBJE FXZIKS TEORIKE 


ose 


r 2 _ L r 2 /«2 

^ 1 ' ^ 2 _j_ *C 3 __ q 

U\ U\ 


( 4 ) 



Ky është ekuacioni i elipsoidit rrotullues me gjys- 
mëhoshtet u { dhe u r . Boshti i rotullimit është r 3 . 
Figura 122 tregon sipërfaqen e valës. Kjo përhë- 
het nga sfera dhe elipsoidi rrotullues. Të dy sipër- 
faqet i kanë dy pika të përbashkëta. Këto janë fun- 
det e biradialës e cila njëkohësisht është edlie 
bosht optik i kristalit. 

Sikur të filionim nga supozimi se 

= Ui dhe u 2 = u 3 = u r (Ui > u r ) 


j?ig. izz do të fitonim të njëjtin rezultat me ndryshim se 

sfera do -të gjendej brenda elipsoidit. 

Nga kjo që u cekë mund të përfundojmë se edhe në kristale një 
boshtore përhapen dy valë të dritës. Njëra prej tyre në të gjitha kahjet 
e ka të njëjtën shpejtësi. Kjo përhapet njësoj sikur në mjediset izo- 
trope, prandej këte valë e quajmë valë të rregullt. Vala tjetër në kahje 
të ndryeshme ka shpejtësi të ndryeshme. Kjo valë quhefc e pa rregullt. 
Shpërndarja e shpejtesisë së saj është simetrike boshtore, ku si simet- 
rale është boshti optik. 


Siperfaqen valore të kristalit një boshtorë kemi mund ta përfi- 
tojmë edhe duke e speeializuar sipërfaqen valore të kristalit dy boshtor 
për rastin kur dy shpejtësi kryesore janë të barabarta. 


b) Sxpërfaqja e shpejtësisë normale 

Gjatë përfitimit të shpejtësisë normale kemi pasur shprehjen 
(v\~~v 2 )+x\(v\-v 2 ) (v 2 -v z )+x\(v\-v 2 )(v\-v 2 )=Q 


Për kristale një boshtore duhet marrë se dy shpejtësi kryesore janë të 
barabarta 


V X = V 2 = V r 
V 2 = Vi 

Shpejtësitë e barabarta i perkasin valës së rregullt, ndërsa e treta va- 
lës së pa rregullt. I zëvendësojmë 


x\(v 2 r ~~v 2 ) (v\-v 2 )+x? 2 (v\-v 2 ) (tf r -v z )+x\(v\-v 2 ) 2 =Q 


ose 

(V\-V 2 ) [v\(x\+x\) +v 2 r x\-v 2 (x\+x\+x\)]=0 
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2£ dijmë se 

v 2 * + x\ + x 2 s 

\~X\)tV\{X\+X\) +V 2 rX\- (X\+X\+X\V]~0 

Ky ekuacion zbërthehet në dy të formës së këtillë: 

x\ + x\ + x\ = “y 2 r 


( 5 ) 


që paraqet sferën me rreze v r dhe 

(. x\ + x\ + x 2 3 ) 2 “ a: 2 3 t? 2 r + v\(x\ + a: 2 2 ) (6)' 

që paraqet ekuacionin e ovaloidit rrotullues. 

Pra, shpejtësia normale e kristalit një bosbtore përbëhet prej dy 
luspave, prej të cilave njëra e ka formën e sferës, ndërsa tjetra të ova- 
loidit rrotullues. Sfera tregon se shpejtësia normale e valës së rregullt 
nuk varet nga kahja e saj. 


c) Shpërndarja e shpejtësive 

Formula e Frenelat për shpejtësi në kahje të normales te kristalet 
një boshtorë redukohet në 

cos 2 ai cos 2 a 2 + c os 2 a 3 Q 

v\—v z V Z ~V Z v 2 —v 2 


ose 

(v 2 i'— v 2 ) (cos 2 a x + cos 2 a 2 ) + (v 2 r ~~v 2 ) cos 2 « 3 " 0 
prej nga rrjedh 

v 2 = ?; 2 r cos a a 3 + v\ (cos 2 ai + cos 2 a 2 ) 

E dijmë se është 

cos 2 &i + cos z a 2 = 1 - cos 2 a 3 = sin 2 a s 

dhe shpejtësinë mund ta shprehim me ndihmën e një këndi 

v 2 ~ v z r cos 2 as + sin 2 a 3 (7)’ 

Me këte shprehje shpejtësinë në cilëndo kahje e kemi paraqitur me 
ndihmën e shpejtësive kryesore të rregullta dhe të pa rregullta si dhe 
të vetmit kënd a 3 . 
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11. THYEKJA E DRITËS KRISTALE 
a) Ligji i thyerjes në kristale 


Do të shqyrtojmë kalimin e dritës nga boshllëku në kristal. Në fig. 
123 është vizatuar sipërfaqja kufitare GG e kristalit. Në anën e sipër- 
me gjendet boshlleku, ndërsa në të poshtmen kristali. Drita le të tako- 
het me sipërfaqen kufitare me këndin a në pikën 0. Kahja e dritës së 

rënies përcaktohet me vektorin e valës k — oyn/c, ku me n e kemi 

shënuar vektorin unitar të kahjes së normales së valës. Në kristal vala 

— > — 

përhapet në kahje të caktuar me vektorin e valës k' = w n'/v\ Kemi 
treguar se në mjediset izotrope, kënaqen konditat kufitare vetëm nëse 
vlen 


ose 

Meqë 

e shkruajmë në formën 


kr~k'r 
r (k - k') — 0 



( 1 ) 



Vektori i pozitës r qëndron në rrafshin 
kufitar GG, prandej shprehja e fundit 

tregon se vektori \— ) qëndron 

\ c v' I 

normal ndaj sipërfaqes kufitare. Ereth 
pikës 0 ku drita hyn në kristal do të 
vizatojmë sipërfaqen me rreze l/v. Kjo 
sipërfaqe ndryshon nga sipërfaqja nor- 
male e kristalit nga se rrezet e saj nuk 
janë të barabarta me shpejtësinë norrna- 
le por, me vlerën reciproke fcë saj. Kjo 
sipërfaqe quhet sipërfaqe e shpejtësisë 
normale reciproke. Natyrisht se edhe kjo 
përbëhet nga dy luspa. Në fig. 123 janë 
vizatuar laikoret e prerjes së këtyre si- 
përfaqeve me rrafshin e vizatimit. 

Në kahje të dritës rënëse e vizatoj- 


më vektorin n/c. Nga mbarimi i këtij 
vektori e lëshojmë normalen në kufirin GG. Kjo normale e përcakton 



OPTIKA E KBISTALEVE 


605 


edhe mbarimin e vektorit n'/v', i cili është prerje e kësaj me sipër- 
faqen e shpejtësisë reciproke normale. Meq.ë kjo siperfaqe perhehet 
nga dy iuspa, normalja këte do ta pret -në pikat A dhe B. Pra, neper- 
kristal përhapen dy valë. Kahjet e shpejtësive normale percaktohen 

me kahjet OA dhe OB, përkatësisht me vektorët n'/v'dhe n"/v". Në 
këtë mënyrë janë përcaktuar kahjet e normaleve te valeve ne kristal,. 
për kahje të dhëna të dritës së rënies. 

Nga shprehja (1) rrjedh 


rn 


c 


rn' 


v ' 


Këndi në mes të vektorëve r dhe n eshte — - 


— a, prandej 


r n r sina 
c c 


Nëse këndin e thyerjes e shënojmë me p' do të kemi 


sma 

&m$' 


c 
v ' 


dhe në mënyrë të ngjajshme për kahjen tjetër të valës 


s ma 

sing" 


c 

v" 


( 2 > 


( 3 ) 


Kemi fituar shprehje identike me ligjin e thyerjes se drites ne mjedise 
izotrope. Pra, ligji i thyerjes vlenë edhe per kalim ne mjedis amzoti p 
me të vetmin ndryshim se duhet të zbatohet per te dy valet. 

Këndi i thyerjes vështirë mund të caktohet sepse vështirë përcak- 
tohen shpejtësitë V dhe v", prandej këtu nuk do ta paraqesim kete 

njehsim. 


h) Bef raksionet konike 

Në kristalet dy boshtore paraqitet edhe një formë e veçantë e 
thyerjes e cila njihet si refraksion konik që shihet në fig. 119* Në te, 
në kahje të biradiales është vizatuar rrafshi tangjencial në rreth dhe 
elipsë. Ky rrafsh e takon sipërfaqen valore në një varg pikash të cilat 
gjenden në një rreth, prandej ekzistojnë pambarim shumë rreze të ci- 
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lat fillojnë nga qendra e sipërfaqes valore dhe mbarojnë në pikprerjet 
me rrafshin tangjencial. Të gjitha këto rreze qëndrojnë në mbështje- 
Uësin e një koni, sepse pikprerjet e tyre qëndrojnë në një vijë rrethore 
të rrafshit tangjencial. 

Lehtë mund të tregohet se koni i rrezeve e ka kahjen e boshtit 
optik, sepse rrafshi tangjencial njëkohësisht i takon të dy luspat e si- 
përfaqes valore, të cilat kanë shpejtësi të njëjtë të përhapjes në kahje 
të boshtit optik të krisfcalit. 



a) Vektorët e fushes 

Nëse tufa e dritës intensive kalon nëpër enë të tejdukshme në të 
cilën gjendet benzoli, shohim se nga pjesa e ndriçuar e lëngut do të 
dalë dritë e kaltër. Natyrisht se e njëjta gjë ndodhë edhe për lëngje 
tjera por intensdteti i dritës dalëse do të jetë i ndryshëm. Dukuria vë- 
rehet edhe në gaze, por e një intensiteti të dohët si dhe në disa trupa 
të ngurtë. Këtu kemi të bëjmë me shpërndarjen e valëve të dritës në 
grimcat e mjedisit. 

Dukurinë e shpërhapjes e shpjegojmë në këte mënyrë: Kur vala 
e dritës takohet me grimcën, e indukton në te momentin elektrik, i 
cili ndërron në mënyrë periodike nën veprimin e saj. Këto momente 
oshiluese periodike janë burim i valëve sekundare të dritës të cilat 
në mes veti dnteferojnë. Sikur mjedisi nëpër të cilin kalon drita e 
rënies të cilën e quajmë primare, të përbëhej nga molekulet e renditura 
në mënyrë të rreguilfc, valët sekundare me interferim do të shuheshin 
plotësisht dhe dukuria nuk do të vërehej si e tillë. Mirëpo, nga lëvizja 
termike e molekideve, gjithmonë ekziston renditje e pa rregullt e tyre 
dhe gjithmonë mbetet një pjesë e dritës sekundare. Këte dritë e quajmë 
dritë të shpërhapur. 

Gjatë shpërhapjes së dritës, ndodhë që drita e rënies të ndikojë 
në gjendjen energjetike të rrotullimit dhe lëkundjes së molekuleve, 
ashtu që fofconet e dritës së shpërhapur do të kenë energji tjetër, për- 
katësisht frekuencë nga ajo e fotoneve të rënies. Këte dukuri e quajmë 
efekt të Ramanit. Por, mund të ndodhë që drita e rënies nuk e ndërron 
gjendjen energjetike të molekuleve të mjedisit. Atëherë drita e shpër- 
hapur do të ketë të njëjtën frekuencë sikurse drita e rënies. Kjo shpër- 
hapje njihet si shpërhapje e Relejit, për të cilën do të kufizohemi në 
vazhdim. 

Për dritën e shpërhapur mund të njehsojmë intensitetin përkatë- 
sisht shpëmdarjen e intensitetifc për kënde të ndryeshme të shpërhapjes 
si dhe gjendjen e polarizimifc të saj. Tregohet se edhe shpërndarja e 
intensitetit edhe gjendja e polarizimit të dritës së shpërhapur varen 
prej ndërtimit të molekulës në të cilat shpërhapet drita, prandej hu- 
lumtimi i këtyre karakteristikave na ofron të dhëna për ndërtimin e 
tyre. Ky hulumtim është treguar mjaft efikas për materialet e ndërtua- 
ara nga makromolekulet. 
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Problemin e shpërhapjes së dritës në grimca shumë të vogla e 
zgjidhi Keleji më 1881. Kur themi se grimca është shumë e vogël, atë* 
herë mendojmë se damensionet e saj janë mjaft të vogla në krahasim 
me gjafcësinë valore të dritës së rënies. Duke u nisur nga kjo, forma 
e grimcës nuk ndikon në shpërhapje, prandej teoria vlenë për grimca 
të vogla të çfarëdo forme. Tregohet se teoria e Relejit vlenë për grimca, 
dimensionet e së cilave janë më të vogia se 1/10 e gjatësisë valore. 
Së pari do të fillojmë për shpërhapjen vetëm në një grimcë. 

Në një pikë të saj e vendosim origjinën e sistemit të koordinate- 
ve. Le të jetë grimoa nga materiali dielektrik me konstant e. Supozojmë 
gjithashtu se permeabiliteti i saj nuk dallon nga ai në boshllëk |x 0 dhe 
nuk ekziston as përqueshmëria specifike, pra a — 0. Grimca gjendet në 
boshllëk me konstantet e 0 dhe p 0 . Supozojmë se në grimcë bie vala e 

rrafshtë e polarizuar, me vektorin elektrik E 0 . Në hapësirë ku nuk ka 
rryma dhe elektricitete të shpërndara fusha përcaktohet me këto ekua- 
cione të Maksvelit 


rotH = D 

(1) 

~> t 
. n — 

rot - 

(2) 

e 

div D — 0 

(3) 

div B = 0 

(4) 


Ekuacionin e dytë e shkruajmë në formën 

rotDi 1 + ~ 1 - — \ =-B 

\ e c £ e 0 / 

E shumëzojmë me s 0 dhe g 0 . Pitojmë 

rot \x 0 D + rot — — D j =- e 0 =- ~ B (5) 

sepse ‘ 

= 1 _ 

V 

E shumëzojmë ekuacionin ( 1 ) me \x 0 . Do të kemi 

rotB = \x 0 D 

dhe e zëvendësojmë në anëtarin e parë të (5) pasi e kemi derivuar sipas 
kohës. Pitojmë 
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rot rot B + rot ( |a d — ■ — D \= — — 
\ e / c 2 


B 


( 6 ) 


Supozojmë se vektorët e fushës ndërrojnë gjatë kohës si funksione 
harmonike me frekuencë ciklike o). Prandej mund të shkruajmë 


D = Bi e- 






B = Ba 


prej nga 


D —— zo) B 


(7) 


B=-a> 2 B 

Nga (8) dhe (9), shprehja (7) do të ketë formën 


rot rot B - io) rot I ~~ D 


( 8 ) 


,(►. >r- B) 


0 ) 


B 


E zhvillojme rotorin e dyfishtë 

— > — > — > 

rot rot B = grad divB~ AB 

por nga (4) anëtari i parë është i barabartë me zero. Nëse marrim në 
konsiderim edhe vlerën 


k 


0) 

c 


fitojmë ekuacionin 


AB + fc 2 B 


20 ) rot ^ g 0 - s °— D 


(9) 


Do të supozojmë se vektori i induksionit magnetik përbëhel prej dy 

pjesëve, njërës pjesë si rezultat i valës së rënies B 0 dhe tjetrës B r si 
rezultat i valës së shpërhapur. Pra, 


B = B 0 + B r 


( 10 ) 


Gjithashtu supozojmë se \B r \ » |B 0 | si dhe \D r \ është i rendit të ma- 

dhësisë ashtu që prodhimi i këtyre dy faktorëve mund të mos 

£ 

përfillet. Nga këto që cekëm dhe (10), shprehja (9) është 
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Pasi që për valën e rënies vlenë ekuacioni 

A B 0 4- fc 2 sl - 0 

për dritën e shpërhapur ngelë ekuacioni 

A B, + k? B, =- rot D^ 


(12) 


Ky është ekuacion jo homogjen diferencial, zgjidhja e të cilit e ka 
formën 


B r =~~f— e ik ' rot ( D 0 ) 

4tc J r \ e / 


4n J r 

E kryejmë integrimin parcialisht 


dx 


(13) 


ndërsa 


B r 


grad 


m r 

4-kJ 


\i 0 —-~D 0 x grad 
£ 


(f ) 


dz 


(f - ) 


-~ 1 - + ~ \ r„ e 


ikr 


(14) 


Ne e kërkojmë valën e shpërhapur në largësi të madhe nga grimca, 
prandaj r është mjaft i madh, çka do të thotë se mund të marrim ve- 
tëm anëtarin e dytë të (14). Fitojmë 


B r 


o>k 

4% 


Vo f £<r g e ikr 

t J s r 2 


D v x rdx 


(15) 


E shënojmë me 


k 


/ __ ëo 
4tc 


co 


dhe me ndihmën e k = — për (15) fitojmë 

c 


B, =- k' ----- e ito r XD.dx (16) 

c J e r 2 

Meqë shqyrtimin e fushës e kryejmë në largësi të madhe nga grimca 
dhe pasi kjo i ka përmasat shumë të vogla mund të mendojmë se lar- 
gësia r e vendit të shqyrtimit nga elementi i vëllimit të grimcës është 
konstant, Atëherë ngelë integrali J dx~ V 0) ku me V 0 e kemi shënuar 
vëllimin e grimcës. Fitojmë për vektorin e induksionit magnetik 

B, =-jc' — v„ — e lkr r x d„ : 
c s r 2 
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ose nga 


Eo** 


D a 


fitojmë përfundimisht 


B r =k' 


ar 


V* (e - e 0 ) 


e ikr x E 0 


(17) 


Ka ngelë të përcaktojmë vektorin e fushës elektrike të valës së shpër- 
hapur. Për këte fillojmë nga ekuacioni (1) të cilin e shkruajmë në 
formën 

— > — p 

rot B r = s 0 ft x E r 

Këtu shkruajmë e G për të treguar se shpërndarjen e fushës elektrike 
e kërkojmë në boshllëk. Nga E r ito E r dhe 17 (fitojmë 


(0 „ „ U) , 

z £ r ~ fc, Y o ( s - g o ) ro i 

c 2 c 


L r 2 


e ikr ( r X E 0 ) 


ose 

£? r ™ 2 lc'cayVo (e — e 0 ) 


e i5r • rot (r x EJ + ^rad e ar j x (r x 2<,) j 

(18) 


Duhet të gjejmë vlerën e shprehjes 

rot (r x e o ) = r dza - E 0 div r + (e„ V ) 7- (rV ) E 0 

E dijmë se paraqet fushën elektrike të valës e rënies në vendin ku 
gjendet grirnca, prandej nuk varet nga vendi i shqyrtimit të valës së 
shpërhapur. Për këte arsye në shpi'ehje të fundit mund të mendohet si 
konstante, ashtu që anëtari i parë dhe i fundit janë të barabartë me 

zero. Anëntari i dytë është — 3 E„ kurse i treti është E 0 . Do të kemi 
E, = i k'cmV„ (e - s 0 ) [- 2 E 0 --- e ikr + ( - — + i e ik ' r a x (r x E 0 )\ 

Edhe në këte rast nuk i përfillim anëtarët e shkallës së lartë të 1/r, 
prandej fitojmë 

E, =- k'tfVo (e - e„) — e“ r [r X (r x E o y\ (19) 

r s 



612 


HYRJE FIZIKË TEORIKE 


Shprehjet (17) dhe (19) përmhajnë faktorin — e ikr i cili është karakte- 

r 

ristik për valë sferike çka tregon se drita e shpërhapur përhapet në 
formë të valëve sferike me hurim të tyre në grimcën e vogël. Nëse e 
shënojmë me 

p = K(s-s 0 )E (20) 

atëherë vektorët e fushës së dritës së shpërhapur mund t*i shkruajmë 
në këte formë 

— * M 2 — + * 

E r =-k'—- - e‘ k '[r x <r Xp)] (21) 

r 3 


—* / t \ 2 — ♦ — * 

B r — fc' — " e ikr [r x p] 
cr 2 


( 22 ) 


Shprehjet e fituara janë të ngjajshme me shprehjet (XV.4.8. dhe 9) 
për rrezatim të dipolit elektrik me moment dipolarë 

p-pie-™ 1 (23) 


në zonën e valës. 

Mund të përfundojmë se drita e rënies e shndërron grimcën në 
dipol eiektrik, i cili emiton dritën e shpërhapur. Momenti i dipolit të 

induktuar është vektori p për të cilin shprehja (20) tregon se është 
proporcional me fushën elektrike të dritës së rënies. Këte mund ta 
shkruajmë shkurtimisht në formën 

p- ocE 0 (24) 

Faktori i proporcionalitetit përmban vetëm të dhënat për përmasat 
dhe vetitë elektrike të grimcës. Ky është karakteristik për grimcën dhe 
quhet polarizibilitet i saj. 


h) Sntensiteti i dritës së shpërhapur 


Fushat e njehsuara nuk mund t’i masim eksperimentalisht në ate 
formë, me që drita ka frekuencë shumë të lartë. Për këte arsye duhet 
njehsuar ndonjë madhësi e cila është e mundur të matet. I këtillë 
është intensiteti i dritës, i cili përkufizohet si vlerë mesatare kohore 
e vektorit të Pointingut. Pra, 

I=\N\ (25) 

Fillojmë nga shprehja për vektorë të Pointingut 


N^E xh = 


(^XB) 


1 


(26) 
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Nga shprehjet (21) dhe (22) shohim se vlenë 

E--cr 0 x B 


(27) 


E zëvendësojmë në (26) 

N = — [B x (r 0 x 5)] - [r 0 • B 2 - 2 (r 0 • B)] 

JJto 

Nga transverzaliteti i valëve 


dhe fitojmë 


ose intensiteti 


r • J5 ~ 0 


~N = ~~ Ç ~ r 0 B 2 


\N\ - — B 2 
1^0 


Për vektor B shfrytëzojmë shprehjen (22) dhe me ndihmën e (23) 
mund të shkruajmë pjesën reale të madhësisë komplekse 

B = (r 0 x pj) cos (Jc r - w t) 

cr 


prandej 

— > JU/2 — > — > 

jiV 1 = — |r 0 x | 2 cos 2 Ucr~(at) 

|v cr 2 

Sipas (25) duhet njehsuar edhe vlerën mesatare kohore të kësaj 
shprehje. Pasi që 

cos 2 (A; r ~ o)t) — — 

2 

dhe nëse me 6- e shënojmë këndin që mbyllë kahja e dritës së shpër- 
hapur me kahjen e dipolit, do të kemi 

► 

|r 0 x pj = PiSinft 

Shfrytëzojmë edhe (24) dhe për intensitet do të kemi 

j = jeL a 2 B 2 0l • sin 2 # (28) 

2jx 0 cr 2 

Në shprehjen e fundit do të paraqesim intensitetin e dritës së rënies. 
Nga (27) fitojmë 
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B = — <rl x £) 
c 

Ndërsa për vektor të Pointingut (26) kemi 

No = — [i» X (r. X £)] = — - — n E\ 

Cg, o C|Jto 

dhe intensiteti 

/. = — 

qx 0 

Pasi që 

£ 2 0 = — E 2 01 
2 

fitojmë për intensitet të dritës së rënies 

I o = _ 1 _ E \ tl (29) 

2c [i 0 

Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (28) 

0) 4 

h = /c ' 2 a 2 J 0 ,sin 2 fr (30) 

r z 

E dijmë se k' = dhe pasi që [x 0 = 

4« c 2 e Q 

k' = — 1 — 

47te 0 c 2 

Për (i) kemi 

2in:c 

co = 

X 

ndërsa (30) do të ketë formën 

1» = J.sinO' (31) 

s 2 0 X 4 r 2 

Shprehjet (30) dhe (31) janë dy forma të intensitetit të dritës së 
shpërhapur në kahje, e cila me kahjen e lëkundjes së dritës së rënies e 
mbyllë këndin 0>. Nga shprehja e fundit mund të përcaktojmë intensi- 
tetin e shpërhapjes në të gjitha kahjet, duke e integruar nëpër sipër« 
faqe të sferës me rreze r. Pra, 

1= S h 2mr 2 sin9' d9= /„ / sin 3 9 

O EoA 4 o 
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Vlera e integralit është 4/3 dhe përfundimisht fitojmë 




3s a oX 4 


(32) 


Natyrisht se realisht nuk mund të vërejmë shpërhapjen vetëm në një 
grimcë, ’por kemi numër të madhë të tyre, të cilat njëkohësisht e 
shpërhapin dritën. Nëse supozojmë se shpërhapja është e njëjtë në 
të gjitha grimcat dhe në mes të pavarura, atëherë intensiteti i të gjitha 
grimoave të ndriçuara në vëllim të caktuar fitohet duke i shumëzuar 
shprehjet (30) dhe (32) me numrin e grimcave të ndriçuara. Le të jetë 
numri i grimcave në njësi të vëllimit n, ndërsa V vëllimi i ndriçuar, 
atëherë do të kemi 


n 


r = 


7 z 2 nV 
s 2 c X 4 r 2 
8 , n: 3 nV a 2 


3e 2 o r 


a 2 1 0 sin^ 
lo 


(33) 

(34) 


Të dy shprehjet e fundit tregojnë se intensiteti i dritës së shpërhapur 
është proporcional me shkallën e katërt të — . Kjo do të thotë se grim- 

A 

cat e vogla me intensitet më të madh e shpërhapin dritën me gjatësi 
të vogël valore, prandej shpërhapja e dritës së kaltër është më intensi- 
ve se shpërhapja e dritës së kuqe. Kjo është edhe arsyeja pse qielli i 
shikuar nga sipërfaqja e Tokës na duket se ka ngjyrë të kaltërt. Drita 
e Diellit shpërhapet në grimca të pluhurit dhe ajërit në atmosferë, por 
zotëron ngjyra e kaltër e shpërhapjes e arsyetuar matematikisht me 
shprehjet (33) apo (34). 


c) Folarizimi i dritës së shpërhapsr 

Shprehja (33) tregon se intensiteti i dritës së shpërhapur varet 
prej kahjes së vrojtimit të saj. Kjo varshmëri më së miri shihet në 
diagramin polarë të shpërhapjes. Në fig. 124 për rreze vektor është 



Fig, 124 
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paraqitur gjatësia proporcionale me intensitetin e clritës së shpërhapur 
në feahje të dhëna. Shihet se në kahje të lëkundjes së dritës së rënies 
nuk ka fare shpërhapje. Në kahjet tjera intensiteti rrite-t proporciona- 
lisht me sin 2 # dhe mbërrin vlerën më të madhe kur kahja e dritës së 
shpërhapur është normale ndaj kahjes së lëkundjes së dritës së rënies. 
Gjithashtu shihet se diagrami polarë është simetrik, prandej shpër- 
hapja përpara dhe prapa është e njëjtë. Për këte arsye në shprehjen 
(33) mund të paraqesim këndin y të cilin e mbyllë kahja e dritës së 

rënies me kahjen e dritës së shpërhapur. Meqë % — — — y atëherë 

2 

shprehja (33) mund të shkruhet edhe në formën 




% 2 nV a 2 
s 2 0 X 4 r 2 


Io COS a Y 


(35) 


Shihet qartë se intensiteti për këndin y dhe këndin tc ™ y është i njëjtë. 

Shprehjet (21) dhe (22) tregojnë se në valën e shpërhapur vektori 
elektrik dhe magnetik kanë kahje të caktuar të iëkundjes e cila ndë- 
rron gjatë kohës. Kuptojmë se drita e shpërhapur është e poiarizuar në 
menyrë lineare. Shprehja (22) tregon se kahja e lëkundjes së dritës 
së shpërhapur qëndron në rrafshin e përcaktuar me kahjen e shpër- 
— > — ► 

hapjes r dhe kahjen e lëkundjes së dritës së rënies p. 

Shqyrtimi i ynë për shpërndarjen e intensitetit dhe polarizimit te 
dritës së shpërhapur ishte i bazuar në supozimin se drita rëniese është 
e polarizuar në mënyrë lineare. Por, shpesh herë drita rëniese është 
e pa polarizuar. Të shqyrtojmë se çdo të ndodhë në këte rast. E dijmë 
se dritën e pa polarizuar mund ta mendojmë si dritë të përbërë nga 
dy valë të polarizuara në mënyrë lineare të cilat lëkunden në dy kahje 
normale ndërmjet veti. Të mendojmë se njëra kahje qëndron në rraf- 
shin e përcaktuar me kahjen e dritës rëniese dhe asaj të shpërhapur. 
Për lëkundje të saj vlenë shprehja 

In “ « 2 cos 2 y (36) 

£ 2 0 X 4 r 2 


Kahja tjetër qëndron normal ndaj (36) dhe për te do të kemi 

7z 2 nV 


e 2 X 4 r 2 


a 2 I 0 


(37) 


Pasi që këto dy valë janë jo koherente intensitetet e tyre duhet të 
mblidhen 


j = a z I 0 ( 1 + cos 2 y) (38) 

e 2 o X 4 ri 

Kjo është shprehje për shpërndarje të Relejit, për dritën rëniese të 
pa polarizuar. Shpërndarjen e këtij intensiteti e tregon fig. 125. 
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Në këtë figurën me vija të ndërprerja janë paraqitur diagramet e 
intensiteteve J„ dhe Ij_ sipas (36) dhe (37), ndërsa me vijë të pakë- 
putur intensiteti i shumës së tyre (38). Shihet se edhe intensiteti i 
shpërhapjes së dritës së pa polarizuar është simetrik. Kuptojmë se në 


kete rast vlenë 1(0, k) = 21 



Do të shqyrtojmë gjendjen e polari- 


zimit të dritës së shpërhapur. Fasi që kemi mbledhje jo koherente të 
dy valëve me lëkundje normale drita e shpërhapur nuk është e pola- 
rizuar në mënyrë lineare, por meqë të dy komponentet nuk e kanë të 
njëjtin intensitet, kjo nuk është edhe tërësisht e pa polarizuar. Kjo 



do të thotë se drita e shpërhapur është .e polarizuar pjesërisht. Drita 
e polarizuar pjesërisht mund të zbërthehet në komponenten e polari- 
zuar dhe të pa polarizuar. Shkalla e polarizimit të saj P, e cila përku- 
fizohet si herës i intensxtetit të pjesës së polarizuar ndaj intensitetit 
total, matematikisht shprehet në formën 


Në këte shprehje me I „ e kemi shënuar 
intensitetin të cilin e lëshon analizatori 
linearë kur është i vendosur ashtu që të 
lëshojë dritën e cila lëkundet paralel me 
rrafshin e përcaktuar me kahjen e rrezes 
së rënies dhe asaj të shpërhapur, ndërsa 
me Iju është shënuar intensiteti të cilin 
e lëshon ky analizator normal ndaj kë- 
tij rrafshi. Intensitetet I u dhe J x Janë 
të përcaktuar me shprehjet (36) dhe 
(37). Do të kemi 

* _££r_ ( 40) 

l + COS 2 Y l+COS 2 Y 

Varshmëria e shkallës së polarizimit nga 
këndi i shpërhapjes është paraqitur në 
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fig. 126. Vlerat ekstremale të shkallës së polarizimit janë P- 0, për 
këndet y ” 0 dhe r — tc. Pra në kahjet përpara është plotësisht e pa po- 

larizuar. Vlerat P — 1 gjendet për y = — . Pra në kahje normale të dri- 

2 

tës rëniese, ajo e shpërhapur është plotësisht e polarizuar dhe lëkundet 
normal në rrafshin të cilin e përcaktojnë drita e rënies dhe e shpër- 
hapur. 


2. SHPËEHAPJA E REEEJ — GANSIT 

Shpërhapja e Relejit të cilën e shqyrtuam paraqitet në rastet kur 
përmasat e grimcës janë të vogla në krahasim me gjatesinë valore të 
dritës rëniese. Atëherë vala e dritës në tërë grimcën e ka gati të njëjtën 
fazë të lëkundjes, prandej e detyron këte që të lëkundet sikurse dipol. 
Oshilimet e këtij dipoli gjenden në fazë me oshilimet e valës së rënies. 
Për grimca më të mëdha, vala nuk do të ketë në tërë grimcën, të niëi- 
tën fazë të iëkundjes dhe si të tillë nuk mund ta mendojmë si dipol 
elektrik. Sipas propozimit të Relejit në këte rast grimca duhet ndarë 
në elemente të vogla të vëllimit, ndërsa Gansi më 1925 këte propozim 
e përpunoi më hollësisht. 

Çdo element i këtillë i vëllimit rrezaton sikurse dipol elektrik, por 
lëkundjet e tyre nuk gjenden në të njëjtën fazë. Këta e kanë fazën e 
valës rëniese në vendin e elementit të shqyrtuar. Drita e shpërhapur 
paraqitet si interferim i rrezatimeve dipolare të elementeve të veçuara 
të vëllimit. Ky interpretim i shpërhapjes mund të zbatohet për grimca 
më të mëdha dhe njihet si shpërhapje e Relej-Gansit. Përderisa në 
shpërhapje të Relejit shpërndarja e injtensitetit është simetrike dhe 
nuk varet prej formës së grimcës, në shpërhapje të Relej-Gansit është 
karakteristike se intensiteti i shpërhapjes nuk është më simetrik. Këtu 
zotëron intensiteti kah pjesa e përparshme dhe shpërndarja e tij varet 
prej formës së grimcës. 

Së pari do të paraqesim formulën e përgjithshme për interferen- 
cën e dritës së emituar nga pjesët e ndryeshme të dipolit e pastaj ate 
do ta specializojmë për forma të ndryeshme të grimcave. 

Grimcën në të cilën shpërhapet drita e ndajmë në elemente të 
vogla të vëllimit dx. Çdo njëri prej tyre rrezaton si dipol elektrik. Për 
moment të dipolit të këtillë mund të shkruajmë 

p = « e i5 E 

Këtu njëkohësisht e kemi marrë në konsiderim se faza e vales së rë- 
nies nuk është e njëjte në të gjifcha dipolet. Me 5 e kemi shënuar ndry- 
shimin e fazës në mes të dipolit të shqyrtuar dhe atij i cih gjendet 
në origjine të koordinateve. Për dipolin e shqyrtuar mund të kryejmë 
të njëjtin njehsim sikurse për shpërhapjen e Relejit për fushë të dritës 
së shpërhapur dhe do të fitojmë të njëjtat shprehje me ndryshim se 
do të përmbajnë edhe faktorin Që të fitojmë fushën e rrezatimifc 
të tërë grimcës duhet t 'i mbledhim kontributet e dipoleve të veçuar, për 
çka fitojmë integralin 
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P(r) = S e ,s dz 


(i> 


Për njehsimin e intensitetit edhe këtu vep- 
rojmë njësoj sikurse për shpërhapje të Rele- 
jit. Natyrisht se fitohen të njëjtat shprehje 
sikurse (XVXII.1.33 dhe 34), me ndryshim se 
paraqitet edhe faktori |P(r>l 2 - Për këte ar- 
sye mundemi intensitetin e shpërhapjes së Re- 
lejit ta shënojmë me / R , ndërsa për intensitet 
të shpërhapjes së Relej-Gansit e kemi shpreh- 
jen 

/=/h|P( T )I 2 (2) 

Faktorit të inteferencës do t’i japim një for- 
më më të përshtatshme. Në fig. 127 në pozi- 
tën 0 gjendet dipoli elementar fillestar, ndër- 
sa dipoli i shqyrtuar gjendet në pozifcën e për- 

caktuar me vektorin e pozitës r. Drita rënuese 



— Fig. 127 

paralele përcaktohet me vektorin unitarë n. 

Meqë përmasat e grimcës janë të vogla ndër- 

sa vendi i shqyrtimit të dritës së shperhapur eshte mjaft larg duhet 
marrë se edhe drita e shpërhapur është paralele. Kahjen e saj e per- 


cakton vektori unitar m. Në figurë është vizatuar drita rënuese dhe e 
shpërhapur nëpër pikën fillestare O dhe pikën e shqyrtuar A. Nga e 
njëjta shohim se ndryshimi në fazë paraqitet nga ndryshimi i rrugeve 

OM- NA. Këte ndryshim ta shprehim me ndihmën e vektorëve në 
formën: 


OM = rm dhe NA = rn 


kurse ndryshimin e fazës e gjejmë duke e shumëzuar ndryshimin e 

T 2rc 

rrugëve me numrm e vales Jc — — ■ 


8 = k r (m - n) (3> 

Vektorët unitarë e mbyllin këndin i cih gjendet në kulm të trekëndëshit 
OKL , prandej vlenë 

\m~~n\ - 2sin — 

2 

Nëpër pikën Q e vizatojmë paralelen me kahjen e vektorit (m~~n), 

Kjo paralele OQ me vektorin r e mbyllë këndin ?}. Sipas përkufizimit 
të prodhimit skalarë kemi 
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8 = k \m — n\ r cost 7 ( 4 ) 

Plkën Q e përcakton normalja e lëshuar nga pika A në paralelen OQ. 
Nëse e shënojmë me 

b^OQ 

atëherë nga trekëndëshi OQA rrjedhë b = r costj, dhe për ndryshim fa- 
.ze mund të shkruajmë 

8 - 2b ksin (5) 

2 

Shohirn se ndryshimi i fazës është i njëjtë për të gjitha ato elemente 
të vëllimit të cilat e kanë të njëjtin projeksion b në vijën e cila e për- 
gjysmon këndin në mes të valës rëniese dhe të shpërhapur. E zaven- 
dësojmë shprehjen (5) në (1) 

P(r) = -- / e i26t sl " V dx (6) 

Në këte mënyrë e kemi përcaktuar faktorin e interferencës. Për njeh- 
simin e tij konkret duhet të kryhet integrimi sipas vëllimit të grimcës. 
Për këte nevojitet njohja e formës gjeometrike të saj. Në vazhdim do 
të njehsojmë shpërhapjen në forma të caktuara të grimcave. 


3. SHPSEHAPJA E RELEJ — GANSIT NE GEIMCA 
TE FOEMSS SFEEIKE 

Supozojmë se shpërhapja e dritës kryhet në grimca të formës 
sferike me rreze a. E vendosim origjinën e sistemit të koordinateve në 
qendër të saj. Në fig. 128 është paraqitur gjeometria e këtij problemi. 
.Sferën e ndajmë në elemente të vëllimit të formës së shtreses sferike 

me gjërësi db normal ndaj gjatësisë b. Meqë 

rrezja e shtresës është a 2 — b z për element 
të vëlliacnit kemi 

di = ( a z - b z ) tz db 

ndërsa shprehja (6) do të ketë formën 

P(r)=— S eabks>n 7 (tf-b*) db ( 1 ) 

4a 3 —a 

Shënojmë shkurtimisht me 

u = 2aJcsin — 

2 

Pig. 128 dhe integrali do të ketë formën 



(2) 
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J ë — (a* - b 2 ) db 


4a s — 


o « * 3 f _L 

-£-J «■— ® 


Zgjidhja e këtij integrali elementarë është 


p( Y ) = -S- (shlM -MCOSW) 
V? 


dhe nga (XVIII.2.) kemi 


r - /„ L 3 - sin 3 T f sin ( 2ak sin ) - ( 2 ak sin D cos ( 2 ak sin 
|8a 3 k 5 2 1 V 2 J \ 2 ; V 


Të mendojmë se drita shpërhapet në grimcë në forme te shkopthit 
të gjatë dhe mjaft të hollë. Gjatësinë e saj e shënojme me l ndersa 
trashësinë e mendojmë se është e pa përfillshme. Ongjmen e sistemit 
të koordinateve e vendosxm në mes të grimces. Elementi 1 vellimit x. 
cili nga origjina e sistemit është i larguar për r lekundet me ndryshim 
faze të paraqitur me (XVIII .2 .3), 

5 = 2fcrsin — cosyj (D 

2 

Këtë vlerë e zëvendësojmë në (XVIII. 2.1) dhe fitojmë 


1_ f çi 2 kr Sin — j “ cosrç 


Shënojmë shkurtimisht me 


dhe fitojmë 


u^kl sin - L - costj 
2 


P(r)^-~fe ! ‘“ ~r dr= -f ~r u ^ 
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p(r) - - 


smw 


u 


( 4 ) 


është faictori i interferencës për një shkopth të çfarëdo orientimi 
ndaj drxtes rernese. Por në prakitikë kemi të bëjmë me numër të madh 
te shkopthave te onentuar në mënyrë statistike. Drita e shpërhapur do 
te kete faktorin e interferencës i cili i përgjigjet vlerës mesatare të 
orientimeve te ndryeshme të shkopthave. Meqë në shprehje për intensi- 
tet paraqitet katrori i (4) duhet të njehsojmë këte vlerë mesatare 


_L / 

" sin 2 w 

a J 

u 2 


dQ 


(5) 


Omntimm e shkopthit e përcakton këndi x prandej vlerën mesatare 
duhet njehsuar për të gjithë këndet e mundshëm n. Pasi që elementi 
i kendit hapësinorë është 2tz s inrç dn do të kemi 


P 2 (T) 


1 

4td 


r sin 2 u 

J u 2 


2tu siny dv) 


Pjesën konstante të (3) e shënojmë me G 

G = k l sin — 
2 

dhe për vlerë mesatare do të kemi 


( 6 ) 


P 2 (r) 


sin 2 (G cos7]) 
(G cosrç) 2 


d (cos 7}) 



7Z 


xrim nga 0 deri në^- . Fitojmë 
2 


dhe nese shënojmë shkurtimisht me 

£ = G cosv} 

do të kemi 


P 2 (r) = 


1 f_si 

G J i 


s in 2 £ 


dt 
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Integralin e fundit e zgjidhim me metodën e integrimit të pjesërishëm. 
Shënojmë 

y = sin 2 f ; dy = sin 

; «=-- X - 
f 2 f 




sin 2 t _ sin 2 i 
— — dt~— 
t 2 


G G 
+ 


t 


J t J 2t 


sin 2t T/0 , x sin 2 G 
d(2t )- 


G 


o o o 

Për integralin e mbetur mund të shënojmë 

.t = 2t 

dhe /itojmë 

G 2G 


J—~ <U = J ~^~dx- 


si n g G 
G 


Përfundimisht fitojmë për faktorin e interferencës 


2G 


p 2 (t) 


JL 

G 


(f~ : 


sin x dx _ sin 2 G 


G 


Ndërsa për shpërndarjen e dritës së shpërhapur fitojmë shprehjen 

2G 


/ = /j 




sin x ^ . sin 2 G 


x 


G 


( 6 ) 


Edhe kjo shpërndarje e intensitetit tregon asimetri tipike. Buke ma- 
tur intensitetin e shpërhapjes mund të njehsohet faktori G dhe me 
ndihmën e (6) mund të përcaktojmë gjatësinë e shkopthit l 

Duke mos tentuar të shqyrtojmë rastet tjera të shpërhapjes e sho- 
him të arsyeshme të cekim se dukuria paraqitet edhe në lëngje si re- 
zultat i lëkundjes së dendësisë apo lëkundjes së koncentrimit. Naty- 
risht se ekziston dallim i qenësishëm në trajtimin e shpërhapjes në lën- 
gje nga shpërhapja në gaze, sepse duhet marrë në konsiderim para- 
metra tjerë, por megjithate në shprehjet përfundimtare figuron fak- 
tori 1/X 4 . 

Për derisa në gaze supozimi i shpërhapjes së pavarur ne grimca, 
në lëngje ky supozim nuk është i arsyeshëm. Kjo shihet nga fakti se 
në lëngje numri i molekulave në njësi <të vëllimit është shumë më i 
madh se numri 1 tyre në të njëjtin vëllim itë gazit, por shpërhapja është 
10 deri në 50 herë më e fuqishme. Shihet se nuk ekziston proporciona- 
litet me numrin e molekulave të gazit dhe lëngjeve në rastin e shpër- 
hapjes sepse ky numër është disa qinda herë më i madh ne lengje, 
ndërsa shpërhapja është disa dhjeta herë më e fuqishme se sa në gaze. 



Në shqyrtimin e deritanishëm nuk kemi supozuar kurrfarë kufi- 
zimi të yalëve në hapësirë. Mirëpo, në shumicën e instrumenteve opti- 
ke kemi te bejme me -tufa dritësore të kufizuara. Kur valët e dritës 
janë te kufizuara në hapësirë, atëherë në skajet e këtij kufizimi para- 
qiten dukun te veçanta të eilat njihen si difraksion. Në vazhdim do të 
përqëndrohemi në shqyrtimin e këtyre dukurive. 


1. INTEN SITETI I BEITES 

Drita është elektromagnetike e frekuencës së lartë. Prandej vle- 
ra e vektorit elektrik shumë shpejt ndërron dhe është e pa mundur 
të matet vlera e tij momentale. Që të mundemi të dallojmë dritat e 
te njëjtës ngjyrë duhet të përkufizojmë madhësinë e cila quhet in- 
tensitet i dritës. Intensiteti i dritës përkufizohet si vlerë mesatare 
kohore e vektorit te Pointingut të valës së dritës. Kjo është vlera 
mesatare e dendësisë së energjisë të cilën vala e dritës e bartë në 
njësi të kohës. 


Sipas përkufizimit 

Për vektorë të Pointingufc vlenë shprehja 

N ~ E X H 

Kemi treguar se në valë elektromagnetike 


r- 


H ~ |/, e _ nXE 


ose 


prej nga 


N : 


N= l/- £ -E x (n x E) 
l* 


[nE 2 ~~ E (nE)J 


< 1 > 
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Meqë valët e dritës janë transverzale n.- E = 0 dhe fitojmë 


JL jS 2 


E shënojmë fafotorin e proporcionalitetit me 2 K 


dhe për intensitet të vefotorit të Fointingut foemi 

N = 2K E 2 


ndërsa sipas (1) 


I = 2KE Z 


Vektorin elektrifo në valë e shpreh funksioni 

E = a cos (fc r — + 8) 

të cilin mund ta shprehim në formën 

i? = a e nk r + 6) e~ iwt 

E shënojmë amplitudën foomplefose me 


^ — a r + 5) 


dhe me ndihmën e saj 


E = w e~ iwt , ndërsa vlera absolute £? — w 
Numrin komplefos e zbërthejmë në pjesën reale dhe imagjinare 

u — Ui + iUz 

Atëherë kemi 

E = (Wi + i w 2 > (coswt " i sintot) 

Pjesa reale e foësaj shprehje është 

E — Ux cosc ot + u z sinort 

E ngrisim në katrorë dhe kërfoojmë vlerën mesatare foohore 
E z - u\ cos z i yt + u\ sincot + u x u z sin 2tot 
Vlerat mesatare janë: 

cos £ o )t = si xFf&t — — dhe sin 2o)i — 0 
2 
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Prandej 


kurse nga (2) fitojmë 


#= — (tt\ + U\) 

2 


/ - X(tt\ + u \ ) 

Në këte shprehje paraqitet katrori i modulit të numrit kompleks (5). 
E dijmë se i njëjti modul mund të shprehet edhe në formën 

u\ + w 2 2 - uhi 

Këtu me u* e kemi shënuar numrin kompleks të konjuguar të u. Pra, 

1—Ku*u (6) 

Kjo është shprehja përfundimtare për intensitet të dritës. Prandej, për 
njehsimin e intensitetit së pari duhet njehsuar amplituda komplekse 
e valës sipas (4) e pastaj të shumëzohet me vlerën komplekse të ko- 
njuguar. Gjatë njehsimit të difraksionit të dritës nuk është e nevoj- 
shme njohja eksplicite e konstantes K, sepse me rëndësi është kraha- 
simi i intensitefceve e cila gjatë pjesëfcimifc të tyre thjeshtohet. Shprehja 
(6) e fituar për intensifcet fcë dritës ëshfcë mjaft e përshtatshme për 
njehsimin e interferencës, sepse kur dy valë bashkohen atëherë vekto- 
rët elektrik duhet të mblidhen, prandej e kryejmë mbledhjen e ampli- 
tudave komplekse të tyre. Të njëjtën shprehje do ta shfrytëzojmë për 
njehsimin e intensitetit difraksional. 


2. PAEIMI I HAJGENSIT 


Difraksioni i dritës është dukuria e përkuljes së valëve të saj prane 
skajeve të pengesës. Kur drita përhapet nëpër hapje të vogël atëherë 
nuk fitohet pjesa e ndriçuar e hapësirës me kufij të prerë të hijes, por 
vërehet se skajefc e pjesës së ndriçuar janë të mbuluar me sistem të 
vijave të ndriçuara dhe të errëta. 

Njehsimi i vijave difraksionale duhet të kërkohet ashtu që të zgji- 
dhefc ekuaeioni diferencial valorë duke shfryfcëzuar konditat kufitare 
të cilat i përgjigjen pengesës. Kjo metodë e hulumtimit është mjaffc e 
vështirë dhe është kryer vetëm për disa raste kur pengesa ka formë 
të rregullt gjeometrike. Rast tipik kemi difraksionin në sferë. 

Por, kjo zgjidhje rigoroze e problemeve të difraksionit nuk është e 
domosdoshme, meqë ekzistojnë metoda të përafërta të cilat në shumi- 
cën e rasteve japin rezultafce të cilat shumë mirë përputhen me të dhë- 
nat eksperimentale. Një metod të këtillë të përafërt e ka dhënë Kirhofi, 
ndërsa ne do të shfrytëzojmë një metodë edhe më të vjetër e cila ha- 
zohet në parimin e Hajgensit. 

Parimi i Hajgensit vërteton se çdo pikë në fushë të valës mund 
të mendohet si burim i valës së re elementare. Këte parim e ka zgjë- 
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ruar Freneli duke supozuar se këto valë janë koherente dhe në mes 
veti mterferojnë, Këtu do të paraqesim shprehjen matematike e cila 
përfaqëson parimin e Hajgens-Frenelit. 

Të mendojmë rrafshin nga materiali jo i tejdukshëm në të cilin 
gjendet një hapje e vogël e çfarëdo forme. Burimi piksorë i dritës mo- 
nohromatike le të gjendet në largësi të madhe nga kjo hapje. Në rraf- 
shin e hapjes e zgjedhim një pikë për origjinë të sistemit të koordina- 
teve. E shënojmë me a largësinë e burimit nga kjo pikë, sikurse tre- 
gon fig. 129. E mdajmë hapjen në elemente të vogla të sipërfaqes dS 
dhe me r 0 e shënojmë largësinë e një elementi të këtillë nga burimi. 
Nga burimi përhapen valët sferike dhe amplituda komplekse e lëkund- 
jes në vendin ku gjendet elementi i shqyrtuar i sipërfaqes është 



u(dS) - A — e ikr * (1) 

To 

Amplituda reale A varet prej intensitetit të dritës të cilën e emiton bu- 
rimi. Meqë ndriçimi i elementit të sipërfaqes dS varet edhe prej kosi- 
nusit të këndit të pjerrtësisë së dritës së rënies me normalen në ele- 
ment ttë sipërfaqes, duhet të shumëzohet edhe me kosinusi n e këtij kën- 
di. Mirëpo eksperimentet me difraksion të dritës kryhen gjithmonë për 
hapje të vogla në krahasim me largësinë e burimit, prandej për të 
gjithë elementet e sipërfaqes ky kënd është i vogëi ashtu që kosinusi 
përafërsisht i barabartë me një. 

Sipas parimit itë Hajgensit çdo pikë të hapjes mund ta mendojmë 
si burim të valëve elementare, prandej edhe elementi i shqyrtuar i si- 
përfaqes do të jetë burim i valëve elementare 

u(dS) dS 

Në pikën P të hapësirës në të cilën dëshirojmë të përcaktojmë fushën 
e dritës e cila nga elementi i sipërfaqes dS është e larguar për r ampli- 
tuda komplekse do të jetë 
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du = u(dS) — e ,ftr dS 
r 

dhe nga (1) fitojmë 


du = A — e^-'-VdS 
r 0 r 

Edhe në këte rast nuk e përfillim kosinusin e këndit të pjerrtësisë. 
Shprehja e fituar paraqet kontributin e elementit të sipërfaqes dS për 
amplitudën komplekse të lëkundjes së dritës në pikën P, prandej këto 
kontribute duhet të mblidhen nga të gjithë elementet e hapjes. Fitojmë 

u — A f — e* ( ' dS 
J r 0 r 

Integrimi diihet të kryhet nëpër sipërfaqe të hapjes. Nëse mebe shë- 
nojmë largësinë nga qendra e sistemit të koordinateve deri në pikën P, 
sikurse shihet në figurën 129, atëherë nga përmasat e vogla të hapjes 
mund të marrim përafërsisht se vlenë l/r e « 1 /a dhe 1/r « 1 /b. Ekspo- 
nentin mund ta transferojmë në formën 

r + r Q =^a + b+ (r-b) + (r 0 ~~~a) 

dhe do të kemi për amplitudë komplekse 

u — — - e ik{a + b) f e ik{r ~ *> + K - *> dS 
ab 

Për ndryshim të rrugëve nga origjina deri te elementi i sipërfaqes dS 
shkruajmë 

A = r - b 

A (2> 

A 0 = r Q - a 

ndërsa konstanten përpara integralit e shënojmë me C. Fitojmë 

u = C f e ik & + A> dS (3) 

Kjo formulë e shpreh parimin e Hajgens-Frenelit. Në problemet e difra- 
ksionit me ndihmën e saj do të njehsojmë amplitudën komplekse të 
dritës së përkulur e pastaj duke shfrytëzuar (XIX.1.6) e njehsojmë in- 
tensitetin e saj. 

Në fund të theksojmë se dukuritë difraksionale i ndajmë në dy 
kategori: në dukuri të Fraunhoferit dhe të Frenelit. Në dukuri të di- 
fraksionit të Fraunhoferit bëjmë pjesë ato raste kur drita rëniese dhe 
e difraktuar janë paralele. Atëherë burimi i dritës dhe pika e vrojtimit 
janë të larguara pambarim. Praktikisht kjo arrihet ashtu që pëpara 
dhe prapa pagesës vendoset thjerrëza përmbledhëse. E para vendoset 
në vatër të burimit dhe valët e tij 1 shndërron në paralele ndërsa e dyta 
këto rreze i mbledhë në vatër të vet. Dukuritë e difraksionit të Frene- 
lit paraqiten kur burimi dhe vendi i vrojtimit gjenden në çfarëdo lar- 
gësie nga hapja por jo në pambarim. 
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3. DIFRAKSIONI I FRAUNHOFERIT NE QARJE 


a) Intensiteti i dritës së difraktuar 

Le të kalojë drifca nëpër qarje shumë fcë ngushë e cila gjendefc në 
perde jo të fcejdukshme. Teorikisht supozojmë se qarja është shumë e 
gjatë ashtu që problemin mund ta zgjidhim si njëdimensional. Prakti- 
kisht qarja me gjafcësi prej 5 apo 10 cm vepron si pambarim e gjatë 
nëse gjërësia e saj është disa pjesë fcë milimetrit. Gjërësinë e saj do ta 
shënojmë me a sikurse tregon fig. 130. Origjinën e sistemifc të koordi- 
nateve e vendosim në mes fcë qarjes. Elementin e sipërfaqes e marrim 
në vendin me apscisë ç. Pasi problemi është redukuar në njëdimensio- 
nal elementi i sipërfaqes redukohet në element të gjatësisë ri£. Supo- 
zojmë se drita një ngjyrshe paralele përhapet normal ndaj rrafshit të 
qarjes. Për dritë rëniese ndryshimi i rrugëve A 0 = 0. Nga qarja drita 
prap vazhdon si fcufë paralele në të gjitha kahjet. Nga të gjitha këto 
kahje do fcë zgjedhim afce e cila me drejtimin e dritës rëniese e mbyllë 
këndin a. Pasi që drifca e difraktuar është paralele, të njëjfcën gjatësi 
do të kenë rrezet nga pika T dhe M, prandej ndryshimi i rrugëve është 




i barabartë me gjatësinë OM. Këte e njehsojmë nga trekëndëshi OMT, 
Pitojmë 

A ~ OM = Ç sina 

ndërsa shprehja (XIX. 2 .3) redukohet në 

u~ C /T e ik c dç 

a 

~~ 2 

Zakonishfc nuk matefc këndi a, por prapa qarjes vendoset thjerrëza për- 
mbledhëse sikurse tregon fig. 131. Kjo thjerrëzë rrezet paralele i mble- 
dhë në pikën P e cila qëndron në rrafshin e vafcrës së saj. E vendosim 
në këfce rrafsh sistemin tjetër të koordinateve me origjinë në boshtin 
optik të qarjes, pra në mesin e figurës difraksionale. Kështu pika P 
do të ketë apscisën x, E paraqesim këte apscisë në vend të këndit a. 
Nëse me / e shënojmë largësinë e vatrës së thjerrëzës, atëherë nga tre- 
këndëshi OO'P në fig. 131 kemi 
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tga 


x 

f 


Në praktikë përdoret thjerrëza me largësi të madhe të vatrës ashtu 
që vlenë x « /, prandej këndi i përkuljes është i vogël dhe përafërsisht 
tangjensin mund ta zëvendësojmë me sinus. Pra, 


sina 


dhe meqë k ■ 


dhe 


2 n 


do të kemi 


k sina — 


x 

f 

2tzx 

X/ 

271* 


u = C S~2 e' 

a 

2 

Shënojmë shkurtimisht me 

— 

xF 

dhe amplituda komplekse e ka formën 


u — Cf~z = C 


Qtsa/ 2 Q-isa / 2 


ts 


2 C 


/ . s a \ 2 
sm - 2 - 


Ndërsa sipas (XIX.1.6) për intensitet fitojmë 

I-K C 2 a 2 

dhe nga (2) 


sa 


f 


I — K C 2 a 2 


sin 


2 
7uax 

X/ 


Ttax 


X/ 


(1> 


( 2 ) 


sm 


sa 


- — Ca 


/ . sa\ 
srn ~ 2 


sa 


(3) 


(4) 


Ka ngeië të përcaktojmë kuptimin fizik të konstantës në këte shprehje. 
Për x = 0 fitojmë vendin e rrezeve të pa difraktuara. Nëse intensitetin 
e tyre e shënojmë me I Q fitojmë 


/ . 7 lax \ 

sm 


Io^KWlim 

x—*o 


V 


mx 

* ■ 4 ■ 
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prej nga kuptojmë se 
kurse (4) do të jetë 


I a ~ K C 2 a 2 
7 zax 


I = Jo 


sm 


X/ 


%ax 


\ X/ / 


(5) 


Kjo është shprehja përfundimtare për shpërndarjen e intensitetit në 
figurën difraksionale e cila gjendet në rrafshin e vatrës së thjerrëzës 
pëmhledhëse. 


b) Biskutimi i shpërndarjes së intensitetit 

Do të shqyrtojmë shpëmdarjen e intensitetit të përshkruar me (5). 


Shënojmë shkurtimisht me 


izax 

X/ 


v dhe fimksioni i intensitetit e ka 


formën 

I~lo 



Ky funksion i ka minimumet 
për 


sin v~0, 1 = 0 
ose në vendet ku 
v =± n% (n = 1, 2, 3 . . .) (6) 


Në këto vende perdja është e 
errët. Për n nuk merret zero 


sepse atehere Um — — ) ~~ 

\ 7 ) / 


1 


dhe në vend të minimumit pa- 
raqitet maksimumi me lartesi 
I 0 . Maksimumet tjera fitohen 
duke e derivuar funksionin 


/(») = 


sin2> 

v 


Fitojxnë 

v co s v — sin v 
v 2 


ose 

= (7) 

Me ndihmën e këtij ekuacioni 
mund të përcaktojmë pozitat 
e maksimumeve. Ky është eku- 



Fig. 132 
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acion transcedent dhe mund të zgjidhet numerikisht ose grafikisht. Në 
pjesën e poshtme të fig. 132 është paraqitur zgjidhja grafike e ekuacio- 
mt (7), ndërsa në pjesën e sipërme shpërndarja e intensitetit sipas 
(5). Për zgjidhje grafike së pari vizatohen lakoret y = tg v dhe y = v. 
Lakorja e parë paraqet funksionin e tangjensit, ndërsa e dyfca është 
drejtëz e cila kalon nëpër kuadrantin e parë dhe fcë tretë, por edhe në- 
për origjinë. Pozitat e maksimumeve fitohen me prerjet e këtyre dy 

lakoreve. Këta gjenden në afërsi të ± 3 * , ± 5 ■ etj. Kjo shihet edhe 

2 2 

nga rezultaet numerike në tahelën vijuese 


V 

1,430 « 

2,469.« 

3,470 

4,479 n 

etj. 

I/Io 

0,047 

0,017 

0,008 

0,005 

etj. 


Në rendin e dyfcë janë paraqitur vlerafc e intensiteteve, nëse vlera e atij 
qëndrore është 1. Vierat e maksimumeve fitohen nga shprehja 


sin^ 


dhe nga (5) 


tgv = v 

V i + fcg 2 ft v i 4- v 2 


i/h 


i 

T+ v 2 


( 8 ) 


Prej nga kuptojmë se intensitetet tjera janë shumë më të vegjël se 
në fig. 132 ku shofim se në mes të figurës difraksionale maksimumi 
kryesore është i lartë dhe i gjerë. Majtas dhe djathtas intensiteti zvogë- 
lohet deri në zero, pastaj rritet por nuk kalon vlerën 5% të maksimu- 
mit qendror. Kështu, radhiten maksimumet tjera në largësi të rre- 
gullta ndërmjet veti por janë mjaft të dobët. 

Figura difraksionale përbëhet prej një vargu të vijave fcë ndriçuara 
dhe te errëta. Vija qendrore ëshfcë më e ndriçuara dhe dy herë më e 
gjerë se vijat tjera. 

Eksperimenti kryhet me dritë një ngjyrëshe sepse gjërësia e vijave 
varet prej gjatësisë valore të saj. Vijat e errëta gjenden në vendin me 
apscise 

x =± n ^ ■ 
a 

prandej për ngjyrë të kuqe vijat janë dy herë më të gjëra se për ngjyrë 
të kaltër. Përveç kësaj gjërësia e tyre është proporcionale e zhdrejtë 
me gjërësinë e qarjes a. 

Nëse eksperimenti kryhet me dritë të bardhë, atëherë në ndonjë 
vend’gjëridet minimumi për njërën ngjyrë por ngjyrat tjera do fcë kenë 
mu në ate vend ndonjë vlerë të intensitetit dhe paraqitet ngjyra e për- 
zierjes së tyre. Fitojmë vija paralele me ngjyra të ndryeshme. 
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4. BIFRAKSIONI Nfi DY QARJE PARALELE 

Le të ketë perdja dy qarje paralele dhe njësoj të gjëra. E shënojmë 
aiërësinë e cdo njërës me a dhe supozojmë se ndermjet veti jane te lar- 
guara për b. Do të njehsojmë shpërndarjen e intensitetit te difraksiomt 

të Fr g U ^^Q^ 1 J 1 p^gj2 1 gn 1 e^istemit të koordinateve në mes tëdy qarje- 
ve. m mSfyrëTë ngSshme sikurse më parë dhe me të njëjlin emertam 
të simboleve fitojmë amplitudën komplekse 

b a-f _b_ 

:t - 2 


u^C 


^J e is tdç+ J e^dç'j 


E kryejmë integrimin 

C r e ~is b/2 — e ~is(a + b/2) 4 . e is(a + b/2) 4 , tfsbj 2 j 
U ~~~ L 

l S 

_ ?Ç_ r S i nS (o+ &/2) - sins b/2] = ~ coss - - sin 
s s 1 

( •„ sa ^ 

a+b ' sm " 

= 2 C a cos s - — 

2 


sa 

2 


V 


sa 

' 2 


Ndërsa intensiteti është 

I = 4 KCW 


/ . 5 a Y 

sm "2 


V 


sa_ 

2 


2 a+£> 

cos^s 


Nëse intensitetin në mes të fi- 
gurës difraksionale e shënoj- 
më me I 0 > atëherë për s = 0 ke- 
mi 

Z 0 - 4 KC»a z 
dhe fitojmë 


/ = /o 


/ , tcgx \ 2 
sm "X/ 

V ‘ x/ y 


COS' 


.2 «(q+&)3 g... 



X/ 


( 1 ) 


Fig. 133 
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Shihet se shprehja për intensitet përbëhet prej dy faktorëve. Prandei 
zerot e intensitetit fitohen aty ku cilido prej faktorëve është i bara- 
bartë me zero. 

Faktorin e parë e kemi diskutuar holiësisht në mësimin e mëpar- 
shem dhe zerot e tij janë për 


x “± n 

a 

3S[ë fig. 133 me vija të ndërprera është paraqitur shpërndarja e inten- 
sitetit nga faktori i parë x (1 ) . 

.. ^aktori i dytë paraqitet sepse kemi dy qarje. Zerot e tij gjenden 
ne vendet e përcaktuara me 

A/ 2 

ose për vlerat të apscisës 



Pasi që emëruesi (a + b) > a zerot e faktorit të dytë ndërmjet veti janë 
më afër se sa ato të faktorit të parë. Ne mes të zerove paraqiten mak- 
simumet të cilat shihen në fig. 133 me vija të pa ndërprera. Lartësitë 
e maksxmumeve të faktorit të dytë përcaktohen me vlerat e faktorit 
te pare ne ato vende. Pra, si figurë difraksionale fitohen prap difrak- 
siom në qarje por ky sistem është i mhuluar me vija të errëfca ekuidis- 
tante. Këto vija janë njësoj fcë gjera dhe paraqesin vija të interferencës 
ne mes qarjeve. 

Eksperimentin e difraksionit në dy qarje e ka kryer T. Jangu dhe 
sipas tij quhet eksperimenfc i Jangut, i cili zakonishfc shpiegohefc si 
eksperimenfc për interferencë të dritës. 


5. DIFRAKSIONI I DKITËS NS KKJETË OPTIKE 
a) Shprehja për intensitet 

Brjefcë optike quajmë sistemin e N qarjeve të njëjta dhe në mes 
veti paralele. Gjerësinë e çdo njërës e shënojmë me a. Largësia në mes 
të dy pikave fillestare të qarjeve fqinje quhet konstanta e rrjetës, Do 
ta shënojmë me d. Origjinën e sistemit të koordinateve e vendosim në 
mesin e qarjes së parë, ndërsa meÇe shënojmë apscisën e ndonjë pike 
brenda kësaj qarje. Duke i shtuar konstantes d numrin e piotë m arrij- 
më deri te pika gjegjëse e qarjes (m + 1), prandej mund të shkru- 
ajmë 


Çm+i Ç ± m d 
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Në mënyrë të ngjajshme sikurse te difraksioni në një qarje dhe duke 
shfrytëzuar emërtimin (XIX.3.2) fitojmë amplitudën komplekse per 
difraksion në rrjetë optike 

m = C N £' n e ,s %* md> dç (1> 

m==o a 

T 


ose 


M = c Y e b “ 4 J 2 dç 

m==o a 

2 


Këte integral e kemi zgjidhur te difraksioni në një qarje, prandej fi- 
tojmë 

sa\ 


u = Ca 


sm 


s a 


N — t 


E e * 


,ismd 


\ 2 / 


Shuma e mbetur paraqet progresion gjeometrik prej N anëtarëve pran- 
de j do të kemi 


u - Ca 


( . sa\ 

sm T 

( l - e ism \ 

sa 

1 

H 

\ 2 ) 


Ca 


/ . 

sm ~2~ 

gisKd/2 / gisNd/2 „ Q-isttd/* \ 

sa 

e isd/2 ^ gtsd/2 „ g-fsd/2 ^ 

V 2 J 


~ Ca 


/ . sa\ 

/ . sJNTdf^ 

e isNd/2 

sm T 


Sm 2 

e isd/2 

sa 


. s d 

,CS - 


V 2 ; 


SXXl n 

V 2 / 


Xntensitetin e fitojmë duke e shumëzuar shprehjen e fundit me vlerën 
e saj të konjuguar 


sm 


sa\ 2 


s a 
2 " / 


/ sNd\ 2 
Isin-y-" 

s d 
sm 


1 = KC*a? 
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Edhe në këte rast e shënojmë me I 0 e shënojmë intensitetin e atyre 
rrezeve të cilat nuk zhvendosen nga përhapja fillestare, pra intensite- 
tin në mes të figurës difraksionale, Këte e fitojmë për s = 0, Faktori 
i parë është i barabartë me 1, por i dyti merr formë të papërcaktuar 
<0/0, E njehsojmë vlerën e tij 


sm -- 


sN d 


lim 

$ — >o 


sm 


Prandej është 


■ose 


JNTdërsa intensiteti 


s d 
2 


Nd 


lim — 

c i 


KC 2 d 2 


Jo_ 

N 2 


cos 


sNd 


s d 
cos — 


KCVN 2 


N 



/ . sa\ 
sm ~2~ 

2 

. sNd) 2 
sm — 

N 2 

s a 

\ 2 ) 


sd 

{ <sm “'2 / 


( 2 ) 


Kjo është shprehja per shpërndarjen e xntensitetit difraksional në 
rrjetë optike. 


b ) Diskutimi i rezidtatit 

Shprehja për shpërndarje të intensitetit pënnban dy faktorë. I pari 
tregon shpërndarjen e intensitetit difraksional në një qarje, ndërsa i 
dyti paraqet interferencën e dritës nga të gjitha qarjet. Do të shqyr- 
tojmë më hollësisht faktorin e dytë, pasi që i pari na është i njohur. 
K shënojmë shkurtimisht me 


s d 
2 

dhe ky faktor do të ketë formën 


f(v) = 


siniV v 
sin v 


Kuptohet se minimumet e këtij funksioni janë zerot 
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për 


sin N v = 0 


ose 


N v — mz për n — ' 1, 2, 3, . . . 


Pra, pozitat e zerove të funfesionit janë për 


v = 


n 

N 


TZ 


Këtu nuk duhet të merren ato vlera për të cilat 


— =p P = 1,2,3,... 
N 


(3> 


sepse atëherë 

v = p% 

dhe funksioni f(v) e merr formën e pacaktuar 0/0. Vlerën e kësaj. 
shprehje e kemi përcaktuar më parë dhe fituam N\ Kjo tregon se në 
këto vende nuk gjenden zerot e funksionit por maksimumet me lartesi. 

/<P7D) = N Z 

Kuptojmë se këto maksimume janë shumë të lartë. X quajmë maksimu- 
me kryesore të intensitetit difraksional të rrjetës optike. 

I përcaktojmë edhe maksimumet tjera të funksionit duke e deri- 
vuar sipas v. Fitojmë ekuacionin 

N cos Nv • sin v ~ cos v • sin Nv = 0 
i cili shndërrohet në formën 

N tg v = tg Nv 

Zgjidhja e këtij ekuacioni transcedent mund të kryhet në mënyrë nu- 
merike duke shfrytëzuar tabelat, por edhe pa zgjidhje të tij mund te 
përfundojmë se këto maksimume janë të ulët. X quajmë maksimume 
sekundare. Në të vërtetë funksionin f(v) mund ta interpretojmë si 
funksion si n z Nv amplituda e të cilit është e përcaktuar me funksionm 

1 — . Në fig. 134 eshtë paraqitur funksionin f(v) për N - 8. Në ven- 

sin 2 2 > . 

det ku v = rt, 2tz, ... gjenden maksimumet kryesore me lartesi 

g 2 _ pg r v = B ~ ^ P gjende zerot e intensitetit. Shihet se për 

N N 

N= 8, janë 7 zero ose në përgjithësi N — 1. Në mes tyre janë maksi- 
mumet relativisht të dobët. Të këtillë janë 6 ose në përgjithësi N - 2. 
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Fig. 134 

Që itë fitojmë intensitetin e përshkruar me funksionin (2) këte 
funksion duhet ta shumëzojmë me faktorin e parë. Ky është faktori i 
modulimit për funksionin f(v ) dhe për këte arsye të gjithë maksimumefc 
kryesore nuk e kanë të njëjtën lartësi por zvogëlohen sikurse tregon 
fig. 135. 


c) Aftësia ndarëse e rrjetës optike 

Rrjeta optike me numër të vogël të qarjeve nuk ka zbatim praktik. 
Zakonisht përdoren rrjetat me disa mija qarje. Në këto, maksimumet 
kryesore janë tepër të lartë dhe meqë numri i qarjeve është i madh 
zerot janë të renditura shumë afër ndërmjet veti, ashtu që maksimu- 
:met sekundare kanë lartësi të papërfillshme. Për këte arsye figura di- 



fraksionale është e përbërë nga vargu i vijave të holla të ndriçuara 
dhe njësoj të larguara në prapavinë e errët. Vijat e ndriçuara paraqe- 
sin maksimumet kryesore. Pasi që pjesët tjera janë të intensitetit të 
dobët, nuk shihen, dhe veprojnë si prapavijë e errët. Maksimumet krye- 
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sore iane më të hollë dhe më të ndriçuar sa më i madli të jetë numri i 
qarjeve në rrjetë. Pozita e maksimumeve kryesore është e përcaktuar 

$ d nxd _ 

me v — ptz dhe meqe v 7“ kemi 

2 A/ 




X/ 

d 


(5) 


Shohim se varet prej gjatësisë valore të dritës së perdorur. Ne fig. 136 
janë vizatuar vijat difraksionale të cilat fitohen nga rrjeta optxke per 
ngjyrë të kuçie dhe të kaltër. Vijat e kuqe janë të zhvendosura nxe te- 
për se sa vijat e kaltëra. 



Fig. 136 


Nëse nëpër rrjetë lëshohet dritë e hardhë, atëherë maksimuniet 
krvesore të ngjyrave të ndryeshme spektrale gjenden njëri pranë tjet- 
rit dhe në perde fitojmë spektrin. Në mes të figurës gjendet vija e 
bardhë e dritës së pa difraktuar. Majtas dhe djathtas saj sxmetrxkisht 
janë të vendosura spektret e rendit të parë të përbërë nga maksxmumet 
krvesore të para. Pastaj renditen spektret e rendit te dyte, te trete dhe 
të rendeve të larta. Spektri i rendit të dytë është me 1 gjere se spektri 
i rendit të parë, por më i dobët për nga intensiteti. Spektret e rendeve 
të larta në mes veti përzihen. 

Duke u bazuar në këte kuptojmë se rrjeta optike sherben si apa- 
rat spektral dhe si e tillë gjithmonë shfrytëzohet. _ . 

Mund të bëjmë pyetjen: Sa është aftësia ndarese e rrjetes optike. 
Aftësia ndarëse e rrjetës përkufizohet si herës 


dX 

X 


ku d), është ndryshimi i gjatësive valore të dy ngjyrave të afërta të ci- 
lat akoma rnund t'i dallojmë në spektër. Si kriterium te ndarjes se 
mirë të dy ngjyrave merret rasti i përputhjes së maksimumit kryesore 
të njërës me zeron e parë të maksimumit kryesorë të tjetres. 
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Kuptuam më parë se maksimumi kryesorë për gjatësine valore a 
gjendet në vendin e përcaktuar me (5). Maksimumi kryesor i dritës 
me gjatësx valore X + dX gjendet në vendin 


x' = p 


JX = dX)_/ 
d 


Në këte vend duhet të gjendet zeroja për gjatësinë valore X. Pasi aë 
P “ n/N për vend të zeros kemi 


P' 


n+1 

N 


+ d : 


e cila gjendet për 


(’ + v) 


1 

N 

X/. 

d 


I harazojmë këto shprehje 


V 


(X+dX)/ / x 

P \ '■=(? + 

d \ N J d 

pX + pdX = pX + 

N 


prej nga 


dX 

X 


1 

pN 


( 6 ) 


Kjo është shprehja për afërsi të ndarjes së rrjetës optike. Shohim se, 
që të jetë dX sa më e vogël duhet p dhe N të jenë sa më të mëdhenj! 
Rendi i spektrit nuk mund të zmadhohet sepse në spektret e rendeve 
te larta paraqitet mbulimi dhe përzierja e tyre, prandej duhet të me- 
rret N. i madh. Pra, duhet të merret numri i madh i qarjeve. Ky nu- 
mer në metodat klasike të ndërtimit të tyre është i kufizuar, ndërsa në 
kohën xnë të re përparësi ka fituar metoda holografike e ndërtimit të 
tyre. Erjetat e mira kanë numër shume të madh të qarjeve. Sot me 
metoda holografike arrihen të përfitohen rrjeta me disa miia aarie 
në një mm. J 


Në rrjetat e zakonshme optike drita është e koncentruar më së 
shumti në rendin zero, i cili 1 përgjigjet asaj të pa difraktuar. Për fat 
te keq pjesa më e ndriçuar e figurës difraksionale nuk tregon disper- 
zion dhe si e tillë nuk shfrytëzohet. Në aparatet spektrale kërkohet që 
mtensiteti maksimal të gjendet në spëktrin e rendit të parë apo të 
dytë. Kjo mund të arrihet me ndihmën e rrjetave të tipit tjetër të cilat 
njihen si rrjeta fazore. 
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Rrjeta optike fazore e lëshon dritën nga të gjitha pjesët për ndry- 
shtm të rrjetave të zakonshme të cilat përhëhen nga sistemi i qarjeve 
të cilat ndërmjet veti ndahen me vendet jo lëshuese. Por, trashësia e 
materialit të rrjetës fazore ndërron periodikisht. Ky ndërrim i trashë- 
sisë shkakton paraqitjen e ndryshimit të fazës së dritës depertuese. 
Prandej, këto rrjeta quhen fazore. Rrjeta fazore mund të ketë forma 
të ndryeshme të profilit. Këtu do të kryejmë njehsimin për rrjetën fa- 
zore në të cilën faza e dritës ndërron si funksion linear i x. Prerja e 
kësaj rrjete është paraqitur në fig. 137. Gjatësia e një periode paraqet 
konstanten e rrjetës d. Përgjatë saj trashësia e shtresës rrxtet per h. 



E vendosim sistemin e koordinateve me origjinë ne mes te period.es 
së parë. Trashësinë e shtresës nën pikën 0 e shënojmë me K. Ekuacio- 
ni i drejtimit të sipërfaqes së periodës së parë shprehet ne formen 



Prandej në vendin e apscisës Ç < d / 2 trashësia e shtresës është 

D = K + — ç 

d 

Kalimi i dritës nëpër shtresën e materialit me indeks të thyerjes n fi- 
ton ndryshim faze 

5 1cnD^knh a + lcn — £ (1) 


Shënojmë shkurtimisht me: 

h Q ~knh„ 


( 2 ) 


% — kn — - 
d 

dhe ndryshimin e fazës e shkruajmë në formën 

5 = ,5 0 + 


(3) 
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Shprehja (3) vlenë vetëm për periodën e parë të rrjetës. Lehtë mund 
të tregohet se vlenë për çdo periodë tjetër. Në plkën e periodës së 
m-të apscxsa është ç + m d, ndërsa ordinata e saj është 

v) = — (Ç + m d) ~ m h - — ç 
d d 

Këtu ështe zbritur mh sepse në fund të çdo periode duhet të zbritet 
ordinata për lartësinë h. Rezultati i fituar kuptohet pa kurrfarë njehsi- 
mi nga periodiciteti i rrjetës. 

Ndryshimi i fazës (3) në amplitudën komplekse paraqitet në for- 
më të faktorit e~' s sikurse rrjedh nga përkufizimi i saj (XIX. 1.4). Pa- 
rashenji minus tregon se gjatë kalimit të dritës nëpër shtresë më të 
trashë paraqitet ngecje e fazës. 

Nga ky ndryshim faze, shprehjes (XIX.2.1) të parimit të Hajgensit 
duhet t’i shtojmë edhe këte faktor. Do të kemi 

n — i d 

u ~ C £ J 2 + «?> e is % + dç ( 4 > 

m~o d ' 

~~T 

ose 

N — I d 

u~C e~ l K £ e ismd JT e i{s ~ a >? dç (5) 

»»“<> d 

~~T 

Shumën përpara integralit e kemi njehsuar te rrjeta optike e zakon- 
shme dhe e ka vlerën 


N — 1 

s 


gismd 


QisNdfZ 


gi$d/2 


( . sNd\ 
sm 2 | 


^ sin 


sd 
2 / 


(6) 


Edhe integrali është plotësisht i ngjajshëm me ate të rrjetës së zakon- 
shme me të vetmin ndryshim se në vend të parametrit s në (XIX.3.1) 
këtu paraqitet parametri s - oc. Do të kemi 


J T e f <* - «>? dç = d 

_ d_ 

2 


sin — (s~~a)d 
£ 


(s~~a)d 


(7) 


I zëvendësojmë shprehjet (6) dhe (7) në (5). Fitojmë 


u^C d • 


1 e i{sNd i z - V \ 

( . . ^ d \ 

sin (s - <x ) — 

Jt 

\ e isd / z ) 

< (s “ a) f j 


/ sin si Vd/2 \ (g) 

\ sin $d/2 / 
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Përfundimisht fitojmë për intensitet 

d\* 

sin s Nd/2 \ 2 
sinsd/2 / 

\ 2 / 


I = KC 2 d z 


sm vo 


{ — /v\ 


d 


(9) 


Faktori i dytë në këte shprehje është identik me faktorin interferencial 
të rrjetës së zakonshme optike, prandej shpëmdarja e intensitetit 
shprehet me të njëjtën lakore sikurse në fig. 134. Faktori i parë për- 
cakton lartësitë e maksimumeve kryesore. Ky ndryshon nga faktori i 
modulimit (XIX.5.2), prandej do ta shqyrtojmë më hollësisht. 


Shihet qartë se edhe 
ky faktor e ka formën 
f = (sm 2 v)/v 2 } me ndryshim 
se tani 


0=(s-*)— (10) 
2 

Ky funksion është paraqi- 
tur grafikisht në fig. 138. 
Maksimumi qendror i saj 
gjendet në vendin ku v = 0 
ose s = a. I zëvendësojmë 
vlerat (XIX.3.2) dhe (2) 

2nx ___ 2k h 

x/ x n d 



ose 


71 h t 

d 


( 11 ) 


Për këte vlerë të x gjendet maksimumi i funksionit të modulimit. 
Kuptojmë se nuk gjendet në mes të figurës difraksionale, por është 
i zhvendosur nga kjo pozitë. 

Maksimumi i parë kryesorë i anëtarit interferencial gjendet sipas 
(XIX. 5 .5) në vendin 


x “ 


X/ 

d 


Nëse dëshirojmë që ky maksimum të gjendet në vendin e maksimumit 
kryesorë të funksionit të modulimit, atëherë këte duhet ta barazojmë 
me (11). Fitojmë 
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X = nh 
ose 

ft= — (12) 

n 

Nga shpërndarja e funksionit të intensitetit në fig. 138 rrjedh se zerot 
e saj gjenden plotësisht në vendet ku funksioni në fig. 132 i ka maksi- 
mumet. Prandej zgjidhja e ka vetëm një maksimum kryesor, Rrjeta 
e këtillë e ka vetëm një spektër sikurse tregon vija e pandërprerë në 
fig. 138. 


Do të kryejmë njehsimin e shpërndarjes së intensitetit të dritës 
për difraksion të Fraurrhoferit në hapje katërkëndëshi. Përmasat e 
hapjes i shënojmë me a dhe h. Origjinën e sistemit të koordinateve e 
vendosim në pikprerjen e diagonaleve të hapjes, ndërsa boshtet ç dhe r\ 
i vendosim paralele me anët e saj. Ndonjë element i sipërfaqes së hap- 
jes do të jetë 

dS ~ dç dr\ 

Le të jetë drita rëniese paralele dhe le të përhapet normalisht ndaj 
rrafshit të hapjes, Në raste të këtilla nuk ekziston ndryshimi i rrugëve 
në dritën e rënies, prandej A c — o. Kahja e përhapjes së dritës pas hap- 
jes, le të përcaktohet me vektorin unitar 

cosa 
cosg 
cosr 

Pika T rreth së cilës gjendet elementi i shqyrtuar i sipërfaqes e ka vek- 
torin e pozitës 





0 
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Nga fig. 139 shihet se ndryshimi i rrugëve të rrezeve të difraktuara 
nëpër pikën T dhe pikën O është i barabartë me gjatësinë ON. Këte 
mund ta shprehim me formulën 

A — ON — re 0 — Ç cosa + \r) cos(3 

Figurën difraksionale e fitojmë në rrafshin e vatrës së thjerrëzës për- 
mbledhëse të vendosur paralel me rrafshin e hapjes. Në te e vendosim 
sistemin koordinat O' x y paralele me sistemin e hapjes. Le të jetë lar- 
gësia e vatrës / mjaft e madhe në krahasim me koordinatet x dhe y 
të vendit në figurën difrakisonale. Atëherë, në vend të këndeve a dhe 3 
mund të paraqesim koordinatet e pikës x dhe y në të cilën thjerrëza i 
mbledhë rrezet e difraktuara të dritës. Në fig. 140 është vizatuar pika 
P me koordinatet x dhe 2/. Rrezja e dritës e cila vjen nga mesi i thje- 
rrëzës në këte pikë me kahjen e koordinateve i mbyllë këndet a dhe 3- 

Pasi që largësia e vatrës është e madhe, 00' - f, ndërsa koordinatet x 

dhe y të vogla, përafërsisht mund të marrim se OA dhe OB janë të 
barabarta me /. Nga fig. 140 rrjedh se 

cosa = sin a j — tg aj ~ y 

dhe në mënyrë të ngjajshme 

cos(3 


ndërsa ndryshimi i rrugëve 

/ / 

E zëvendësojmë vlerën e fituar në shprehje të parimit të Hajgensit 
(XIX.2.3) 

u = C JT 

a 
2 

Shënojmë shkurtimisht me: 


s — 




JT- &*£*/* + w/n dç dr\ 

b 


( 1 ) 


2%x 

X/ 


k J 


y 


2 %y 
V 


( 2 ) 


dhe ( 1 ) e merr f ormën 
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dc 


dg 


9C 


cfg 


dc 


<*9 


u = C J 2 dÇ J 2 e itr i drj 

a _b 

2 2 


Fitojmë pas mtegrimit për am- 
plitudë 






dg 


dg 


dg 




dc 


dc 


u— Cah 

dhe për intensitet 
I = K C z a 2 b 2 


( . 


( , tb\ 

sin 


sin 

2 


2 

$a 



\ 2 ) 


\ 2 / 


9 c 


hf 


sln T 

2 

. tb\ 
3m ~2~ 

sa 


i b 

\ 2 ; 


\ 2 / 


Fig. 141 


Mesi i figurës difraksionale fito- 
het për x — 0 dhe y = 0, përkatë- 
sisht për s = 0 dhe t = 0. Nëse 
me I 0 e shënojmë intensitetin në 
mes të figurës difraksionale, fi- 
tojmë 


I 0 = KC 2 a z b 2 

Përfimdimisht për intensitet fitojmë shprehjen 


sin 


I = L 


jzax Y 

V 


/ 


sin 


%b y \ 2 

V 


7 zax 
X/ 


7c6 y 

X/ 


(3) 


Shihet se kemi fituar dy sisteme të vijave të cilat qëndrojnë normal 
ndërmjet veti të cilat i kemi paraqitur në fig„ 141. Largësia ndërmjet 

vijave të errëta në njërin drejtim është — , ndërsa në tjetrin — . 

a b 

Përfundojmë se anës më të gjatë të hapjes i përgjigjet gjerësia më e vo- 
gëi e vijës dhe anasjelltas. Edhe në këte rast vijat qendrore janë dy 
herë më të gjera se ato anësore. 


d = 4/9 % z 
g = 4/25 % z 
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B. BIFBA&SIONI I FBAUNHOFEBIT NË HAPJE RRETHOEE 

Le të gjendet hapja rrethore në perde të pa tejdukshrne. Rrezen 
e hapjes e shënojmë me a, ndërsa origjinën e sistemit të koordinateve 
e vendosim në qendër të hapjes. Nga simetria rrethore është më e ar- 
syeshme të shfrytëzojmë koordinatet polare p dhe 9 . Edhe në këte rast 
supozojmë se drita rëniese është paralele dhe përhapet normal ndaj 
rrafshit të hapjes. Gjithashtu, 
nuk ekziston ndryshimi i rru- 
gëve në dritën rëniese A 0 == 0 . 

Për përcaktimin e ndryshimit 
të rrugëve në dritën e difrak- 
tuar shërbehemi nga fig. 142, 
në të cilen hapia rrethore ësh- 
të paraqitur në projeksion të 
pjerrët. Elementi i sipërfaqes 
rreth pikës T do të jetë 

dS = pdpdç 

E shqyrtojmë dritën e cila 
zhvendoset për këndin cc nga 
boshti i hapjes. Pika R para- 
qet projeksionin e pikës T në 
boshtin x, prandej ndryshimin 
e rrugëve në mes të rrezeve në- 
për T dhe 0 e përcaktojmë si ndryshim në mes të pikave R dhe 0. Nga 
fig. 142 shohim se ky ndryshim i rrugëve është i barabartë me gjatësi- 
në. ON. Pra, 

A = ON — OR sim 



Fig. 142 


Meqë 


OR = OT cos 9 = p coscp 

për ndryshim të rrugëve fitojmë 

A = p coscp sina 

ndërsa shprehja e parimit të Hajgensit do të ketë formën 

a 2 # 

U = C J J e ffcp s5nd pdpdtp 
00 

Rrezet paralele i mbledhim në rrafshin e vatrës së thjerrëzës për- 
mbledhse. Rrezet e shqyrtuara do të bashkohen në pikën e figurës dif- 
raksionale të larguar për r nga qendra e saj. Nga se largësia e vatrës 
së thjerrëzës është e madhe, mund të marrim përafërsisht 

r 

sma = 

/ 
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prandaj 


a 2-r 

u^CS! e 

oo 


. 2 izr 

i _™.p C0S ^ 


pdpdy 


Shënojmë shkurtimisht me 


2nr 

Xr 


dhe për amplitudë komplekse fitojmë 


a 2jt 

u — C / f e is o cos ^ pdpdm 
oo 


(I) 



Në shprehjen (1) gjendet in- 
tegrali i njohur nga teoria e 
funksioneve të Beselit 

2jf 

/ e«P ^ = 2 % X.(sp) (2) 
o 

ku: J 0 paraqet funksionin e Be- 
seliffc të rendit zero. Nga (2) 
për shprehje (1) fitojmë 

a 

u = 2nC f J 0 (sp) p dp 
o 

Me zëvendësimin 
x — sp 


u ■ 


2tc C 


$ 2 d 


/ / 0 (r) • x dx 


Për integralin e fundit shfrytëzojmë formulën e njohur nga teoria e 
funksioneve të Beselit 


fx J 0 (x) dx = xJ x (x ) k — sa Ji(sa) 


Pra, 


dhe intensitetx 


u 


nCa 2 2 Jfsa) 
sa 




2J,(sa) l 2 
sa 

Këtu me I 0 e kemi shënuar konstanten Kn 2 C z a \ 


( 3 ) 
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Në fig. 143 është paraqitur varshmëria e intensitetit të dritës së 

TZd T 

difraktuar nga argumenti — — . Ky funksion i ka minimumet I = 0 në 

A/ 

vendet ku: 

= 3,83; 7,02; 10,17; 13,32 

X/ 

Maksimumet gjenden në mes tyre. Për r = 0 gjendet maksimumi krye- 
sor për të cilin ///<,= 1. Maksimumet tjerë gjenden në vendet ku: 

LSL = 5,14; 8,46; 11,62 

x/ 

me vlera të intensitetit 

— = 0,0175; 0,0042; 0,0016 

1 o 

Figura difraksionale përbëhet nga një sipërfaqe rrethore e ndriçuar e 
cila është e mbuluar me vija të errëta dhe të ndriçuara. Sipërfaqja qe- 
ndrore është më e ndriçuar në mes dhe kah skajet e saj ky ndriçim 
zvogëiohet sikurse shihet nga fig. 143. Ndonjëherë nga ndriçimi i do- 
bët unazat e ndriçuara nuk shihen përveç sipërfaqes qendrore. 

9 . DIFEAKSIONI I FEAUNHOFEEIT NË DY HAPJE EEETHORE 

Le të përhapet drita normale ndaj rrafshit në të cilin gjenden dy 
hapje rrethore të vogla. Origjinën e sistemit të koordinateve e vendo- 
sim në qendër të hapjes së parë. Atëherë qendra e hapjes së dytë është 
e larguar për d dhe qëndron në bosht të apscisës. 

Të dy hapjet i ndajmë në elemente të vogla të sipërfaqes dÇdr\ të 
përshkruar rreth pikës Ç dhe r\ në hapjen e parë dhe rreth koordinateve 
ç + d dhe Y) në hapjen e dytë. 

Për amplitudë komplekse të dritës së difraktuar kemi 
u^CtffeP* e itri dçdr) + / / + dç dr}) 

Këtu i kemi shfrytëzuar emërtimet (XIX.7.2). Shprehjen e mëparshme 
mund ta shkruajmë edhe në formën 

u = C{1 + e isd ) / / e is $ e il * dç dr\ 

Integrimi duhet kryer nëpër sipërfaqe të asaj hapje në të cilën gjendet 
origjina e sistemit koordinat. Ky integral na jep amplitudën Komplek- 
se për difraksion në një hapje rrethore. Meqë një herë e kemi zgjidhur 
në (XIX. 8) këtu e shfrytëzojmë rezultatin e gatshëm. Pra, duks u shër- 
byer nga shprehjen (XIX.8.3) për intensitet të diferaksionit në dy qarje 
fitojmë 

, / == IJ 1 + & sd I 2 (1> 

Këtu me A e kemi shënuar intensitetin (XIX.8.3). Faktorin e dytë të 
(1) e transformojmë në formën 
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1 + e isd ~ e isd i z (e~ isd / z + e isd / 2 ) - e isd / 2 2 cos — 

2 

Prandej përfundimisht fitojmë 

1 = Jfi • 4 cos 2 

2 

Rezultati i fituar tregon se në figurën difraksionale paraqitet sistem i 
unazave të ndritshme dhe të errëta me sipërfaqe qendrore mjaft të 
ndriçuar sikurse tregon fig. 143, por kjo figurë ësh-të e mbuluar me 

s d 

vija të interferencës të cilat i shpreh faktori cos 2 . Ky është sistem 

2 

i vijave të errëta dhe të ndritshme në mes veti paralele dhe njësoj të 
larguara. 

10. DIFRAKSIONI I FRENEUT NË GJYSMË RRAFSH 
a) Përfitimi i shprehjes për intensitet 

Të mendojmë se pengesë për përhapje të dritës është rrafshi i 
patejdukshëm i cili e zë gjysmën e hapësirës BA. Pjesa tjetër AC është 
e lirë për përhapje të saj, (fig. 144). Që problemi të shndërrohet në 
njëdimensional supozojmë se tehu A i gjysmë rrafshit është pambarim 
i gjatë. Paralel me këte është i vendosur rrafshi në të eilin e kërkojmë 
shpëmdarjen e intensitetit difraksionaL Përpara tehut të gjysmë rraf- 
shit gjendet burimi i dritës një ngjyrëshe i cili e ka formën vijore. 

Burimi i saj ështe i vendo- 
sur ashtu që segmenti MA 
qëndron paralel me tehun 
në A. Në p raksë largësitë 
MA dhe AO' janë disa met- 
ra. 

Do të përcaktojmë shpër- 
nd.arjen e intensitetit në pi- 
kën P të rrafshit, të larguar 
nga pika O' për x. Pikën P 
e bashkojmë me burimin M. 
Ky segment e pret rrafshin 
BC në pikën O të cilën e 
zgjedhim për origjinë të sis- 
temit të të koordinateve 0£. 
Kësisoii tehu i gjysmë rraf- 
shit e ka apscisën Ç 0 . Do të 
shënojmë segmentet: 

OM^a dhe“6> = b. 

Pjesën e gjysmë rrafshit në- 
për të cilën drita përhapet 
lirisht e ndajmë në elemen- 
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te të vogla të sipërfaqes të cilët nga gjatësia pambarim e madhe e tehut 
në A redukohen në elemente të gjërësisë dç. Të mendojmë se një ele- 
ment i këtillë gjendet në pikën T me apscisë Ç. Do të shënojmë gjatë- 
sitë me: 

MT = r a dhe TP — r 

Së pari duhet të njehsojmë ndryshimin e rrugëve. Për këte e shfrytë- 
zojmë teoremën e kosinusit për trekëndëshin MOT 

Y 0 = (a 2 + Ç 2 + 2aÇcosa)^ 


ose 


a(l + — 

\ d 


’ 2 2 Ç ) 

+ — 3 - cosa 

2 a ) 


Meqë ç/a < 1, mund ta zhërthejmë në seri të binomit dhe të marrim 

në konsiderim anëtarët e shkallës së parë dhe të dytë të — Pra, 

a 


r 0 = a | 


1 

2 \ a 2 



\ 1 I 

'ji. 

2 

ç 

cosaj - — \ 

1 o* 

/ 1 + ç 2 

r 

O- -?■ — ’ — 


i 1 “i 

\ 2a 2 

T CUoCw 

a 

2a 2 

r Q - a~ 

-■ - + Ç cosa - 

- _£ 


2a 

2( 


h 2— 
a 

cos 2 a 


f- + i 


prej nga 


Ndërsa nga trekëndëshi OTP kemi 

r = (b 2 + Ç 2 ~ 2bç cosa)^ 

dhe në mënyrë të ngjashme fitojmë 


A = r — b 

Ndryshimi i rrugëve është 

A 0 + A = — 

ose 


2b 


C 2 

cosa - cos 2 a 

2b 


+ -M 

\ a b I 


(1 - cos 2 a) 


+ —\ sin 2 i 
\ a b ) 


A rt + A — 


+ 


(1> 
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Amplituda komplekse e lëkundjeve dritësore në pikën P është 


« = C 


( 2 ) 


•Shënojmë shkurtimisht me 
Jç { 1 
2 

prej nga 


ku: 


$in 2 a * ç 2 = — v 2 
\ a b J 2 


iza b 

k(a + &) sin 2 a 
t ~a b 

k(a + b) sin 2 a 


v = V^- ^ 


(3) 


dhe (2) do të ketë formën 

& = C JA 

Vo 



dv 


Këtu me v 0 e kemi shënuar vlerën e v e cila i përgjigjet tehufc të gjysmë 
rrafshit ç 0 . 

E zbërthejmë funksionin eksponencial në funksione trigonoxnetrike 


oo oo 


U — C y/A ( 1 

f cos— v z dv + i 

/ sin — -t> 2 j 

\J 

f 2 

f 2 / 




Këto integrale quhen integrale të Frenelit dhe përkufizohen në këte 
mënyrë: 


X(v) ~ j cos-y- v 2 dv Y(v) = 
o 

Duke shfrytëzuar shprehjet (5), për (4) do të fitojmë 

u=CJA{[X ( oo ) - X(vo)’} + i [Y(oo ) - Y(v 0 Y]} 
prej nga për intensitet do të kemi 

/ = KC 2 A { [ X( oo ) - X(v 0 ) ] a + [Y(oo ) ~ Y(Vo) ] 2 } 


sm — v 2 dv 
2 


( 5 ) 
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E shënojmë konstanten me 

— h = KC‘A 
2 

dhe përfxmdimisht intensiteti shprehet në formën 

/= ± -/„{[^(oo)-^^)] 2 ^ [y(o=)-y(t>„)] 2 } (6> 

2 

Për diskiitimin e shprehjes së fituar duhet njohur më parë vetitë e in- 
tegraleve të Frenelit. Për këtë arsye do të shqyrtojmë një lakore e cila 
është e lidhur ngushtë me këto integrale dhe njihet si spirale e Kormt. 


h) Spirala e Komit 


Madhësitë X dhe Y mund t’i mendojmë si koordinate të pikës në 
sistemin e koordinateve kënddrejta. Atëherë shprehjet (5) paraqesin 
ekuacionet parametrike të një lakore të cilën do ta shqyrtojmë. 

Së pari shohim se lakorja kalon nëpër origjinë të sistemit të koor- 
dinateve sepse për v — 0, -X(O) =0 dhe Y(0) — 0. 

Integralet e Frenelit mund Vi shprehim në formë të serive: 



™-/[t 

O 

_ % V 3 
~ 2 3 


V z - 



L (™£\* + _L /^\ 5 . 

3! V 2 / 5! I 2 / 

IjlY + i /jl \ 8 Ll 

\ 2 ) 7 5! V 2 / 11 



-+ . . . 


dv — 


( 8 > 


Shihet se në këto ; seri paraqitet vetëm shkalla tek e madhësisë v, pran- 
dej, nëse në vend të v shkruajmë -v, këto seri e ndërrojnë parashe- 
njin. Pra, 

X(-v)=-X{v) Y(-u)=~Y(tD (9> 

prej nga përfundojmë se lakorja është simetrike qendrore. 

Do të përcaktojmë elementin e harkut 

ds = 


ndërsa nga (5) kemi 
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dX = cos 


2 


<27 = sin — v 2 dv 
2 


Pasi te zëvendësojmë vlerat e fituara do të fitojmë 

s = v 



Fig. 145 

“boshtin e apseisës për vlerat 


Në këte mënyrë e kemi përcak- 
tuar kuptimin fizik të paramet- 
rit v. Ky është i harabartë me 
gjatësinë e harkut të lakores 
nga origjina deri te pika e 
shqyrtuar. 

Do të përcaktojmë në va- 
zhdim këndin të cilin e mby- 
Ilë tangjenta në lakore me bo- 
shtin e apscisës duke shfrytë- 
zuar shprehjen 


tgg^ 


dY 

dX 


tg 


JU 

2 


vP 


prej nga rrjedh se 

P=|»’ (10) 


Kjo shprehje tregon se lakor- 
ja e ka tangjenten paralele me 


v=2n n = 0,1, 2,3, 

dhe paralel me boshtin e ordinatës për 

v = 2n + 1 n = 0, 1, 2, 3, 

Kjo tregon se duke e zmadhuar gjatësinë e harkut v periodikisht arrij- 
më deri te pikat të cilat e kanë tangjenten paralele me njërin apo me 
tjetrin bosht të koordinateve. Lakorja mund të zotërojë në mënyrë të 
këtillë vetëm nëse e ka formën e spirales. 

Më në fund do të përcaktojmë rrezen e përkulshmërisë së lakores. 
E përcaktojmë sipas shprehjes 


« _ ds dv 1 

P “ = . = (11) 

dg nv dv %v 

Pra, rrezja e përkulshmërisë vazhdimisht zvogëlohet me rritjen e gjatë- 
sisë së harkut v. Kjo është e mundur vetëm nëse lakorja e ka formën 
e spirales e cila mbyllet në vetveti dhe tenton kah një pikë asimtotike. 
Spiralen me vetitë e përshkruara e shohim në fig. 145. Kjo njihet me 
emrin spirale e Kornit. 
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Për përcaktimxn e pikave asimtofcike fcë saj fillojmë nga shprehja 
X(oo) — iY(oo) = f e-'-r dv 

O 


Me zëvendësimin 




i — *2 dv = f dt 

2 


fitojmë 


X(oo) - ir(oo) - I/ X / e-i 2 dt 

i% o 


7Z 


Ky ëshfcë integrali i Laplasit vlera e të eilit ëshfcë — . Prandej 


X(oo) - iY( oo) = — L= i“T 

V 2 


Pasi që i == & T do të kemi 


-7 =e -^/ 4 = cos — — i sin — — (X “ i) 

4 4 2 

Pra, 

X(oo) - iy(oo) 

2 1 

prej nga rrjedh se 

X(oo) = -- T(oo) = i (12) 

2 2 

Këto janë koordinatefc e pikës pozitive asimtotike. Simetrikisht me këfce 
qëndron pika negative asimtotike. 


c) Shpërndarja e intensitetit të dritës 

Shprehja ( 6 ) për shpëmdarjen e infcensitefcifc difraksional përmban 
anëtarët në kllapa të cilëfc kanë kuptim gjeometrik të katrorit të largë- 
sisë së dy pikave dhe kështu, pikës v-oo e cila paraqet pikën asimfco- 
tike pozitive, nga pika v = v 0 të cilën e përcakton vendi i x për të cilin 
e përcaktojmë infcensifcetin. Prandej mund të përcaktojmë intensitetin 
kur i bashkojmë këto pika, sikurse fcregon fig. 145, për çdo pikë P. 
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Të marrim së pari t> 0 =- oo. Kjo do të thotë se pika P është pa- 
mbarim e larguar në pjesën e ndriçuar. Duhet të përcaktojmë largësi- 
në në mes të pikave asimtotike 

lz {[^(oo) oo )] 2 -h [Y(oo) - F(- oo)] 2 } 

2 

I zëvendësojmë vlerat nga (12) 

/ = - Io {(1/2 + 1/2) J + (1/2 + 1/2) 2 } = I„ 

2 

Kësisoji kemi fituar kuptimin fizik të konstantes l 0 . Kjo konstante pa- 
raqet intensitetin në pjesën e ndriçuar të hapësirës larg hijes gjeomet- 
rike. Për vlerë të intensitetit në kufirin e hijes gjeometrike duhet zë- 
vendësuar vlerën v Q — 0. Fitojmë 

/ = /•- [X a («>) + y*(oo)] = i (1/4 + 1/4) = -i- / 0 
2 4 4 

Në këte pikë ndriçimi është sa 1/4 e ndriçimit në pjesën e lirë të hapë- 
sirës. Natyrisht se për v 0 = ©o e cila i përgjigjet pikës që gjendet pa~ 
mbarim larg në pjesën e errët të hapësirës, 1 = 0. 

Nëse pikën P e lëvizim 
nga pambarimi i pjesës së 
errët kah kufiri i hijes gjeo- 
metrike, atëherë pika v Q lë~ 
viz nga kahja pozitive e spi- 
rales së Kornit duke iu rri- 
tur vazhdimisht largësia e 
pozitës nga pika asimtotike 
pozitive. Intensiteti i dritës 
rritet në mënyrë monotone 
nga zeroja dhe arrinë vlerën 

— kur pika P gjendet në ku- 
4 

irin e hijes gjeometrike (fig. 
firin e hijes gjeometrike 
(fig. 146). 

Vazhdojmë me lëvizjen e kësaj pike nëpër pjesën e ndricuar ashtu 
që v 0 fiton vlera negative. Në spirale të Kornit largohemi nga pika 
asimtotike pozitive. Intensiteti rritet vazhdimisht për deri sa nuk arrij- 
më në pikën K të fig. 145. Kjo pikë është maksimalisht e larguar nga 
pika A, prandej në këte pozitë paraqitet intensiteti maksimal. Duke 
vazhduar lëvizjen, largësia zvogëlohet e së bashku me te edhe intensi- 
teti. Kur të arrijmë në pozitën N të fig. 145 fitojmë minimum të inten- 
sitetit në fig. 146. Pas kësaj pike gjatësia rritet prap për deri sa nuk 
arrijmë në pikën R të figurës 145, për të cilën fitojmë maksimum të in- 



Fig. 146 
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tensitetit në fig. 146 e kështu me radhë. Shohim se maksimumet dhe 
minimumet e intensitetit përsëriten vazhdimisht, por ndryshxmi i in- 
tensiteteve zvogëlohet me zmadhimin e largësisë në pjesën e ndriçuar. 

Figura difraksionale sikurse shihet në fig. 146 në pjesën e ndriçuar 
të hapësirës përbëhet nga sistemi i vijave të errëta dhe të ndriçuara, 
të ciiat e kanë kontrastin maksimal afër kufirit të hijes gjeometrike. 
Shpërndarja e këtilië e intensitetit është vërtetuar edhe në mënyrë 
eksperimentale. 


Hapja le të ketë rrezen R , ndërsa burimi piksorë gjendet në bosht 
të saj. Hulumtimi i shpërndarjes së intensxtetit difraksional është mjaft 
i vështirë, prandej do të kufizohemi në përeaktimin e intensitetit për 
gjatë boshtit të hapjes. Kësisoji kufizohemi në kërkimin e kërij intensi- 
teti vetëm në mes të figurës difraksionale, Origjinën e sistemit të koor- 
dinateve e vendosim në qendër të hapjes si- 
kurse tregon fig. 147. Në rrafshin e hapjes 
shfrytëzo jmë koordinatet polare, prandej ele- 
menti i sipërfaqes, i cili gjendet rreth pikës 
T është 

dS — pdp d<p 

Gjatësinë r Q e njehsojmë nga trekëndëshi MOT 


i a \ 2 


r 0 = V a? + p 2 - a ( 1 + 

\ a z f 


prej nga 


A 0 ■■= r 0 — a ~ - p — 
2 a 


Në mënyrë të ngjashme fitojmë ndryshimin e 
rrugëve të valëve të difraktuara 



A = r - b - 


2 b 


Fig. 147 


ndërsa shprehja e parimit të Hajgensit e ka formën 


R 2jç 


u - C J j* ë T ( a + b ) P pdpdy 

o o 

Shënojmë shkurtimisht me 


$ — 


k (± + JL) 

2 \ a b / 


( 1 ) 


dhe fitojmë 
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R 

u- 2kC f e^pdp 
o 


E integrojmë 


u = — (e is R 2 - 1) = 


zs 


2 %C~ 
s 


dhe intensiteti është i barabarte me 

I 


4 tzC z K . 

— sm 

s 2 


. . sR 2 

e t 2 Sin 


sR z 


( 2 ) 


(3) 


Shohim se intensiteti ndërron në mënyrë oshiluese me s, përkatësisht 
me largësinë b të vendit të vrojtimit nga rrafshi 1 hapjes. Zerot e in- 
tensitetit në mes të figurës difraksionale fitohen për 


sR 2 
2 


dhe nga (1), për vlerë 


- + 


n% 


2 n — 
R 2 


(4) 


Pra, në rrafshet e larguara për b të shprehura me (4) mesi i figurës 
difraksionale është i errët. Rreth këtij mesi, gjenden rrathët e ndriçuar 
dhe të errët sikurse tregon teoria më e hollësishme dhe matjet ekspe- 
rimentale. 

Maksimumi i intensitetit në mes të figurës difraksionale fitohet për 

sR 2 n it 

= (2 n- 1) — 

2 2 

përkatësisht në rrafshet e përcaktuara me vlerën e b 


JL 

a 


+ — - (2n — 1) 
b 


_l_ 

R 2 


dhe sipas (3) e ka vierën 


£maks‘ ' 


4:C 2 K R 4 
(2?2— l) 2 


(5) 


Në mes të intensitetit maksimal dhe zero mesi i figurës e ka një vlerë 
të caktuar. 


12. DIFRAKSIONI I FRENELXT NS RRJETËN ZONALE 

Rrjetë zonale quajmë pllakën e qelqit në të cilën janë të vizatuar 
rrathët koncentrikë rrezet e të cilëve qëndrojnë sikurse rrënjet katrore 
të numrave të plotë, Nëse me r e shënojmë rrezen e rrethit më të vogëi, 
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atëherë rrezja e rrathëve tjerë është r V j. Unazat në mes të dy rrathë- 
ve alternativisht janë të errët dhe të ndritshëm, përkatësisht 3 lëshojnë 
dhe nuk e lëshojnë dritën. Le të jetë N numri i unazave të cilat e lë- 
shojnë dritën. Pjesa tjetër e pllakës plotësisht është e pa depërtueshme. 
Në hosht të saj le të gjendet burimi piksorë i dritës një ngjyrëshe në 
largësi a. Dëshirojmë të përcaktojmë intensitetin e dritës së difraktuar 
në ndonjë pikë të larguar për b nga rrafshi d rrjetës. Natyrisht se do 
të përqëndrojmë vemendjen vetëm për ndërrimin e figurës difraksio- 
nale gjatë boshtit optik. Në mënyrë të ngjajshme sikurse ne hapje rre- 
thore fitojmë ndryshimin e rrugëve 


A 0 4* A — 



dhe për amplitudë komplekse fitojmë shprehjen 


N rV2i 2« k 

s J _/ 

ry /2j~~l ° 




pdp dy 


E shfrytëzojmë zëvendësimin (XIX.11.1) dhe e integrojmë sipas 9 

N rV2i ttC 11 

u = 2nC t ! e'V pt 2 p= _ £ (e-* - = 

J-t rvlR is J==I 

-c* N 

= £ ( e ferJ(2/-I)) ( e isr2 „ j) 

is 


u _ jEz_ ~ x) (e isrZ + & isrZ +.... + e (2W - 1} isrt ) 
is 

Në kllapa gjendet progresioni gjeometrik prej N anëtarëve. E shkruaj- 
më shumën e tij 


u = 


(Qisrt e isrZ 

is 


e isr22N 

gZistë 



) 


E thjeshtojmë njërin anëtarë në emërues me anëtarin në kliapë 



u = 



' e msrZ sin. N sr 2s 

e isr2/2 coS 

2 


Ndërsa për intensitet fitojmë shprehjen 
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Kn*C 2 


I sin Nsr 2 
sr 2 


(1) 


cos 


2 J 


Zerot e intensitetit gjenden në vendet ku 

N$r 2 ~n% n- 1,2,3... 
ose 


sr 2 — — iz 
N 

Por, këtu duhet veçuar ato vlera të n për të cilat 


sepse atëherë 


n 

N 


— 2p - 1 


sr 2 


2 


= (2p — 1) 


2 


dhe për këto vlera edhe emëruesi është i barabartë me zero. Në këte 
rast shprehja për intensitet merr formë të pa përcaktuar 0/0. E njeh- 
sojmë shprehjen e pa përcaktuar 


lim 

S—+ (2p~t)% . 


sin Nsr 2 


cos 


sr* 


— lim 

S—t,(2p — I)3t 


Nr 2 cos Nsr 2 

— r 2 . sr z 

— sm — 


=± 2 N 


Pra, në këto vende gjenden maksimumet shumë të lartë të cilët i quaj- 
më maksime kryesorë. Intensiteti i tyre është 

r _ AN'‘KCV 

+ maks‘ * 

(2p— l) 2 

Nëse e krahasojmë shprehjen e fxmdifc me shprehjen (XIX.11.5) për 
maksimume në hapje rrethore, shohim se maksimumet e rrjetës zonale 
janë N z herë më intensiv. 

Përveç maksimumeve kryesore në bosht optik gjendet edhe vargu 
i maksimumeve sekundarë me intensitet të dobët. Pasi që maksimumet 
kryesorë janë mjaft intensiv njëkohësisht kanë rol vendimtar në di- 
fraksionin e rrjetës zonale. 

Pozita e maksimumeve kryesorë gjendet nga kondita 

sr 2 = (2p- l)ix 

dhe pasi të zëvendësojmë vlerën e s nga (XIX.11.1) fitojmë 



DIFBAKSIONI X DBITËS 


661 


„L + _L = (2p-l)X (2) 

a b r* 

Kjo shprehje na përkujton formulën për pozitën e sherabëllimit në 
thjerrëzën optike. Prandej mund të përfundojmë se rrjeta zonale vep- 
ron sikurse thjerrëzë optike me largësi <të vatrës 


(2p-l)X 

por, për deri sa thjerrëza e ka vetëra një vatër, rrjeta zonale e ka një 
varg vatrash. 



. 1, PARAMETRAT E STOKSIT 

Gjendjet e ndryeshme të polarizimit matematikisht mund tl shpre- 
him me ndihmën e parametrave të Stoksit. Këta janë katër numra të 
cilët i propozoi Stoksi më 1852. Me ndihmën e vlerave të ndryeshme 
të tyre mund të shprehen të gjitha gjendjet e polarizimit^ 

E dijmë se polarizimi eliptik paraqet formën më të përgjithsuar 
të polarizimit. Në këte rast mbarimi i vektorit elektrik përshkruan 
elipsë. Formën dhe pozitën e saj e përcaktojmë me ndihmën e dy num- 
rave. Njëri prej tyre është këndi të cilin e mbyllë boshti i madh i 
elipsës me boshtin e apscisës së sistemit të koordinateve, ndërsa tjetri 
shpreh marrëdhënien e gjysmëboshteve të saj në formën 


a 

Elipsa dhe pozita e saj ndaj sis- 
temit të koordinateve është pa- 
raqitur në fig. 148. Vlerat karak- 
teristike të elipsës, të përkufizu- 
ara në këte mënyrë shumë lehtë 
mund të specializohen për pola- 
rizim linearë apo rrethorë. Për 
të parin b = 0 dhe nga (1) a == 0, 
ndërsa për të dytin b = a, përka- 

tësisht a — — . 

4 

Vektori elektrik mund të për- 
shkruan elipsën në dy mënyrë, 
duke lëvizur majtas, ose djath- 
tas. Për këte arsye duhet 1 1 fiksojmë këto dy kahje të mundshme. Do 
të merremi vesht se për lëvizje djathtas oc do të ketë vlera pozitive, 
ndërsa për lëvizje majtas vlera negative. Duke u bazuar në këte përku- 
fizim këndi a ndërron në intervalin 



Gjithashtu, shohim nga fig. 148 se ndërron në intervalin 
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0 < cj; < tz 

Për përkufizimin e parametrave të Stoksit nevojitet që lëvizjen nëpër 
elipsë ta zbërthejmë në lëkundje lineare, njërën në kahje të boshtit x 
me amplitudë a l} ndërsa tjetrën në kahje të y me amplitudë a z . Naty- 
risht se këto lëkundje kryhen me një ndryshim 8. Kësisoji elipsa është 
e përcaktuar me tre numra: me dy amplituda a t dhe a 2 dhe ndryshimin 
e fazës ndërmjet tyre 5. Me ndihmën e tyre Stoksi ndërtoi këto katër 
kombinime 

j = a\ + a\ 

M = a\ - a\ 

C = 2a!a 2 cosS (2) 

5 = 2«! a 2 sin5 

dhe paraqesin parametrat e Stoksit për polarizim eliptik. Parametri 
i parë shpreh intensitetin e dritës, sepse përcaktohet me katrorin e 
amplitudës. Parametrat tjerë nuk kanë kuptim fizik të caktuar. 

Fakti se elipsa është e përcaktuar me tre numra, ndërsa janë për- 
kufizuar katër parametra tregon se parametrat e Stoksit janë të lidhur 
ndërmjet veti. Kuptojmë nga formulat e përkufizimit (2) se këta janë 
të lidhur në formën 


jr- ^/~M Z + C Z + S 2 (3) 

Zakonisht preferohet që në teori të polarizimit, parametrat e Stoksit 
të mendohen si elemente të një matrice me një shtyllë 


(j) 



\S/ 


(4) 


prandej këta parametra mund t'i mendojmë si komponente të një vek- 
tori në hapësirën katërdimenzionale. Do ta quajmë vektor të Stoksit. 

Në shumicën e njehsimeve është me rëndësi forma e polarizimit 
pa marrë parasysh intensitetin, prandej këta parametra mund të pjesë- 
tohen me intensitet J dhe të përkufizohen ndaj intensitetit 1. Në këte 
rast vektori i Stoksit e ka formën 






(l ) 
M/J 
C/J 
\S/J / 


(5) 


Elementi i parë është gjithmonë një dhe themi se vektori l Stoksit 
është i normiruar në një. 
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Do t’i shprehim komponentet e vektorit (5) me ndihmën e <|> dhe «. 
Për këte qëllim, ekuacionin e eiipsës në sistemin e koordinateve x dhe 
V e shprehim në formë të dy lëkundjeve normale me ndryshim faze 5. 


x ™ cos (c o£ + 5) 
y = a 2 cos o )t 


( 6 ) 



E shënojmë me x kohën kur 
mbarimi i vektorit të fushës 
elektrike gjendet në boshtin e 
madh tëelipsës (fig. 149). Sho- 
him se vlenë 

a cos cj> = ^ cos Cwt + 5) (7) 

a sin <]> = a 2 cos cox (8) 

Pas kohës t + T/4 ky vek- 
tor do të përputhet me gjysmë 
boshtin e vogël të elipsës. Me- 
që në këte rast vlenë 


Fig. 149 


do të kemi 


w(v + T/4) — coT + — 
2 


hsin <p = sin Ccot + S) 
b 'cos cp =— sin m 

Nga ekuacionet (7) dhe (9) dhe ekuacionet (8) e (10) fitojmë 

a\ — a 2 coscj; + b z sin 2 4> 
a\ = a z sin s $ + b z cos 2 <|> 

prej nga për dy parametrat e parë fitojmë vlerat 

a\ + a 2 2 =* a 2 + b 2 


a\ ~ a\ = (a 2 - b z ) cos 2$ 


Ndërsa nga sistemi (2) fitojmë 

M _ a\ — g\ 
J a 2 x + a\ 


a z — b 1 
a 2 + b z 


cos2cp 


Shprehjen e fundit mund ta shkruajmë edhe kësisoji 

a 2 - b 2 __ 1 — t g *a 
a? + b z ™ l + tg^oT 
dhe përfundimisht do të kemi 


(9) 

( 10 ) 


( 11 ) 

( 12 ) 


= cos 2« 
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— = cos 24» cos 2a (13) 

X shumëzojmë shprehjet (7) e (10) dhe (8) e (9) dhe prodhimet i mble- 
dhim. Fitojmë 

a b = + 5) cos — cos Cwt + 5) sin wx] 

ab = ^«2 sin5 (14) 

Nëse i shumëzojmë (7) me (8) dhe (9) me (10) dhe i zbresim do të 
kemi 

( a 2 ■— a 2 ) sin 24 “ 2 a^ cos5 (15) 

Nga (2) dhe (15) gjejmë 

C_ = 2 8A cosS = q , -b 8 sin 2 . 

J a\ + a\ a? + V 


ose 


C 

J 


— cos 2a sin 2^ 


(16) 


Fastaj, nga (2) dhe (14) kemi 


S. ^ 2a x a 2 sin5 ^ __2ab_ ^ 2tga _ g . 
J a 2 i + a\ a 2 + h 2 l+tg 2 a 


(17) 


Shprehjet e fituara tregojnë se vektori i normiruar i Stoksit për po- 
larizim eliptik e ka formën 




K t 


elip' 


( 1 ) 

cos2 a cos24 

cos 2a sin 24 

\ sin 2a / 


(18) 


Polarizimi linearë është rast spercial i polarizimit eliptik dhe fitohet 
për a = 0 


Kun. = 


( 1 ) 

cos 24 

sin 24 

\ 0 / 


(19) 


Sipas përkufizimit, këndi 4 është këndi i lëkundjes me boshtin e apsci- 
sës të* cilin do ta marrim në kahje horizontale. Nëse dëshirojmë ta 
shprehim vektorin e Stoksit për lëkundje horizontale, atëherë duhet që 
4 = 0. Fitojmë 
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V 0/ 


(20) 


■a 


% 


Për lëkundje në kahje vertlkale 4» = — , ndërsa vektori i Stoksit e ka 

2 

formën 


K 


90 ° ' 


/ n 
- 1 
0 

V o/ 


( 21 ) 


Për lëkundje të cilat me boshtin horizontal e mbyllin këndin tb = 45 ° 
fitojmë 


"45° 


(l' 


( 1) 

0 

K-45 o — 

0 

1 


- 1 

l 0 J 


V 0/ 


( 22 ) 


Meqë edhe polarizimi rrethor është një formë speciale e polarizimit 
eliptik, për b — a ose a = 45°, atëherë për vektorë të Stoksit kemi 


K dii 


djathtë 


/n 


( i) 

0 

0 

\ 1 J 


0 

0 

l”l/ 


(23) 


Parametrat e Stoksit për polarizim eliptik të shprehur me (18) tregoj- 
në se dy prej tyre varen prej këndit të cilin e mbylië boshti i madh 
i elipsës me boshtin e apscisës. Prandaj nëse sistemin e koordinateve 
e rrotullojmë për një kënd në kahje të përhapjes së valëve, atëherë do 
të ndryshojnë edhe vlerat e parametrave M dhe C. Do të shqyrtojmë 
ndërrimin e tyre. 

Në sistemm filiestarë të koordinateve këta e kanë formën 


M = cos 2a cos 24) 

C — cos 2a sin 2ty 

nëse supozojmë se intensiteti është një. Në sistemin e koordinateve të 
reja boshti i madh i elipsës me boshtin e apscisës e mbyllë këndin 
— prandej do të kenë formën 


M' = cos 2 a cos 2(*l> — $0 
C' = cos 2a sin 2(,(J; — 6’) 



TEORIA E POLARIZIMIT 


667 


ose 

M' — M cos 20' + C sin 20- 
C' M sin 20’ + C cos 20- 


Pasi që vlerat e parametrave tjerë nuk varen nga pozita e sistemit të 
koordinateve, lehtë bindemi se mund të shkruajmë 


( J' y 


(l 

0 

0 

°1 



M' 


0 

COS 26- 

sin 2& 

0 


M 

C' 


0 

— sin 20’ 

cos 26’ 

0 


C 

l S' ) 


lo 

0 

0 

lJ 


\ s / 


Kuptojmë se vektorin e Stoksit në sistemin e ri të koordinateve mund 
ta njehsojmë me ndihmën e matricës së rrotullimit për këndin 20> 


(l 0 

0 cos 20- 

0 — sin 20* 

V0 0 


0 0 ^ 

sin 20 1 0 

cos 20’ 0 

0 1/ 


2. POIiAKIZIMI I PJESËRISHËM 

Do të shqyrtojmë valët e polarizuara pjesërisht dhe të pa polari- 
zuara fare. Në këte rast madhësitë a lf a 2 dhe 5 nuk kanë vlera tëcak- 
tuara, por këto ndërrojnë gjatë kohës sipas ligjeve të besushmërisë. 
Për këte arsye mund të masim vlerën e tyre kohore mesatare. Kjo vle- 
rë duhet njehsuar për kohën mjaft të gjatë në krahasim me periodën e 
lëkundjes. Këto vlera mesatare do fc’i shënojmë me shenjën <>. Me- 
ndihmën e vlerave mesatare, parametrat e Stoksit i përkufizojmë në 
këte mënyrë 

J - <a\> 4- <a\> 

M = <a\>~<a\> 

C — <2 a x a 2 cos5> 

S - <2 a x a 2 sin5> 

Këto përkufizime paraqesin përgjithsim natyror të shprehjeve për po- 
larizim të plotë. Së pari do të shqyrtojmë dritën e pa polarizuar. 

Pasi që në dritë të këtiilë asnjë kahje nuk është më e theksuar se 
tjetra do të kemi 

; . <a\> =1 <a\> 

prej nga përfundojmë se M =0. Pastaj, për këndet 5 mund të paraqitet 
çfarëdo vlere pa marrë parasysh madhesitë e a t dhe a 2f prandej mund 
të shkruajmë 
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C — <2aia 2 ><cos§> 

5 — ^^a^XsinS^ 

Natyrisht se edhe për ndërrimet e fazëve vlenë 

<cos5> = <sin5> = 0 

prej nga kuptojmë se edhe vlerat e C dhe S janë të harabarta me zero. 
Buke u bazuar në këto përfundime, parametrat e Stoksit për dritë të 
pa polarizuar janë 


/2<a\>> 


f J) 

0 


0 

0 


0 

\ 0 ) 


\ 0 / 


dhe nëse normirohet në një do të kemi 




'l' 

0 

0 

o; 


( 2 ) 


(3) 


Polarizimin e pjesërishëm mund ta mendojmë si përzierje të njërës 
komponentë plotësisht të polarizuar dhe tjetrës plotësisht të pa pola- 
rizuar. Pra, 


K = K P + K f 


ndërsa parametrat e Stoksit për polarizim të pjesërishëm do të jenë 


(j) 

M 

C 

V S/ 


(4) 


Nese e krahasojmë (4) me (2) shohim se parametrat M, C dhe S pa- 
raqiten nga pjesa e polarizuar e dritës. Shfrytëzojmë (XX. 1.3) dhe për 
pjesën e polarizuar do të kemi 



V ^ 2 + c 2 + s^ 

M 

c 

\ s / 


Kurse për pjesën e pa polarizuar vlenë 


( 5 ) 
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7“ V^ 2 + C* + S 2> 

JC, == 0 (6) 

0 

\ 0 / 

Kuptojmë se për polarizim të pjesërishëm gjithmonë vlenë 

J > V 

dhe se parametrat e Stoksit janë të pavarur ndërmjet veti. 

Marrëdhënia e intensiteteve të pjesës së polarizuar dhe total 

p„ (7 > 

j 

quhet shkallë e polarizimit të pjesërishëm. 

Më në fund do të tregojmë se drita e pa polarizuar mund të fitohet 
si mbledhje jo koherente e dy valëve të polarizuara në mënyrë eliptike, 
hoshtet e mëdhenj të të cilave qëndrojnë normal ndërmjet veti por rro- 
tullimi i vektorit elektrik kryhet në kahje të kundërt. Në këte rast nje- 
ra valë do të ketë vlerën a ndërsa tjetra - a. Pasi që hoshtet e mëdhenj 
janë normal ndërmjet veti, njëra valë do të ketë azimutin ndërsa tje- 

t ra — + 4>. Për njërën valë vektori i Stoksit është 
2 

X 

cos 2a cos 2c[> 
cos 2a sin 2tp 
sin 2« 

ndërsa për valën tjetër 

1 

cos (— 2a) cos 2 

cos (— 2a) sin 2 + 4> 

szn (— 2a) 

Në rast të mhledhjes jo koherente të valëve, vektorët e Stoksit duhet 
të mhlidhen. Fitojmë 

1 
0 
0 
0 

Ndërsa ky vektor e përshkruan dritën e pa polarizuar. 
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3. MATRICA E MILERIT PËR POLARIgATORË LINEARE 


Me ndihmën e parametrave të Stoksit i kemi përshkruar gjendjet 
e ndryshme të polarizimit. Tani do t’i përshkruajmë matematikisht ele- 
mentet optike të cilët e ndërrojnë gjendjen e polarizimit. 

Elementet e këtillë e shndërrojnë polarizimin e dritës rëniese në 
polarizim të dritës dalëse. Meqë polarizimi i dritës rëniese dhe dalëse 
përcaktohet me parametrat e Stoksit, atëherë elementi optik duhet të 
paraqet një transformim matematik të matricës me një shtyllë në mat- 
rxce tjeter poashtu me një shtyllë. E dijmë nga matematika se këte 
transformim e kryen matrica katrore me numër të rendeve të bara- 
barte me numrin e elementeve të vektorit të Stoksit Këto matrica i 
paraqiti Mileri më 1948 dhe mbajnë emrin e tij. 

Pra, do të kemi 



f m n 

m 12 

m n 



m n 

m n 

m n 

w 24 


m n 

m n 

m n 

m^ 



m iz 

m, 3 

mj 


( 1 ) 


Vektori i Stoksit K' i dritës dalëse fitohet duke e shumëzuar matricën 
(1) me vektorin e dritës hyrëse K 


K' — MK (2) 

Ka ngelë të përcaktojmë elementet e matricës së Milerit për lloje të 
ndryshme të polarizatorëve, përkatësisht analizatorëve. Elementet e saj 
mund t’i njehsojmë nëse e dijmë polarizimin e dritës hyrëse dhe dalëse. 
Për ditë hyrëse me radhë duhet të merren këto katër gjendje të pola- 
rizimit: 

1 . Jo e polarizuar 

2. Lineare e polarizuar me lëkundje horizontale 

3. Lineare e polarizuar me azimut të lëkundjes 45° 

4. E polarizuar rrethore djathtas 

Për rastin e parë, vektori i Sfcoksit për dritë dalëse i ka këto elemente 



(l) 


f mJ 

M * 

0 


m zi 


1 


m 31 


l 0 J 


\ m. n / 


Për rastin e dytë - 


( 3 ) 



Për rastin e tretë 


dhe në rastin e katërt 


TEORXA E FOLABIZIMIT 

' 1 ^ ( m n + m lz 

1 = m 2l + tt* 22 

0 77*31 + 7n 32 

V 0 / \ 77*4! + 77*42 


m n + 77*13 
77*21 + 77*23 
77* 3 i + 77*33 
. 77*4i + 77*43 


(1) 


f 77* u + 77*14 ^ 

0 

, 

77* 2 i + 77* 2 4 

0 


77*3i + 77*34 

\ 1 ) 


V 77*41 + 77*44 / 


Lehtë mund <të njehsohen elementet e matrxcës nëse e dijmë gjendjen 
e polarizimit të dritës dalëse. 

Do të përcaktojmë elementet e matricës së polarizatorit linearë, i 
cili e lëshon dritën me azimut të lëkundjes 4>, Kur nëpër te kalon dri- 
ta e pa polarizuar, drita dalëse polarizohet në mënyrë lineare dhe in- 
tensiteti i saj është sa gjysma e intensitetit të dritës rëniese. Prandej 
vektori i Stoksit për dritë dalëse është 


1 cos 24> 

2 sin 

V 0 / 

Nëse e krahasojmë këte shprehje me shprehjen (3) shohim se 

m n - — ; 7?*2i “ — cos 2cJ>; 77*31= — sin2ty\ 77*41 = 0 
2 2 2 

Kur nëpër te e lëshojmë dritën e polarizuar në mënyrë lineare me lë- 
kundje horizontale, kjo dritë kalon me amplitudë costy, përkatësisht 
me intensitet cos 3 4>. Vektori i Stoksit për dritë dalëse është 


cos 2 4> 


1 

cos z 4; 

sm 2 4> 

0 


dhe pasi ta krahasojmë me (4) kuptojmë se vlenë 
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m n + m 12 = co$ 2 <p 
m 31 + m Z2 = cos 2 c|; sin 2<p 


m 21 + m 22 = cos 2 <p cos 2cp 
m, A + m. i2 = 0 


Duke shfrytëzuar elementet e njohura më parë pasi t’i zgjidhim këto 
ekuacione fitojmë 

tn i2 = - cos 2<p; m 22 = - - cos 2 2 d» 

2 2 


m% 


1 


cos 2cp sin 2tp dhe w 42 = 0 


Së treti marrim dritën dalëse të polarizuar në mënyrë lineare me azi- 
mut te lekundjes 45°. E projektojmë amplitudën dhe në kahje të azimu- 
tit fitojmë amplitudën e dritës dalëse 

cos s* (costp + sincp) 

ose intensiteti në dalje 

1 


2 


(1 + sin2tp) 


dhe për vektor të Stoksit për dritën dalëse fitojmë 

/ 1 ^ 


1 


(1 + sin 240 


cos 2<p 
sin 2cp 
0 


dhe nga (5) kemi 


m n + m iz "(H sm2cp). E zëvendësojmë vlerën për = — pra - 

2 


ndej do të kemi për 


m l2 


1 


sm2cp 


Në mënyrë të ngjajshme do të gjejmë 

1 


m 2 3 = ~ cos2cpsm2cp 


m 33 = — sin 2 2(b 
2 


m 43 = 0 
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Më në fund kur nëpër polarizator kalon drita e polarizuar në mënyrë 
rrethore, në dalje do të kemi vetëm njërën komponente, intensiteti i së 

cilës është 

2 


1 

2 


/ 1 
cos 2 d> 
sin 

V 0 


dhe nga (6) kuptojmë se vlerafc e kërkuara janë 


- 0; m u — 0; — 0 dhe m i4 ~ 0 

Kështu i kemi përcaktuar të gjithë elementet e matricës së Milerit për 
polarizator linearë, i cili i lëshon lëkundjet në kahje të përcaktuar me 
këndin t[>, Matrica e ka formën 





/ 1 

cos 2(p 
sin 2<\> 

V 0 


cos 2<p 
cos 2 24> 
cos 2<J> szn 2cJ> 
0 


sin 2tJ> 0 N 

cos 2t[> sm 2cJ> 0 

sm 2 2(J> 0 

0 0 / 


(7) 


Nga kjo lehtë mund të fitohen vlerat e veçanta të lëkundjes me azimute 
të ndryeshëm. P.sh. , për lëkundje horizontale duhet zëvendësuar (J> = 0. 
Pitojmë 


M 0 


(l 

1 

o 

vo 


0 

0 

0 

0 


0 A 

0 

0 

0/ 


(8) 


Për lëkundje vertikale duhet zëvendësuar vlerën 
ricë të Milerit do të kemx 


90° dhe për mat- 


{ 


M» 


Ndërsa për azimut + 45° fitojmë 


M+ 45° ; 


JL 

2 


± i 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


±1 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

o/ 


0> 

0 

0 

0/ 


(9) 


( 10 ) 
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Më në fund do të tregojmë zbatimin e shprehjeve të fituara për një she- 
mbull mjaft të thjeshtë. Le të kalojë drita e polarizuar lineare me azi- 
mut të lëkundjes nëpër polarizator linearë i cili i lëshon vetëm lëku- 
ndjet horizontale. Në dalje të tij vektori i Stoksit do të jetë 



fl 

1 

0 


/ 1 > 


± COS 2({j N 


( l) 

1 

1 

I 

0 

0 

COS 2c{j 

i 

1 + COS 2cp 

~ costy 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

sin 2<j> 

2 

0 

0 


vo 

0 

0 

0/ 

V 0 J 

| 

l 0 J 


V 0 / 


E kemi fituar vektorin e Stoksit për dritë të polarizuar lineare e cila 
lëkundet horizontalisht dhe e ka intensitetin cos 8 ^. Rezultati i fundit e 
shpreh përmbajtjen e ligjit të Malusit. 


4. MATRICA E MILERIT FËR ANALIZATORE RRETHORË 

Do tT përcaktojmë elementet e matricës për analizatorë rrethorë i 
cili e lëshon vetëm dritën e polarizuar rrethore. Le të jetë për polarizim 
rrethor djathtas. Nëse së pari lëshohet drita e pa polarizuar, në dalje 

fitojmë drite të polarizuar rrethore djathtas me intensitet Vektori 

i Stoksit është 


1 

2 


( 1 \ 

0 

0 

VI/ 


ndërsa nga (XX.3.3) kemi 

1 


m. 


2 


m 2 i = 0; m 31 = 0; m n 


Pastaj e lëshojmë në te dritën e polarizuar Hneare me lëkundje hori- 
zontale. Prapë në dalje fitojmë dritë të polarizuar rrethore me inten- 

sitet — . Në të vërtetë, që të zbërthehet amplituda rëniese në dy kom- 
2 

ponente intensive të barabarta, keto duhet të mbyllin këndin 45 p , pra- 

ndej amplitudat e tyre janë ndërsa intensiteti — . Nga shprehja 

2 2 

(XX.3.4) rrjedh 


m 12 ~ 0; m 22 ~ 0; m i2 = 0 dhe m 4z = 0 


Pastaj duhet lëshuar nëpër analizator dritën e polarizuar lineare me 
azimut të lëkundjes 45°. Lëkundja rrethore nuk është e ndieshme ndaj 
kahjes prandej fitojmë të njëjtin rezultat thua se azimuti i lëkundjes 
është zero. Do të kemi 
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m 13 = 0; = 0; m 33 = 0; m, 3 = 0 

Fërfundimisht duhet lëshuar dritën e polarizuar rrethore, te cilën ana- 
lizatori e lëshon pa kurrfarë ndryshimi. Vektori i Stoksit është 



ndërsa nga (XX .3 .6) për elemente fitojmë 


= ■—-; m ?A = 0; m 3 , = 0 dhe m A , 
2 


Matrica e Milerit për analizator i cili e lëshon dritën e polarizuar rre- 
thore djethtas e ka formën 

10 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

10 0 1 




Ndërsa analizatori i cili e lëshon dritën e polarizuar rrethore majtas e 
ka matricën e Milerit 


1 0 o - 1' 

1 0 0 0 0 

2 0 0 0 0 

l-l 0 0 1/ 


( 2 ) 


5. MATKICA E MILEKIT PER ANALISATORË ELIPTIKË 

Në vazhdim do të përcaktojmë elementet e matricës për analizator 
i cili e lëshon dritën e polarizuar eliptike të një forme të caktuar. 

Le të jetë kjo formë e përcaktuar me vektorin e Stoksit 

(l\ 

5= M 

c 

\ S t 

Edhe në këte rast duhet të marrim që të katër mundësitë e cekura më 
parë. Për dritë të pa polarizuar me intensitet 1 drita dalëse do të ketë 

intensitetin - , ndërsa vektori i Stoksit është 

2 
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1 

2 


(i) 

M 

C 

\s ) 


dhe nga (XX.3.3) fitojmë 

m u = m 2 i = — M; m ai = — C dhe m 41 = — S 
2 2 2 2 

Së dyti drita rëniese duhet të jetë e polarizuar në mënyrë lineare me 
lëkundje horizontale. Lehtë mund të tregojmë se gjatë shndërrimit të 
dritës eliptike në lineare me lëkundje horizontale intensiteti zvogëlohet 
për 


(1 + M) 


sepse nga 


/ 


M 0 K 


1 


1 

0 

VO 


1 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


\ 



/ 

/ 1 + M ' 


M 

_ l 

1 

1 + M 


C 

2 

2 

0 

/ 

\S J 


\ ■■ ■ 

\ 0 / 


Mund të imarrim se e njëjta marrëdhënie paraqitet edhe anasjelltas, 
prandej analizatori e lëshon dritën për të cilën vektori i Stoksit është 


(1 + M) 


M 

C 

S I 


dhe nga (XX.3.44) do të kemi 
1 


m xl + m I2 


(1 + M) 


m 21 + m n — 


(1 + M)M 


m 31 + m 32 = — (1 + M)C m. n + m 42 = (X + M)S 

2 2 


Pasi t’i zëvendësojmë vlerat e elementeve të parë do të gjejmë 


m 12 = — M; m n = ~ M 2 ; m a2 = — MC dhe m 42 = “ MS. 

... ; 2 ; ; .+ 2 .... ... 2 .* .... .. 2. 

Së treti duhet të lëshohet drita e polarizuar lineare me azimut te 
lëkundjes 45°. Meqë vlenë 
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M & K= - 1 - (1 + C) 

2 

çka ësbtë e arsyesbme të vlejë edhe ana,sjelltas do të kenii për vektor 
të Stoksit të dritës dalëse 


(1 + C) 


dhe me ndihmën e (XX.3.5) për elemente gjejmë 

m„= -- C; 1 CM; = 1 C 2 dhe m«= — - CS 

2 2 2 2 

Më në fund duhet të lëshohet drita e polarizuar rrethore djathtas. 
Intensitetin në dalje e fitojmë nga 

M d K= - 1 - <1 + S) 

2 

ndërsa për vektor të Stoksit do të kerai 

fl\ 

(1 + S) ^ 


dhe me ndihmën e (XX.3.6) fitojmë vlerën e elementeve 

m» = --- S; nh, = - 1 - S M; = — C S dhe ro« = ~ - S 2 
2 2 2 2 

Pasi i njohim të gjithë elementet për ' analizator eliptik, për matricë 
të tij do të kemi 



f 1 

M 

C 

s 


ikf 

M 2 

CM 

SM 

2 

C 

MC 


SC 


V s 

MS 

cs 

S z 


Në këte matricë simbolet M, C dhe S paraqesin: 

M = cos COS 2a 
C = sin 24» cos 2a 
S = sin 2a- 


(2) 
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Lehte mund të tregohet se matricat e Milerit për analizatorë linearë apo 
rrethore mund të fitohen nga (1) për vlera të veçanta të a. F.sh. , për 
analizatorë linearë duhet zëvendësuar në (2) a = 0, prandej 

M - cos C = Sin 24» S = 0 

Pasi t’i zëvendësojmë vlerat e fituara në (1) fitojmë matricën (XX.3.7). 
Gjithashtu mund të fitojmë matricën (XX. 4.1) nëse në (2) zëvendësoi* 
më vlerën a = 45°, sepse atëherë 

M = 0, C = 0 dhe S = 1 


6. MATRICA E MILERIT P£R PLLAKË FLANPARALELE 

KRISTALORE 

Fllaka planparalele nga kristali një boshtor e cila është e prerë 
paralel me boshtin optik shkaktpn një ndryshim faze në dritën e cila 
përhapet nëpër te. Në pllakë të këtillë rrezja e rregullt dhe e pa rre- 
gullt përhapen me shpejtësi të ndryshme në të njëjtën kahje. Do të 
supozojmë se kahja e lëkundjes së valës më të shpejtë është horizon- 
tale. E shënojmë matricën e saj me M, Për dritë të pa polarizuar pllaka 
nuk paraqet kurrfarë ndryshimi të fazës sepse në të gjitha kahjet e 
shkakton të njëjtin ndryshim. Pra, edhe drita dalëse do të jetë e pa po- 
larizuar 


1) 



0 


0 

0 


0 

0 J 


^ 0 / 


prej nga përfitojmë 

m u ~ 1; m n ~ 0; m n = 0 dhe m ix 0 

Pa kurrfarë ndryshimi do të kalojë edhe drita e polarizuar lineare me 
lëkundje horizontale, sepse nuk ka komponentë me lëkundje vertikale. 
Pra, 


(1) 


(l) 

1 

= 

1 

0 


0 

\ 0 ) 


l 0 / 


prej nga m n + m l2 - 1, m 21 + m n = 1 , m ai + m 32 = 0 

m A1 + m 42 = 0 


m n - m AZ - m 42 = 0 dhe m n = 1 


ose 
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(1) 


f 1 1 

1 



0 

0 


cosS 

\ 0 ) 


\ sin5 / 


Nëse drita rëniese me intensitet J lëkundet me azimut 45% atëherë në 
pllakën me thyerje të dyfishtë coptohet në dy komponente me amplitu- 

da të barabarta a, = a 2 =4=por këto fitojnë edhe një ndryshim faze 8. 

v 2 

Parametrat e Stoksit për dritën dalëse janë 

1 M = a\-a%= 0 

C - 2 a x a 2 cos5 = cosB S = 2 a x a 2 sin5 = sin5 
Prandej mund të shkruajmë 


M 


dhe fitojmë 

m n + m n = 1 m 21 + m 23 = 0 

m 3 i + m 33 = coso ~ sin5 

Pasi t’i zëvendësojmë vlerat e njohura do të kemi për elementet 

m 13 = m 23 = 0 m n = cos5 dhe = sin5 

Më në fund sikurse deri tani duhet drita rëniese të jetë e polarizuar në 
mënyrë rrethore djathtas. Këte, pllaka me thyerje të dyfishtë e zber- 

then në dy komponente me amplituda a x = a z dhe ndryshim në 

v * 

fazë Kjo pllakë këtij ndryshimi në fazë i shton edhe ndryshimin 5, 
2 

ashtu që drita dalëse do të ketë ndryshimin ~ + 5. Parametrat e Stok- 

sit për te jane 

J = a% + a%= 1 


C = 2a t a 2 cos | — + 5 
2 


TC 


S = 2 a r a z sin 


Jl. + 5 


=- sin5 
= cos5 


M '— a\ - a\ = 0 
dhe mund të shkruajmë 
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i 1 ^ 


(■ 1 1 

0 

...... 

0 

0 


— sin5 

V 1 ) 


\ coso / 


M 


ashtu që për elemente të panjohura fitojmë 

m H ~ 0; m ZA = 0; ==— sino dhe m 44 — eoso 

Duke u bazuar në elementet e fituar, matrica e Milerit për pllakë plan- 
paralele krxstalore e ka formën 




(l 

0 

0 

\0 


0 

1 

0 

0 


0 

0 

cos8 

sinS 


0 

0 


- sino 
cos5/ 


(1) 


Në optikë eksperimentale mjaft të rëndësishme janë pllakat - të cilat 

4 


shkaktojnë ndryshim në fazë për 
do të fitojmë 


n . Nëse zëvendësojmë vlerën 5 = 

2 


2 


M 


për 5 = n do të kemi 


8 -- ■ 


M 


(8 - a) • — 


ndërsa për 5 == 2tc 


M -2^c> 


/1 

0 

0 

\ 0 


'1 

0 

0 

V 0 

/1 

0 

0 

\ 0 


0 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

1 


o x 

0 

'1 

0/ 


(2) 


0 

1 

0 

0 


0 

1 

0 

0 


0 

0 

“1 

0 


0 

0 

1 

0 


0 

0 


0 

0 

0 

1/ 


(3) 


<4) 


Shohim se pllaka e këtillë fare nuk e ndërron gjendjen e polarizimit 
te drxtes remese. Kjo është e qartë nga forma e matricës (4). 

E dijmë se pllaka e shndërron dritën e polarizuar lineare me 

azimut 45° në dritë të polarizuar rrethore. Kjo rrjedh edhe nga shu- 
mezimi i matrices (2) me vektorin gjegjës të Stoksit për ate polarizm. 

JrrSj ... • - . . .... . y .. ^ . 
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(l 0 0 0 N 


(1) 


f M 

0 1 0 0 


0 


0 

ooo-i 


1 


0 

\ 0 0 1 0 > 


l 0 ) 


VI/ 


Në anën e djathte qëndron vektorl i dritës së polarizuar në mënyrë 
rrethore. 

Nese nëpër pllakën — lëshohet drita e polarizuar në mënyrë lineare 
4 

me azimut të lëkundjes y do të fitojmë 


o 

o 

o 


< l \ 


f 1 ) 

0 10 0 


cos 2y 


cos 2 y 

ooo-i 


sin2y 


0 

"o 

T~~f 

o 

o 


^ 0 1 

\ sin 2y / 


Ky është vektori 1 Stoksit për dritë të polarizuar në mënyrë eliptike 
me azimut të boshtit të madh 4» " 0 dhe a~y. Shohim se mund të fi- 
tojmë polarizim rrethore vetëm nëse y -± 45°, ndërsa polarizim linearë 
për t ~ 0 ose y — 90°. 


7. SEKIA E ELEMENTEVE OPTIKE 

Matricat e Milerit kanë zbatim mjaft të madh në shqyrtimin e gje- 
ndjes së polarizimit të dritës kur kjo kalon nëpër një varg të elemente- 
ve optike të cilët e ndërrojnë gjendjen e saj. 

Lehtë mund të tregohet matrica e Milerit për tërë vargun është e 

barabartë me prodhimin e matricave të çdo elementi. Nëse me K e shë- 
nojmë vektorin e Stoksit për dritën rëniese, ndërsa me M x matricën e 
elementit të parë optik, atëherë vektori i Stoksit për dritë dalëse nga 
ky element shprehet në formën 

K x - M x K 

Pastaj drita kalon nëpër elementin tjetër me matrieë M 2 . Vektori i Sto- 
ksit për dritën dalëse nga ky do të jetë 

K z = M 2 A*! " M 2 M a K 

Në mënyrë të ngjajshme mund të vazhdojmë edhe për elementet tjerë 
optik dhe pas kalimit të dritës nëpër të gjithë, për vektorë të Stoksit 
fitojmë 


K„ = M„ • M„_i M 2 Mj K (1) 

Shohirn se matrica e tërë sistemit është - 
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M = M„‘M n ^ M Z M X (2) 

e barabartë me prodhimin e matricave të elementeve. Meqë shumëzimi 
i matricave nuk është komutativ, atëherë edhe rezultati përfundimtarë 
varet prej rendit me të cilin shumëzohen ato, përkatësisht prej rendit 
me të cilin drita përhapet nëpër elemente, çka është plotësisht e ar- 
syeshme në kuptimin fizik. 

Si shembull të zbatimit të matricave të Milerit në sistem prej disa 
elementeve optike do të cekim kalimin e dritës nëpër periskop rrethor. 
Ky përbëhet nga një polarizator rrethor nga i cili del drita e polarizuar 
rrethore 


( 1 ) 

1 

0 

V 0 / 


dhe kalon nëpër analizator i cili përbëhet nga pllaka dhe analizatorit 

4 

linear. Për dritë dalëse nga ky sistem fitojmë 



i 

cos 24 > 

sin 2'4> 

0 > 


(1 

0 

0 

0 1 


/n 

1 

cos 2tj> 

cos 3 2t b 

cos 2tjj sin 2t|> 

0 


0 

1 

0 

0 


0 

2 

sin 24 

cos 24 » sin 2<\> 

sin 2 2tj> 

0 1 


0 

0 

0 



0 


l 0 

0 

0 

0 ) 


vo 

0 

1 

o) 


1 1 ) 



( 1 - sin 24 


1 ) 

1 

cos 24 > (1 — sin 2 (\) ) 

— ~ ( 1 “ sin 2 <\) ) 

cos 2tl> 

2 

sin 2tJ> (1 sin 2tjj) 

2 

sin 2t!> 


l 0 ) 


l 0 / 


Kjo dritë është e poiarizuar ne mënyrë lineare me intensitet — 

2 


(1 ~ 


sin 2<|>). Nëse dëshirojmë që fusha e analizatorit të jete plotësisht e 
errët atëherë i> duhet të ketë vlerën 45°. 


8. SFEEA E PUANKAEES 

Mënyrën gjeometrike të shprehjes së gjëndjeve ,të ndryshme të po- 
larizimit e paraqiti H. Puankare në vitin 1892. Këtu do të cekim vetëm 
gjendjet e polarizimit të treguara në sferë, por jo edhe zbatimin e saj 
mjaft të gjerë për probleme të ndryshme. 

Çdo gjendje të polarizimit të plotë e përcaktojnë parametrat e 
Stoksit M, C dhe S duke supozuar se intensiteti është 1 . Këta tre numra 
mund t 'i mendojmë për koordinate të një pike në hapësirë, Pra, supo- 
zojmë se 
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x = M — cos 2a cos 2cp 

y = C~ cos 2a sin 24> (1) 

g ” S = sin 2a 

Bo të mendojmë se kjo pikë paraqet figurën e ciia shpreh gjendjen e 
polarizimit. Lehtë mund të hindemi se pikat të cilat i shprehin të gjitha 
gjendjet e polarizimit të plotë qëndrojnë në sipërfaqe të sferës me rre- 
ze një njësi, sepse nga ( 1 ) 

X Z 4. yZ 4. gi — l 

Këte të dhënë e ka diktuar Fuankareu dhe sipas tij sfera e ka ma- 
rrë emrin. 

Në fig. 150 shihet se pikën P në sferë e përcaktojnë gjatësia 2<]> 
dhe gjerësia 2«. Gjithashtu, shihet se pozita e pikës në sferë ne mënyrë 
të thjeshtë është e lidhur me elementet e polarizimit eliptik të cilin e 
shpreh ajo. Gjysma e gjatësisë sferike të saj është e barabartë me azi- 
mutin e boshtit të madh të elipsës, ndërsa gjysma e gjerësisë sferike 

& 

me elipticitetin arctg . Prandej, të gjitha pikat të cilat qëndrojnë në 

a 

të njëjtin meridian e kanë të njëjtën gjatësi sferike dhe i përkasin elip- 
save me të njëjtin azimut të boshtit të madh por me marrëdhënie të 
ndryshme të boshtit të madh dhe të vogël. Përkundër kësaj, të gjitha 
pikat të cilat qëndrojnë në të njëjtën paralele i shprehin elipsat me 

të njëjtën marrëdhënie por me azimute të ndryshme të boshtit të 

a 

madh.. 




Të gjitha pikat të cilat qëndrojnë në meridianin filestar i shprehin 
elipsat me bosht të madh horizontal, ndërsa elipsat me bosht të madh 
vertikai qëndrojnë në meridianin përballë këtij fillestar. Në meridianin 
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i cili kalon nëpër bosht y qëndrojnë pikat për të cilat azimuti i boshtit 
të madh -të elipsës është 45°. Kjo shihet në fig. lSl.Ekuatori i sferëseka 
gjerësinë a = 0 dhe në te qëndrojnë të gjitha pikat të cilat e shprehin 
polarizimin linear. Pika 0 në meridianin fillestar e shpreh polarizimin 
me kahje horizontale të lëkundjes, ndërsa pika V me kahje vertikale. 
Sipas marrëveshjes sonë a është pozitiv për rrotullim djathtas nëpër 
elipsë, ndërsa negativ për rrbtullim majtas. Prandaj të gjitha pikat mbi 
ekuator paraqesin polarizimet eliptike të djathta, ndërsa ato nën eku- 
tor, polarizimet e majta eiiptike. 

Për pole të sferës a = ± 45°. Këto dy pika shprehin polarizimin rre- 
thor të dritës dhe ashtu që poli pozitiv ate të djathtë, ndërsa negativ 
polarizxmin e majtë rrethor. 

Të gjitha gjendjet e polarizimit të kundërt, në sferë të Puankares, 
shprehen me dy pika të cilat qëndrojnë në anë të kunderta të diametrit 
të çfarëdo drejtimi. 

Interpretimi gjeometrik me ndihmën e sferës së Puankares shpreh 
faktin pse polarizimi linear me lëkundje horizontale, pastaj me azimut 
45° dhe më në fund polarizimi rrethor i kanë vlerat e parametrave të 
Stoksit më të thjeshta. Këtyre kahjeve të polarizimit iu përgjigjen ato 
pika të sferës së Puankares të cilat gjenden në boshtet e kocrdinateve 
dhe në pole. 

Në fund do të cekim se çdo pikë brenda sferës së Puankares gra,- 
fikisht shpreh një gjendje të polarizimit të pjesërishëm, ndërsa vet 
qendra e saj shpreh dritën e pa polarizuar. 



1. EKUACIONET THEMELOKE TË MAGNETOHIDRODINAMIKËS 

Magnetohidrodinamika stndion veprimin reciprok të fushës magne- 
tike dhe lëvizjes së fluidit me përqueshmëri të madhe elektrike. Ndo- 
një fluid, lëng apo gaz, i cili përmban bartësit e elektricitetit, elektronet 
e lira apo jonet, gjatë lëvizjes së vet, sikurse çdo rrymë elektrike është 
burim i një fushe magnetike e cila i shtohet fushës së jashtme magne- 
tike. Në anën tjetër, fusha magnetike vepron ne bartësit e elektricitetit 
në lëvizje dhe si e tillë vepron edhe në lëvizjen mekanike të fluidit. Kjo 
lidhmëri reciproke e fushës magnetike dhe lëvizjes së fluidit është ob- 
jekt studimi i magnetohidrodinamikës. 

Detyra e parë themelore qëndron në paraqitjen e ekuacioneve të 
magnetohidrodinamikës. Për këte do të supozojmë se fluidi nuk është 
feromagnetik ashtu që për permeabilitet të tij mund të merret perme- 
abiliteti i boshllëkut. 

Nga ektiacionet themelore diferenciale të hidrodinamikës duhet të 
merret ekuacioni i kontinuitetit 

+ div (ov) * 0 (1) 

dt . 

Këtu me v ë kemi shënuar shpëj-tësinë e rrymimit të fluidit, ndërsa me 
p dendësinë e tij. Natyrisht se të dy këto madhësi varen prej koordina- 
teve dhe kohës. 

Si ekuacion tjetër duhet të marrim ekuacionin e Navier-Stoksit 
(XI. 10. 12) si ekuacion themelor të fluidit viskoz 

P PJH + p gmd _ pvx rotv- f - grad p + y&v (2) 

dt 2 

Nga (XX .5 .3) të tre anëtarët e parë të (2) mund të shkruhet në formën 
p d v/dt. Në anën e djathtë gjendet forca f e cila vepron në njësi vëllimi. 
Kjo përbëhet prej dy pjesëve. Nga forca e gravitacionit pg dhe forca 
e fushes magnetike j x B, ku j është dendësia e rrymës elektrike, ndër- 
sa B induksioni i fushës magnetike, Prandej 
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Në shprehjen (2) me p e kemi shënuar presionin ndërsa r\ koeficientin 
e viskozitetit. Duke u bazuar në këte çka cekëm, ekuacioni (2) mund 
të shkruhet në formën 


(% 'D 

P grad p + pg + jXB + rj Ar> (4) 


Tani duhet të shfrytëzojmë ekuacionet themelore diferenciale për fushë 
elektromagnetike, ekuacionet e Maksvelit 


rot E =— 

3 B 
d t 

(5) 

— > • — * 

rotB-j 


(6) 

div B - 0 


(7) 


Në shprehjen (6) nuk është shkruar anëtari i cili përmban derivatin e 
induksionit elektrik nga supozimi se është madhësi e vogëi, për çka 
kufizohemi për dukuri me frekuencë të vogël, për çka kufizohemi për 
dukuri me frekuencë të vogël të ndërrimifc të fushës apo me fjalë tjera 
për fusha që ndërrojnë ngadalë. 

Në vazhdim duhet të paraqesim lidhmërinë në mes të dendësisë së 
rrymës dhe fushës elektrike. E dijrnë se për këte ekziston shprehja 

j' = aE' (8) 

ku a është përqueshmëria elektrike, ndërsa dendësia e rrymës dhe in- 
tensiteti i fushës maten në sistem në të cilin mjedisi pushon. Pasi që 
mjedisi i shqyrtuar lëviz relativisht ndaj sistemit laboratorik me shpej- 

tësi v, shprehjen (8) duhet ta transformojmë për sistem laboratorik. 
Dendësia e rrymës në këte sistem përcaktohet me shurnën e dendësi- 

së në sistemin lëvizës j' dhe rrymës nga lëvizja e sistemit e eila është 
e barabartë me dendësinë e elektricitetit p« dhe shpejtësisë së tij. Pra, 

j^j' + p e v (9) 

Supozojmë se gjatë lëvizjes nuk ndahen shumë bartësit e elektricitetit 
të dy parashenjave ashtu që p e = 0, që tregon se dendësia e rrymës në 
të dy sistemit është e barabartë. 

Duhet të transfermojmë edhe vektorin e fushës elektrike në sistem 
laboratorik. Kemi treguar në (XlV.l.b) se vlenë formula 


§E'd l=~ f — dS 

J dt 


(10) 
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e cila shpreh faktin se tensioni i indukuar i cili gjendet në anën e majtë 
paraqiten nga ndërrimi i fluksit të induksionit magnetik. Atje kemi su- 
pozuar se qarku në të cilin indukohet tensioni është i palëvizshëm, 
prandej derivatin total e kemi zëvendësuar me derivat parcial. Në këte 
rast qarku lëviz dhe derivati total duhet të shprehet në formën 

d 3 _ M. + ("^ v > b 

di dt 


Shfrytëzojmë shprehjen 

rot (B x v) = (uV)B-u div B 

Nga (7) anetari i dytë është i barabartë me zero, prandaj 'kemi 

d -B. = M + rot (B x v) (11) 

dt dt 

E zëvendësojmë në (10) dhe fitojmë 


§E’dl=- f — d.S- f rot(B*v)dS 

Integralin e fundit e transformojmë sipas teoremes së Stoksit në inte- 
gral vijor. Fitojmë 

— - — f d B 

§ ( E' + BX V ) d l=~ / - dS 

J dt 

Ligji i Faradeut në sistem laboratorik e ka formën 


cf> E d l=- 

dhe duke i krahasuar gjejmë 


dB 

dt 


dS 


E = E' + 5 x v 


prej nga 

E' + B 

E zevendësojmë në (9) dhe fxtojmë lidhmërinë e kërkuar 

j ~o(E + v x B) (12) 

Kësisoji kemi fituar sistemin e ekuacioneve (1), (4), (5), (6), (7) dhe 
(12) të cilat paraqesin ekuacionet themelore të magnetohidrodina- 
mikës. 
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Në fund të cekim se (shprehja (12) thjeshtësohet për mjedis për~ 
çues ideal. Nëse a — > oo, atëherë j/o 0 dhe do të mbetet 

£=~J)XB (13) 

Kjo ështe lidhja në mes të fushës dhe shpejtësisë për fluid përçues 
ideal. 


2. DISA MADHËSI TË LIDHDKA PËR FXJSHËN MAGNETIKE 

Për përcaktimin e disa madhësive karakteristike të fushës magne- 
tike do të eliminojmë nga ekuacionet e Maksvelit vektorin elektrik. 
Kerkojmë rotorin e shprehjes (XXI.1.6) dhe e zëvendësojmë në (XXI. 
1.12) 


rot rot B = a[rotE + rot (v x £)] 

E zbërfchejmë rotorin e dyfishtë në anën e majtë dhe e zëvendësojmë 
shprehjen (XXI.1.5) 


grad div B - A B = o 


9 - + rof (v x S) 


Shfrytëzojmë (XXI.1.7) dhe mbetet 


9 — = rof (t? x B) + -- A B (1) 

dt a 

Kësisoji kemi fifcuar ekuacionin për induksion magnetik. Për mjedise 
përçuese ideale anëtari i dytë bie dhe fitojmë 


— = rot (w'x B) (2) 

dt 


Nga (XXI. 1.11) shihet se atëherë — 0 që do fcë thotë se fluksi mag- 

dt 

netik nëpër vijë të mbyllur e cila lëviz së bashku me fluidin është kon- 
stant gjatë kohës. Në këte rasfc vijat e induksionifc magnetik nuk defor- 
mohen gjatë kohës por lëvizin nëpër fluid si tërësi. 

Do fca përcakfcojmë shpejfcësinë e fcyre në kahje norrnale ndaj vekto- 

rit B. Që të përfitojmë vektorin i cili qëndron normal ndaj B dhe gje- 

ndefc në rrafshin e përcaktuar me v dhe B duhefc formuar prodhimin 

•*+*> . 

»(B x v) x B. Që ky prodhim fcë ketë dimension fcë shpejtësisë duhet të 
pjesëtohefc me B 2 . Prandej shpejtësia e kërkuar është 
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M '= {3 ) 
B 2 

Në mjedise përciellëse ideale vlenë (XXI.1.13), prandej mund të 
shkruajmë 


u — 


E x B 
B 2 


(4) 


Kjo është shpejtësia e drajfit të fluidit dhe vijave të induksionit mag- 
netik. 

Në shprehjen (XXI. 1.4), anëtari i cili përmhan dendësinë e rry- 
mës, në rastin e fluidit përcjellës ideal mund të transformohet ashtu 
që në vend të dendësisë, të shknxhet induksioni magnetik. Pra, 

* — » — * 

j x B = (roi B) X B=- BX rotB 

Shfrytëzojmë shprehjen e njohur nga analiza vektoriale 
-i-pradB 2 = (B V) B + B * rotB 


prej nga 


jx B prad — + (B V ) B 
2 


(5) 


Kur këte e zëvendësojmë në shprehjen (XXI. 1.4), ne te paraqitet anë- 
tari — grad (p + B 2 /2 ), prej nga përfundojmë se B 2 / 2 paraqet një pre- 
sion si rezultat i fushës magnetike. Prandej në magnetohidrodinamikë 
përveç presionit hidrostatik p ekziston edhe presioni magnetohidro- 
statik 


B 2 

— ( 6 ) 

2 

Nëse forcat e fërkimit mund të mos përfillen, ndërsa forca e gravi- 

tacionit shprehet me ndihmën e po/cencialit pg —— gradU, atëherë ekua- 
cioni i iëvizjes (XXI. 1.4) do të ketë formën 

0 — =- grad (p + p m + U) + (B V) B (7) 

' dt 

Për disa marrëdhënie gjeometrike të thjeshta anëtari i fundit hie 
dhe për rastin statik ana e majtë është e barabartë me zero. Fitojmë 

p + p m + U — const. (8) 


44 Hyrje në fizlkë teorike 
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Kjo shprehje tregon se për forcë konstante të gravitacionU, që gati 
gjithmonë është e realizuar, shuma e presioneve tjera duhet të jetë 
konstante. Kjo do të thotë se çdo ndërrim të presionit mekanik e për- 
cjell ndërrimi i kundërt i presionit magnetik. Nëse fluidi është i kufi- 
zuar në ndonjë hapësirë të caktuar, atëherë pranë skajeve të kësaj ha- 
pësire presioni mekanik bie në zero, por presioni magnetik duhet të 
rritet aq sa mund të ndodhë që ky i fundit e mbyllë fluidin. Në këte 
dukuri bazohet i ashtuquajturi pinç efekti. 


3. RKYMIMI MAGNETOHIDKODINAMIK NË MES TË DY 
KEAFSHEVE NË FUSHfi TË KEYQËZUAR EUEKTEIKE 
DHE MAGNETIKE 


Do të shqyrtojmë rrymimin e lëngut viskoz «të pa ngjeshëm në mes 
të dy rrafsheve paralele, kur në te vepron fusha homogjene elektrike 
dhe magnetike kahjet e të cilave janë të kryqëzuara dhe normale në 
kahje të rrymimit. Le të gjendet lëngu në mes të dy rrafsheve paralele 
të larguara ndërmjet veti për a. E vendos sistemin e koordinateve sikur- 
se në fig. 152. Boshti z qëndron normal ndaj këtyre rrafsheve, ashtu 
që njëri prej tyre gjendet në z = 0, ndërsa tjetri në 2 = a. Le të lëvizin 
të dy rrafshet në kahje të boshtit x me shpejtësi v x dhe v 2 sikurse tre- 
gon figura. Pasi që lëngu është viskoz, lëvizja e rrafsheve kufitare 

shkakton edhe rrymimin e tij në 
kahje të boshtit x me shpejtësi 
v e cila varet prej koordinatës z, 
nëse sypozojmë se këto janë pa- 
mfoarim në kahje të boshteve x 
dhe y . Le të jetë lëngu përcjellës 
dhe le të gjendet në fushe homo- 
gjene magnetike në kahje të bosh- 
titz dhe fushë elektrike në kahje 
të boshtit y. Intensitet e tyre 1 
shënojmë me B 0 dhe E 0 . Duhet të 
përcaktojmë shpejtësinë mekani- 
ke të lëngut v{z). 

Për lëngje të pa ngjeshura 
ekuacioni i kontinuitetit reduko- 
het në 

Fig. 152 



divv^ 0 (1) 


Në ekuacionin e lëvizjes (XXI. 1.4) nuk do të përfillim ndikimin e gra- 
vitacionit dhe do të shqyrtojmë rrymimin stacionar, Do të ketë formën 

grad p = j x B + yj Av (2) 

Sipas supozimit tonë fusha homogjene elektrike vepron vetëm në kahje 
të boshtit y, prandej dendësia e rrymës elektrike e ka vetëm y — kom- 


ponenten. Këte e përcaktojmë sipas shprehjes (XXI.1.12). Pasi B e ka 
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vetëm 2 — komponenten, ndërsa v vetëm komponenten x, atëherë kom- 


ponentja y e prodhimlt vektorial (v x B) y =- B 0 v x (z) t ndërsa shpreh- 
ja (XXX. 1.12) në këte rast do ta ketë formën 

j y (z) - tfiEo ~ B 0 v(z)1 (3) 

E njehsojmë vetëm komponenten x të ekuacionit (2) 


Meqë është 


dP 

dx 


“ (Tx + 


d 2 v 

dz 2 


(j X B) x = j y B 0 — B 0 o (E 0 B 0 v) 


(4) 


do të kemi 


= aB o (E 0 “ B 0 v) + — (5) 

dx dz 2 


Supozojmë se presioni mekanik në kahje të hoshtit x është konstant, 
Atëherë ana e majtë e ekuacionit të fundit është e barahartë me zero 
dhe do të mbetet ekuacioni diferencial 


d?v _ aB 2 0 v __ aB 2 o E 0 
dz z Yj X) B 0 


Shënojmë shkurtimisht me 


( 6 ) 


qgg ^ 



ku është 


M- 


Y <fB 2 a 2 


(7) 


Kjo konstant quhet numri i Hartmanit dhe paraqet konstant karakte- 
ristike të rëndësishme për rrymim të lëngut. Me ndihmën e këtij numri 
ekuacioni diferencial (6) mund të shkruhet në formën 


d 2 v 
dz 2 


M\ 2 

M\ 2 

— 

* I — 1 

\ a / 

v a I 


( 8 ) 


Ky është ekuacion diferencial jo homogjen me koeficient konstant. 
Ekuacioni gjegjës homogjen i ka integralet partikulare 

■f M 

v ~ e z 
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ndërsa integrali partikular i ekuacionit jo homogjen është konstantja 
E q /B 0 . Zgjidhja e përgjithshme e ekuacionit (8) është 

M m e 

v(z) = C x e T 7 + C 2 e + t 2 + =* (9) 

B 0 

Duhet t’i përcaktojmë konstatntet e integrimit nga konditat kufitare: 
v = Vi për 2 = 0 dhe v~v 2 për z = a 
Zëvendësimi i këtyre konditave na jep 


Vi = C t + C 2 + 



v 2 - C x e M + C 2 e- M + 



Pasi të zgjidhirn ekuacionin e parë sipas C 2 dhe e zëvendësojmë në të 
dytin, fitojmë 


C> 


2shM 


v,e a 


v 2 + (e- 


1) 


dhe në mënyrë të ngjashme 

1 


c 


2s/iM 




Z) 2 + —2. (X 

B 0 


e M ) 


Vlerat e fituara i zëvendësojmë në (9) dhe pas transformimeve eiemen- 
tare fitojmë 


v(s) 


1 

shM 


v t shM •- — - +v 2 skM 3 
a a 


,Eo_ 

B 0 




— + shM . 

a 



+ 


E a 

Bo 


( 10 ) 


Kjo është shprehja për shpërndarje të shpejtësive të lëngut. Ne do ta 
diskutojmë për dy raste ekstremale. 

Së pari supozojmë se rrymimi e ka numrin e Hartmanit mjaft të 
madh, Pra, ikT » 1. Do ta specializojmë shprehjen (10) për 2 « a y që do 
të thotë se kufizohemi në hapësirë në afërsi të pllakës së poshtme. Në 


këte rast shM ■ z - -+ 0 dhe do të.mbetet 
a 


v(z) = 


+ / _ Eo\ shM(l — z/a) 
B 0 l 1 B 0 ) 


shM 


( 11 ) 
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Paktorin e fundit e zbërthejmë me ndihmën e funksioneve eksponen- 
ciale 


sh(M — Mz/a) 
shM 


e M e~ M 7 -e~ M e M » 


e M - e~ in 

E shumëzojmë numruesin dhe emëruesin me e~ M 

7 

. q-M 


sh(M - M z/a ) _ e 
shM 




n-M 


Pasi që M është mjaft i madh, mund të marrim se faktori e' 2M tenton 
në zero dhe do të kemi 

sh(M,ZL¥Al9l -*> e - 

sh M 

Vlerën e fituar e zëvendësojmë në (11) 

J, 

B 


v(z a) 


Shihet nga kjo shprehje se për 
z— 0 shpejtësia e ka vlerën v u 
ndërsa për z më të madh e ka 
vlerën konstante B 0 /B 0 . Këte 
vlerë e arrin në afërsi të 

3 ® a Në fig. 153 është pa- b 0 
M 

raqitur grafikisht shpejtësia e 
rrymimit. Shihet se në pllakën 
e poshtme, për 2 = 0e ka vle- 
rën Vi dhe pastaj menjëherë 
rritet deri te vlera konstante 
E 0 /B 0 , 

Duhet të shqyrtojrne shpej- 
tësinë edhe në afërsi të pllakës 
se lartë. Për z e cila i afro- 
het vlerës z — ct në (10) kemi 

sh M “~>0, prandaj mbetet 
a 

Eg \ s h Mz /a 
B 0 ) shM 

Faktori i fundit mund të transformohet kësisoji 


” -f* 

U- --“-i e- M - 

(12) 


\ B 0 ) 


V 

[ 





eZ 

M | M 


B 0 

[ V 



/ ' 


v \ ' 

h l 



Fig. 153 


v(z->a) ~ 

Bo 


+ ! V Z 


sh M 7 
shM 


/ j f 

\ j 

f * . 


) - e -» f 

r 1 1 


e M 




,-StM 
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Anëtari e~ M ( 

( *_ \ 

\ " + / është i afërt me e~ m dhe nëse nuk 

e përfillim, fi- 

tojmë 

shMz/a 



shM 


prej nga 

v(z — > a) » ~° + ( v - e-«~ 

B 0 \ B„ 1 

(13) 


Kjo shprehje tregon se shpejtësia për z - a, është e barabartë me shpej- 
tesme e pllakes \y 2> ndersa për ndryshim më të madh në mes të z dhe a 
d0 vleren konstante E c /B 0 . Këte e tregon ana e djathtë e figu- 

se .- shpej . tësi ? e rr ymimit në pjesën më të madhe 
eshte konstante dhe vetem ne afërsi të sipërfaqeve kufitare ndërron 
shume shpejt dhe zvogëlohet deri në shpejtësi të pllakave. 

Rasti tjetër ekstremal paraqitet për 
vlerë të vogël të numrit të Hartmanit, 
pra për M « 1. Atëherë në ekuacionin 
(8) mund të mos përfillet M\ Do të ke« 
mi 



d 2 v 

dz* 


“ 0 


i ciii e ka zgjxdhjen e përgjithshme: 
v - C z z 4- C 4 

Edhe për këte rast i përcaktojmë kon- 
stantet duke shfrytëzuar konditat kufi- 
tare. Fitojmë 


a 

Kemi fituar ndërrim linearë të shpejtësisë sikurse te iëvizja shtresore 
e lengut viskoz. Në këte rast zotëron viskoziteti mekanik i forcës elek- 
tromagnetike, ndërsa në rastin e mëparshëm vlen e kundërta. Grafiku 
i varshmërise së shpejtësisë prej z është paraqitur në fig. 154. 

Kësisoji i kemi përcaktuar vetitë mekanike të fluidit. Në vazhdim 
do të përcaktojmë edhe fushën magnetike të tij. 

Fillojmë nga ekuacioni (XXI.1.6) i Maksvelit, Pasi që në rastin to- 
në dendësia e rrymës e ka vetëm komponenten y sipas (3) kemi 


rot y B = j y ~a (E 0 -B 0 v) 

Meqë komponent j a z e vektorit B është konstante, për komponente të 
rotorit iitojme 
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d* 


o(E 0 ~~ B 0 v) 


(15) 


(16) 


Për shpejtësi zëvendësojmë shprehjen (10). Do të kemi 

Mi. = JËz- \( Vt - shM + U- -f 4 -) shM^- 

ds sh M [\ B 0 ! a \ B a J a 

Konditat kufitare ,të problemit nuk janë të përcaktuar me te, prandej 
do të supozojmë se për « = 0 dhe 2 = 0 , B, : = 0. Për këte rast nga (15) 
kemi 


dhe për z = a 


prej nga 


E 0 ~ B 0 v x =0 
E 0 B 0 V 2 0 

E 0 - ^ (V x + V z ) 
2 


(17) 


E zëvendesojmë në (16) 


sftM— -shM S 

dBjt m a(«»-«i) B « . “ 


(18) 


ds 


shM 


E integrojmë 


B x 


-chM — — chM — 
v(v 2 -~-v x )a „ a a 

~~~ JDo 


MshM 


+ K 


Konstanten e integrimit e gjejmë nga kondita B x 0 për s 0. Vlera 
e saj është 


K 


a (v z -V i)a & 1 +chM 


MshM 


E shënojmë shkurtimisht me 


R 


o(Vz~-v i)a 


(19) 


dhe përfundimisht fitojmë 

1 +chM - chM z/a —ch M(a—z)/a 
~~ ' ’ MshM 


B x — R B 0 


( 20 ) 
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^ Uar d ° ta s P 8ciall - z °jraë për vlera ekstremale të numrit 
Së pari marrim rastin kur M » 1 

E zhvillojmë thyesën me ndihmën e funksioneve eksponenciale 
2 + ~e Mz f a — e- M /z — „ e -M e M Z / a 

£ shumëzojmë numëruesin dhe emëruesin me e~ M 

M —e~ M &~z)/*-~Q-M{z+a)/a —Q~Mzja— e -m e M z /a 

mi-e :zM ) 



Nga vlera e madhe e M nuk i përfi- 
Him anëtarët me faktorin e~ 2M dhe 
2e~ M . Mbetet 


B x (z ) ^ (l - e~ Mz / a “ e ~ M( - a ~*>/*) 
M 

_ . . . (21) 
bhohim se kjo fushë, përveç në afër- 
si të pliakave z = 0 dhe z = a e ka 
vlerën konstante 


B x — 


RBo 

M 


ndërsa në pllaka hie në zero. Kjo 
shpërndarje e fushës grafikisht ësh- 
te paraqitur në pjesën e poshtme 
të fig. 155. 


... ? aSt i. tj8 ? ël l e3 ^ strem al paraqitet për M « 1. Atëherë nt uluua 
Q7) fS P6r ShPeJtëSi Shpreh3a (14) ’ ndërsa P gr W j a 



dhe me ndihmën e (19) 


Me integrim fitojmë 




B x 


RB 0 

\ a 


( 22 ) 


r«S j T^ ër “ duksien pagnetik. Shihet se ndërron sipas ligjit pa- 

/a Z f 0t pe 5 " =0dhe3= «- ndërsa kulmin për * - a/ 2 
me lartesi RB 0 /4: sikurse tregon lakorja e epërme në fig. 155. 
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Kjo është dukuria e mhylljes së fluidit përcjellës nga fusha e vet 
r^ngnpj-ikp n ë ndonjë pjesë të caktuar të hapësirës. Që të kryejmë njeh- 
aimin për këte mundësi supozojmë se fluidi përejellës rrjedh nëpër 
cilindër pambarim të gjatë dhe dendësia e rrymës elektrike ne te varet 
vetëm nga largësia nga boshti i tij. Për shqyrtimin e këtij problemi 
është i preferuar përdorimi i koordinateve cilindrike. Atëherë dendësia 
e rrymës e ka kahjen e boshtit z dhe varet vetëm prej r, pra U — j(r). 
Nga simetria cilindrike vijat e forcës së fushës magnetike kanë formë 
rrethore rreth boshtit të cilindrit. Prandej në këto koordmate mduk- 
sioni magnetik e ka vetëm komponenten azimutale B e cila gjithashtu 
v&ret pf6J 7* 

Pillojmë nga shprehja (XXI .2 .7) në të cilën nuk do të përfillim 
efektin e gravitacionit. Për gjendje stacionare do të ketë formën 

- grad p - grad p,„ + (B V ) B = 0 

E zëvendësojmë (XXI.2.6) dhe e shprehim ekuacionin në koordinate ci- 
lindrike. Fitojmë 

_ jp _ j. - m - * = o (i) 

dr dr \ 2 / r 

Për çdo pikë jasht fluidit, pra për r>R, ky vepron sikurse rrymë me 
intensitet 

R 

I — f p(r) 2 nr dr (2) 

o 

e cila në vendin e vrojtimit e ka fushën magnetike të shprehur me for- 
mulën (XIII.2.4) për rryma vijore 

B - k m (3) 

r 

Në shprehjen (1) dy anëtarët e fundit mund të shprehen si derivat i 
prodhimit, prandej do të ketë formën 

dp =- ~ 1 d - (r 2 B 2 ) (4) 

dr 2 r 2 dr 

dhe me integrim fitojmë 

r 

p(r) = p, - -- f — --- (r 2 B 2 ) dr (5) 

2 J r ? - dr 

o 

Konstantja e integrimit p„ paraqet presionin i cili zotëron në bosht të 
rrymimit cilindrik të fluidit. Nëse ftuidi duhet të jetë i mhyllur në ci- 
lindër me rreze R, atëherë në skaje të tij, për r = R, presioni duhet të 
bie në zero. Nga (5) do të fitojmë 
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Po 


2 

„L j J 
2 J . r? 


. ! 


d 

dr 


(r 2 B z ) dr 


dhe pasi ta zëvendësojmë në (5) do të kemi 

R 


p(r) 


— f — 

2 J r z 


A. 

dr 


(r z B 2 ) dr 


( 6 ) 


Kemi fituar shprehjen për varshmëri të presionit i cili zotëron në fluid 
nga largësia prej boshtit të cilindrit. Për përcaktimin e plotë duhet të 
dijmë edhe induksionin magnetik si funksion të r. 

Në përgji-thësi, pa kurrfarë supozimi të varshmërisë funksionale 
të cekur mund të njehsohet vlera mesatare e presionit. Sipas rregullës 
se njehsimit të vlerës mesatare, duhet presioni të integrohet nëpër si- 
përfaqen e prerjes së fluidit dhe te pjesetohet me sipërfaqen e prer- 
jes. Pra, 


1 R 

P rs — - / p(r) 2tc rdr - 

R z rt o 


2 R 

— f p(r) r dr 

R 2 o 


Këtu mund të kryhet integrimi parcial 


P = 


R R 


^*2 

p(r) - 

f < M drj 

2 ! J 

f 2 dr J 


o C) 


(7) 


Anëtari i parë në kufij e ka vlerën zero, ndërsa në të dytin e zëvendë- 
sojmë vlerën (4) 


K 

P = ~ir f — (r a B 2 )dr=— (r 2 B 2 ) 

2 B 3 / dr 2R 2 


~ B 2 M 2/* 

2 B 2 


( 8 ) 


Shprehja e fundit tregon se vlera mesatare e presionit mekanik është 
e barabartë me presionin magnetik. 

Të shqyrtojmë tani shprehjen (6) për shpërndarje të presionit. 
Specialisht do të marrim se dendësia e rrymës në fluid nuk varet prej 
r. Pra, j(r) - const Induksioni magnetik 1 kësaj rryme brenda hapësi- 
rës së rrymës, pra, për r < R gjendet sipas shprehjes 


E zëvendësojmë në (6) 


B(r) = k m 


2 Ir 
R 2 



(9) 
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prej nga 


p{r ) - k\ 


4 P 
R* 



(9) 


shohim se presioni zvogëlohet në mënyrë parabolike. Në fig. 156 është 
paraqitur grafikisht varshmëria e presionit nga r e cila fillon nga kulmi 
i parabolës p 0 = k 2 m 4 P/R* dhe bie në zero për r = R. Në grafikon një- 
kohësisht është vizatuar edhe lakorja për dendësi të rrymës j e.cila 
është konstante brenda fluidit dhe në skaje të tij menjëherë zvogëlohet 
në zero. Pastaj është vizatuar edhe shpëmdarja e induksionit magnetik. 
Brenda fluidit është funksion linearë i r, sikurse shihet nga shprehja 
(9), ndërsa jasht tij zvogëlohet në mënyrë hiperbolike sipas shpreh- 
jes (3). 



Fig. 156 Fig. 157 


Rastin tjetër special e fitojmë kur rryma është e koncentruar në 
shtresë të hollë në skaj të fluidit. Në fig. 157 është paraqitur grafikisht 
shpëmdarja e dendësisë së rrymës. Shihet se ka maje të hollë dhe shu- 
më të lartë në largësinë r = R. Induksioni magnetik brenda fluidit është 
1 barabartë me zero, por në kufij ngritet deri te një maksimum ashtu 
që jasht fluidit prap zvogëlohet'në mënyrë hiperbolike sipas shprehjes 
(3). Për presion, sipas (5) brenda fluidit për B — 0 fitohet vlera kon- 
stante ndërsa në skaj të Ouidit shumë shpejtë bie në zero. 

Këta shembuj tregojnë se fluidi përcjellës mund të mbyllet në ha- 
pësirë të caktuar nga fusha vetjake magnetike. Por, marrëdhëniet e kë- 
tilla të thjeshta paraqiten vetëm nëse fiuidi ka formë ideale cilindrike. 
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Nëse boshti i cilindrit përkulet paraqiten forcat të cilat e zmadhojnë 
këte deformim. Gjithashtu nëse në një vend rrezja e cilindrifc është e 
zvogëluar, prap fusha magnetike do ta zmadhojë këtë deformim. Kë- 
shtu deformimet e këtilla dërgojnë deri në jo stabilitet dhe duhet me 
mjete tjera të evitohen. 


5. VALET M AGNETOH IDRODI N AMIKE 

Do të shqyrtojmë valet në fluid në të cilin veprojnë forcat hidrodi- 
namike dhe elektromagnetike. 

Supozojmë se fluidi është përcjellës ideal dhe nuk ka viskozitet. 

te mund të përhapen valët nëpër te duhet supozuar se ky mjedis 
është i ngjajshëm. Porca e gravitacionit te lëvizjet valore është e pa 
perfillshme. Duke u bazuar në këto supozime ekuacionet themelore 
e kanë formën: 

Ekuacioni i kontinuitetit 

“■ + div (ipv) - 0 (i) 


ekuacioni i lëvizjes 


P • + p(v V ) v — — grad p ~~ B x rot B 
dt 

dhe ekuacioni i Maksvelit 


3 B 
Bi 


~ rot ( v x B) 


(3) 


Supozojmë gjithashtu se valët shkaktojnë ndërrim të vogël të dendësisë 
dhe induksionit magnetik. Në mjedis pa valë le të jetë dendësia p 0 

ndërsa induksioni magnetik B 0 . Shpejtësia e grimcave është zero. Kur 
nëpër mjedis përhapen valet, atëherë dendësia ndryshon nga mesatarja 

për pt(r, t) ndërsa induksioni magnetik nga B 0 për B^r, t). Shpejtësia 

e grimcave do të jetë v (r, t).. Pra, 


B = B 0 + Bi(r, t) (4> 

P^Po + Pi (r, t) (5) 

— ► — * — ¥ ■_ . ■. • 

v-v{r, ty. ( 6 ) 
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Giatë kësaj duhet të kemi në konsiderim se madhesite p lf B x dhe v 
ianë miaft të vogla ashtu që prodhimi i tyre si dhe shkallet e larta 
mund të mos përfilien. Këto vlera do t’i zëvendësojmë ne ekuacionet e 
lëvizjes. Ekuacioni i kontinuitetit është 

•— (po + Pi) + div (p 0 V + p, v) = 0 
dt 


dhe nuk e përfillim prodhimin p, v 

■^ 1 4 - p Q div v — 0 (?) 

dt 

1 zëvendësojmë vlerat edhe në ekuaeionin (2) 

( Po + Pl ) +(p 0 +pi) ’(» V) e+flrradp+(Bo+B,)X(rotB < ,+rot B,) * 0 

Nuk i përfillim prodhimet e madhësive të vogla dhe marrim në kon- 
siderim se Toi B 0 — 0 } sepse B 0 = const. Do të kemi 

+ grad p + B„ x rot B, = 0 
9f 

Ka ngelë të paraqesini dendësinë në vend të presionit. Lidhjen në mes 
të këtyre madhësive e përcakton ekuacioni i gjendjes. Mund të meiret 
në rast të përgjithshërcfnë formën 

p(p) 


Ne kërkojmë 


gradp = gradp 
dp 


E dijmë nga hidrodinamika se faktori 



shpreh shpejtësinë e përhapjes së valëve të tingulUt, ndërsa 
grad p = grad (p 0 + P i) ” 9 ra d Pi 
dhe ekuacioni 1 lëvizjes e ka formën përfundimtare 

pll + c 2 grad p, + I, x rot B, = 0 


( 8 ) 
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~ (B° + Bi) “ rot [o x (B 0 + B,)] = 0 

ot 


ose 


3B, 


roi x b 0 ) = 0 


( 9 ) 


Duke shfrytëzuar këto tri ekuacione duhet të fitojmë ekuacionin e 
shpejtesisë së valëve magnetohidrodinamike. E derivojmë sipas kohës 
ekuacioni (8) 


d z v 


+ grad + 1- x rot 
dt Po af p 0 af 


1 




Zëvendësojmë vlerat (7) dhe (9) 

“ o grad div v -f — x ro£ rot ( v xb„) = o 

3* Po 

E përkufizojmë shpejtësinë e Alfvenit në formën 

B„ 


v A 


V Po 


dhe do të kemi 


d*v 

"dt 2 


c 2 grad div v 4* v A x rot rot (v x v A ) 


(10) 


( 11 ) 


Ky është ekuacioni diferencial për shpejtësinë e kërkuar, 

Për valë të rrafshta të cilat përhapen në kahje të vektorit k vlenë 
shprehja 


v ~ v Q e i(k r - w '> 


( 12 ) 


ku w është f rekuenca ciklike e valëve. E specializojmë ekuacionin (11) 
Per valë të rrafshta. Nga (12) fitojmë 


d 2 v 

dt z 


o) 2 v 0 e i(k r - w/ > =~ co 2 v 


(13) 


Kërkojmë edhe 
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divvdivv 0 w,) * v Q grad e* k = i kv Q e« k r - w,) 
div == v — ikv 

dhe 

grad divv = i grad (kv) = i[Uc V) v + kx rotv] 
për këte është e nevojshme njohja e 

rofv = grad efi*- w,) x^ = e^~ “>'Hkx v Q 
rotv-i(kXv) 


prej nga 


{kV)v~(kV)v 0 e* k r -^ = i(kk)v~ik z v 


grad div v =— k*v~ kx (kx v) 


k 2 v~ [k(kv) -v k 2 ] 


grad divv =— k (kv) U7) 

Gjatë njehsimit të anëtarit të tretë të (11) duhet marrë në konsiderim 
se v A - const., prandej sipas rregullës së analizës vektoriale është 

rot (v x v A ) «. (v A V ) v - v A div v 
Në mënyrë të ngjajshme sikurse në (16) fitojmë 

(v A V ) v - i (v A ■ fe) t? 
dhe me ndihmën e (14) kemi 

rot (v xv A ) = i (v A k)v~iv A (kv) (18) 

Kërkojmë edhe një herë rotorin e kësaj shprehje 

rot rot (v x v A ) - i rot (v A k) v - irotv A (kv) = 

t — * — > — * — » — * 

= i (v A k) rotv-i grad (k v) x v A 
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E dijmë se 

grad (kv)^(kV)v + kXrotv*=ik 2 v + kxi (k x v) - 
= ik 2 v + ik(kv ) - i v k* = t fc (k v) 

prandej 

ro^ roi (v x t? A ) (t? A k) (k x u> h~ ic(kv) x ( 19 ) 

Në anëtarin e tretë të (11) kërkojmë 

v A x rot rot (v x v A ) - x [ fc (fc©> x v A ] -v A x (v A k) (k x i) = 

“ ^ fc) A:) (t> fc) — (v A k) [fc (v A v) - v(v A fc)] (20) 

I zëvendësojmë shprehjet (13), (17) dhe 20) në (11) 

v + (c 2 + v\) k (vlc) + (v A k) [v (v A k) - k (v A v) - 

- v A (vk)] = 0 (21) 

Keshtu kemi fituar specializimin e shprehjes (11) për valë të rrafshta. 
Kjo mund të thjeshtësohet mjaft nëse valët përhapen në kahje normale 

ndaj v A > sepse atëherë anëtari i tretë është i barabartë me zero. Pra, 

- (*) a v + (c 2 + v\) k(vk)- 0 

fitojmë valën iongitudinale magnetosonike me shpejtësi te fazës 

Uion- V c 2 +~W A (22) 

e cila eshtë e barabar-të me rezultanten e shpejtësisë së tinguUit dhe 
nje Iloji tjetër të valëve të cilat njihen si valë të Alfvenit. 

Mundësia tjetër e specializimit qëndron në rastin e përhapjes së 

valëve paraiel me shpej-tësinë v A . Atëherë rnund të shkruajmë 

V A 

dhe pasi ta zëvendësojmë në (21) fitojmë 

(k 2 v\ - w 2 ) v + k 2 (v A v)v A - 0 (23) 

Kjo formulë shpreh dy valë. Së pari kemi valën lorigitudinale për të 

cilënvllk dhev A . Atëherë (23) specializohet në 
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(/ c 2 v^a ~~ w 2 ) ^ 


(-- -l\ k*v\v=--0 

Uv / 


ose 

- <o 2 + c 2 k 2 = 0 

prej nga shpejtësia e fazës është 

(.0 

tti ” — ” c 
k 

Pra kio valë longltudinale e fea shpejtësine e fazës të barabartë me 
shpejtësinë e tingullit Vala tjetër të cilën e shpreh (23) ështc transver- 

zale. Për këte v ■ v A = 0, prandej kemx 

fe 2 v* A — w 2 = 0 (24) 

Shpejtësia- e faaës së saj është 

Ut — v A 

e barahartë me shpejtësinë e Aifvenit. Këto valë quhen valë të Alfvenit 
dhe janë të natyrës magnetohidrodinamike. 

Fushën magnetike të këtyre valëve e njehsojmë nga (9). Duke 
shfrytëzuar funksionin vaiorë (12) kemi 

- i c*> 2 B| = rot (v X B 0 ) 

ndërsa nga (18) me simbolet gjegjës 

B == L. [i(B 0 k) v-iB 0 (vk)] (25) 

ko 


Për vaiët normal ndaj B 0 bie anëtari i parë dhe fitojmë 

Bi — — V B 0 (28) 

co 

Nëse kahja e përhapjes së valëve është paralel me B,„ atëherë duhet da- 

lluar valët longitudinale dhe transverzale. Për valë longitudinale kttv 
dhe meqë të gjithë vektorët në (25) janë paralel, do te jete 

B, = 0 

Mundësia tjetër paraqitet për valët transverzale që do të thotë se 
v * k - 0. Pra, 
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B '~ ~ B » v (27) 

Vala magnetosonike e cila përhapet normal në kahje të induksionit 
magnetik, shkakton valë longitudinale që do të thote se shkakton den- 
dësim dhe rrallim të vijave të induksioni-t magnetik, por gjatë kësaj 
nuk ndërron kahja e tyre, sikurse tregon fig. 158. Valët e Alfvenit janë 
transvepale. Ato nuk e ndërrojnë dendësinë e vijave të mduksionit 
magnetik, por këto vija i përkulë në formë sinusoidale, sikurse tregon 



Pig- iS8 Fig. 159 


_ Njehsimi i deritashëm ka të hëjë për mjedise plotësisht përcjellëse 
ahe pa viskozitet. Nëse këto kondita nuk plotësohen atëherë njehsimi 
do te jetë shumë më i ndërlikuar. Kështu në shprehjen (8) paraqitet 
edhe anëtari për viskozitet nga (XXI. 1,4) dhe do të ketë formën 


JJL. 

dt 


* 0 &v + e* grad + B 0 x rot B x = 0 


(28) 


shprehjes (9) duhet <të merret ajo e cila rrjedh nga 

(XXI.2.1). Pra, 


3 JB, 1 * — ♦ 

A B, = rot (v x B 0 ) ( 29 ) 

Ot <J 

Për valë të rrafshta vlenë (12) dhe në mënyre të ngjajshme shprehja 
për B v Me ndihmën e tyre do të kemi 

A v^-k z v A B^-JtfB, 

Në anën tjetër vlenë 

dv 

=S— 2(0 V 

dt 


prandej 



+ v A x rot rot (v x v A ) = 0 (32) 

Shohim se ky ekuacion dallon nga (11) vetëm për nga koeficientët 
kompleks. Nëse i zëvendësojmë shprehjet (13), (17) dhe (20) do të 
fitojmë 

- to 2 ( 1 4- 17] — - \ ( 1 + i — ) v+ c 2 ( 1 + i — ' ) + /c (t> fc) + 
\ p 0 to / V oo.) / [ \ cro) 7 

+ (v A /c) [v (t> A &) - fc («?A») “ (v fc)] = 0 (33) 

Shohim se fitohen rezultate të ngjajshme sikurse më parë, por pranë 
to 2 qëndron gjithmonë prodhimi i këtyre numrave kompleks, ndërsa 
pranë c 2 qëndron njëri prej tyre. Prandej për valë të AlfvenU në vend 
të (24) fitojmë 

fc 2 v 2 a — o) 2 ("l + irj ^ -A ( 1 + i^ \ 

\ p o 0)7 \ cro) f 

Anëtarët imagjinarë janë të vegjël dhe prodhimin e tyre mund të mos 
e përfillim. Nga 


V A 

fitojmë 
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fc J v a A = w 2 [l + i — (— + - 2L ) 

V 2 a \ O 0 0 J 


ose përafërsisht 




0) 


L 

dhe përfundimisht fitojmë 


l+i (+ + JL\1 
2v\ \ o Po /J 


7 to . . o> z 
fe = + i 

v A 2 v\ 


(± + n 

V a Po/ 


( 34 ) 


Numri valorë i valëve të Alfvenit është kompleks që do të thofcë se in- 
tensiteti i tyre zvogëlohet nga thithja. Kjo fchithje rritefc shumë shpejt 
me frekuencën, por zvogëlohet me zmadhimin e fushës magnetike, se- 

pse v A varefc prej B a . 



XXII. HYRJE MË TEORINË SFECIALE TË RELATIVITETIT 
1. PARIMI I RELATIVITETIT 


Supozojmë se të njëjtën dukuri mekanike e shikojnë dy vrojtues 
të cilët relativisht lëvizin njëri ndaj tjetrit. Që këte dukuri te munden 
ta fiksojnë analitikisht, çdo njëri prej tyre e paraqet sistemin e vet te 
koordinateve të cilët ndaj vrojtuesit qëndrojnë ne qetesi dhe çao njen 
prei tyre e ka orën e vet të lidhur me sistem te koordmateve. Meqe 
vrojtuesit lëvizin reiativisht njëri ndaj tjetrit do të lëvizin edhe siste- 
met e tyre të koordinateve si dhe orët e tyre. Le të vendos sxstemin e 
vet të koordinateve vrojtuesi i parë (0, x, V , «) &he e mate kohen , 
ndërsa vrojtuesit i dytë sistemin e vet koordinat (0 , x , y > z ) dhe e 


matë kohën V . 

Nëse vrojtuesit e përshkruajnë matematikisht dukurinë e shikuar, 
atëherë në te do të ekzistojnë madhësi të cilat ndryshojnë në njërin 
sistem nga madhësitë gjegjëse në sistemin tjetër, por do të ekzistojne 
edhe aso madhësi të cilat ne të dy sistemet e koordinateve paraqiten me 
të njëjtën shprehje. Madhësitë e këtilla të cilat me ndërrimin esisfcemit 
të koordinateve mbesin të pa ndryshuashuara quhen invariante. 

Sisteraet e koordinateve mund të lëvizin njëri ndaj tjetrit në me- 
nyra të ndryshme. Me së thjeshti është lëvizja e njërit sistem të koordi* 
nateve ndaj tjetrit në mënyrë të njëtrajtshme transiatore. Në këte rast 
në të dy sistemet vlenë ligji i inercionit, prandej sistemet e këtilla qu- 
hen inerciale. Në të vërtetë ligji i inercionit pohon se: Trupat që nuk 
bashkëveprojnë me trupa tjerë vazhdojnë të qëndrojnë në prehje ose 
të lëvizin në mënyrë të njëtrajtshme. Në sistemin tjetër të koordinate- 
ve shpejfcësisë së trupit në sistemin e parë duhet t’i shtojme ne mënyrë 
vektoriale shpejtësinë e vet 
sistemit, prandej shpejtësia 
e trupit në sistemin e dytë 
akoma do të jetë shpejtësi 
konstante dhe me këte kë- 
naqet kondita e ligjit të ine- 
rcionit. 

Dy sisteme të koordina- 
teve mund të lëvizin njëri 
ndaj tjetrifc edhe në mënyrë 
të nxituar apo rrotulluese. 

Atëherë lëvizja sipas ligjit 
të inercionit në sistemin e 
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parë, nuk do të jetë lëvizje sipas të njëjtit ligj në sistemin e dytë. Si* 
stemet e këtilia të koordinateve janë jo inerciale. 

Të mendojmë dy sisteme inerciale me boshte paralele. Le të lëvi- 
zë sistemi (O', x' , y', z') ndaj sistemit (0, x, y, z) me shpejtësi konsta- 
nte dhe në mënyrë translatore. Supozojmë se fillojmë te masim kohën 

k f r ~ ?.y, s ? stemefc Përputhen. Në fig. 160 shihsn këto sis- 
teme ne kohen t. Gjate kesaj kohe sistemi 0' është zhvendosur për rru- 


gën vt. Pika materiale në pozitën P në këte kohë, në sistemin 0 e ka ve- 
ktorin e pozitës r, ndërsa nësistemin 0' vektorinepozitës r'. Nga figu- 

ra shihet se këta vektorë të pozitës lidhen me shprehjen 


r' 


v t 


( 1 ) 


P&veç kësaj supozojmë se orët e të dy vrojtuesve ecin njësojë pa ma- 
rre parasysh a pushojnë njëri ndaj tjetrit apo lëvizin. Pra, në të dy si- 
stemet e koordinateve vlenë e njëjta kohë 


Kësisoji janë përcaktuar shprehjet për transformim të koordinateve 
dhe kohes. Shprehjen (1) mund ta zbërthejmë në komponente 

X' = X - Vx t 

y' —y — v y t 
z' ~ v z t 
t'^t 

Zakonisht kahja e boshtit x vendoset në kahje të lëvizjes reciproke të 

sxstemeve. Atëherë vektori v e ka vetëm një komponent v x ~ v dhe për 
transformim fitojmë shprehjet 


x' ~ x — vt 

y' = v ■. o) 

s' = z 
t' - 1 

Këto transformime njihen si transformime të Galileut. 

Të mendojmë se pika materiale e shqyrtuar lëviz. Shpejtësinë e saj 
e ntojmë duke e derivuar vektorin e pozitën sipas kohës. Pra, 


dr' ___ dr _ . . 

dt' dt V . 

dhe nëse shpejtësitë i shënojmë me simbolin u do të kemi 
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u \ ' = u — v (4) 

Kjo është shprehja e cila paraqet lidhmërinë e shpejtësive në fcë dy 
sistemefc/ Vrojfcusi 0 do fcë mafcë shpejtësinë u, ndërsa vrojtusi 0' shpej- 

fcësinë u'. Shprehja (4) fcregon se si fcransformohefc shpejtësia nga një 
sistem inercial në tjetrin, 

E derivojmë edhe një herë sipas kohës 

d 2 r' d 2 r 
dt z ' ~~ dt 2 

Pra, nxitimefc janë fcë barabarta 

a'-a (5) 

Prandej edhe vlera e forcës e cila e nxiton pikën materiale ëshfcë e ba- 
rabartë në fcë dy sisfcemet 

7=7 


dhe ekuacioni themelorë i mekanikës 


m 


d 2 r ' 

dt z ' 


m 


d 2 r 

dt 2 


mbefcefc i pandryshuar nga sistemi inercial të cilin e shfryfcëzojmë. 

Pra në dy sisteme inerciale fcë koordinafceve ekuacioni themelorë 
i mekanikës është i barabarfcë. Shpejtësitë dhe pozitat e pikës matermle 
nuk janë të barabarta, por e dijmë nga mekanika se edhe snpejfcesite 
edhe pozifcafc i përcaktojmë nga kondifcafc fillesfcare. Kuptojmë se meka- 
nikën mund fca ndërfcojmë njësoj në të gjifcha sistemet inerciale pasi qe 
ekuacioni diferencial të cilin duhet zgjidhur nuk varet nga zgjedhja e 
sistemet inercial, ndërsa konditafc fillestare edhe ashtu duhefc te percak- 
tohen nga fcë dhënafc eksperimentale të problemit të caktuar. 

Nga kjo që u fcha mund fcë përfundojmë se duke shikuar dukurifce 
mekanike vrojfcuesifc nuk mund të diktojnë cili prej fcyre lëvizë e cili pu- 
shon meqë çdo dukuri mekanike mund të shpjegohet duke supozuar 

se 0 pushon, ndërsa 0' lëvizë me shpejtësi v, ose anasjelltas duke supo- 

zuar se 0' pushon ndërsa 0 lëvizë me shpejfcësi — v. 

Këte fcë dhënë, se ligjefc themelore fcë mekanikës janë të barabartë 
në të gjifcha sistemet inerciale e quajmë parim të reletivitetit në meka- 

nikë dhe e njohfci edhe Njufcni. „ ...... 

Për sisfceme jo inerciale kjo nuk vlenë, sepse ne sisfceme fce ketula 
paraqiten edhe forcafc inerciale, prania e së cilave tregon se vrojtuesi 
gjendet në sisfcem të nxifcuar. 
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Në anën tjetër lehtë rntmd të bindemi se ekuacionet themelore të 
ele^fcrodmamikës, ekuacionet e Maksvelit, apo ekucioni i valëve elektro- 
magnetike 1 përfituar nga këto ekuacione nuk janë invariante ndaj tran- 
sformimeve të Gaiileut (3) e as për sisteme inerciale. E dijmë se nga 
ekuacionet e Maksvelit fitohet ekuacioni i valeve elektromagnetike 


A<|> 


1_ 

c 2 


3H> 

dt z 


0 ku: 


1_ 

& 


£ ol^o 


(6) 


Këtu me i> e kemi shënuar madhësinë e cilësdo komponente të vektorit 
E apo H. Nga transformimet e Galileut (3) do të kemi 


ose 


dhe 


.3 _ ,JL + 1 3_ 

dx dx' v dt' 

.31 ^ J31 + JL + 2 

dx z dx u V 2 dt 2 ' V dt'dx' 


;3J _ 3 2 , 3 2 = 3 2 4 3 2 _ 3 2 

3 V 2 3 V u ' dz 2 3s 2 ' ' 3 1 2 ” df 

Nga (7) dhe (8) ekuaeioni (6) transfromohet në formën 


(7) 


(8) 


A'x|> 


1 

c 2 


#$_ + 

3i 2 ' 


1 

t? 2 


aty 2 

3f 2 ' V 




dt'dx' 


(9) 


Nëse dëshirojmë që edhe ekuacionet e Maksvelit si dhe ekuacionet që 
rrjeanm nga këto të jenë invariante për sisteme inerciale, atëherë 
per transformim te koordinateve dhe kohës duhet paraqitur një sistem 
tjetër të ekuacioneve transformuese të cilat i paraqiti H. A. Lorenci dhe 
sipas tij njihen si transformime të Lorencit. 

.. ^8» kjo që u cekë deri tani, kuptojmë se vlera e parimit të relati- 
vitetit eshte e kuftzuar vetëm në dukurx mekanike dhe për sisteme 
xnerciale. Per teori të Maksvelit nuk vlenë parimi i relativitetit i for- 
mes se ce.-xur. Këto ekuacione nuk shprehen njësoj në të gjitha siste- 
met merciale. 

Tani mund të bëjmë këte pyetje: A vlenë parimi i relativitetit si- 
kurse na meson mekanika e Njutnit apo nuk vlenë sikurse na mëson 
teona e Ma^svelit për përhapje të valëve elektromagnetike? Ose ndo- 
shta ky parim vlenë në disa lëmi të fizikës por në tjerat jo. 

Ajnshtajni në mënyrë intuitive nuk ka mundur të pajtohet se nafcy- 
ra, ne dy lemi te ndrvshme na jep dy figura të ndryshme për përmbaj- 
tjen e vet. Sxpas mendimit të tij ose duhet hudhur parimi i reiativitetit 
edne nga mekanika, ose duhet përvetsuar edhe në teori të përhapies së 
valëve elektromagnetike. 
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Hudhja e parimit të relativitetit nga mekanika do të na këthente 
në mekanikën e Aristotelit sipas së cilës për ruajtjen e lëvizjes së një- 
trajtshme drejtvizore është i nevojshëm veprimi i vazhduar i forcës. 
Përvetsimi i parimit të relativifcetit në teori të përhapjes së valëve elek- 
tromagnetike do të thotë që ekuacionet e Maksvelit dhe ato që rrjedhin 
prej tyre duhet te shprehen njësoj në »të gjitha sistemet inerciale dhe 
nga këtu shpejtësia e dritës nuk varet nga sistemi inercial ndaj të cilit 

ajo shikohet. t ' 

Zgjidhjen e dytë Ajnshtajni e mendoi si te nevojshme duke i shpreh 
dy aksioma për ndërtimin e teorisë së relativitetit: 

1, Të gjitha ligjet e fizikës shprehen në të njëjtën mënyrë ndaj të 
gjitha sistemeve inerciale dhe 

2. Shpejtësia e dritës — përhapjes së valëve elektromagnetike në 
boshllëk është madhësi absoiute. 

Pra, sipas tij, parimi i relativitetit është parim themelor i fizikës. 
Ai së pari, ligjet e mekanikës i preformuloi ashtu që të jenë invariant 
ndaj transformimeve të Lorencit dhe kështu parimi i relativitetit u bë 
parim themelor për tërë fizikën. Por mbeti i kufizuar vetëm për siste- 
me inerciale. Kjo pjesë e fizikës teorike njihet si teori speciale e rela- 
tivitetit. 

Duke i paraqitur aksiomat e cekura më lart, puna tjetër i mbeti 
deduksionit. Rrjedhimet ishin fcë pa paritura deri atëherë. 


2. HIPOTEZA E ETERIT KOZMIK 

Në fizikën e shekullit të kaluar është tentuar që të gjitha dukuritë 
të shprehen si dukuri mekanike. Për këte arsye fizikanët menduan se 
në mes të trupave të dukshëm ekziston supstanca materiale e pa duk- 
shme — eteri. Kësisoji, deformimet dhe lëkundjet e këtij mjedisi i cili 
e mbushë tërë hapësirën janë menduar si shkaktarë të dukurive elek- 
tromagnetike. Natyrisht, kështu tentuan të shpjegojnë edhe Paradeu 
dhe Maksveli. Në përgjithësi mendohej se eteri pushon dhe çdo lëvizje 
mund të shqyrtohet në marrëdhënie me sistemin e koordinateve të li- 
dhur për te. Lëvizja ndaj eterit do të ishte lëvizje absolute. 

Vrojtuesi i cili iëviz me shpejtësi të ndryshme ndaj eterit mund të 
matë shpejtësi të ndryshme të dritës, për ndryshim të shpejtësisë së 
saj në boshllëk prej 3 • 10 5 km/s. Duke matur shpejtësinë e dritës në 
eter vrojtuesi njëkohësisht do të përcaktonte shpejtësinë e vet ndaj tij. 
Shpejtësia e dritës do të ishte e ndryshme nëse matet në kahje të lëviz- 
jes'së Tokës nëpër eter apo në kahje të kundërt. Çka tregonin eksperi- 
mentet? 

Më 1859 Pizo e mate shpejtësinë e përhapjes së dritës nëpër ujë i 
cili rrjedh me shpejtësi v. Nëse shpejtësia e dritës në ujë të qetë është 

u — 

n 

është pritur se në ujë të lëvizshëm do të jetë 
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u — - — ± v 
n 

Parashenji plus paraqet rastin e përhapjes së dritës në kahje të rrje- 
dhjes ndërsa minus në kahje të kundërt. Por matjet eksperimentale 
mund të shpreheshin me formulën 



Përfundimi i këtyre matjeve të cilat u përsëri-ten disa herë është: uji e 
tërhjek eterin vetëm pjesërisht 

Në anën tjetër eksperimenti i Majkëlsoni i kryer më 1881 e kër- 
konte shpjegimin në supozimin se Toka ate e tërhjek tërësisht. Supo- 
zimet e tërheqjes së pjesërishme të eterit dhe tërheqjes së tërsishme 
i kundërshton e dhëna për aberacionin e dritës. Është diktuar se yjet 
çdo vit përshkruajnë elipsa të dukshme boshti i madh i së eilave është 
afro 41". Kuptohet se këto janë rezultat i lëvizjes së Tokës rreth Diellit. 
Aberacioni i dritës kërkon supozimin e mos tërheqjes së eterit nga ana 
e Tokës sepse në të kundërtën nuk do të paraqitej fare. 

Eksperimenti i Majkëlsonit për të cilin do të bëhet fjalë më ho- 
Hësisht në mësimin e ardhshëm tregoi se mbledhja e shpejtësive me 
shpejtësinë e sistemit të shqyrtuar nuk vlenë për dritën. Ndërsa ne për 
përfitimin e sistemit (3) vepruam kësisoji. Kjo do të thotë se transfor- 
mimet e Galileut nuk vlejnë në përgjithësi. Që të arrihet përputhshmëri 
me eksperimentet sipas Lorencit dhe Ajnshtajnit në mes të dy sisteme- 
ve inerciale duhet paraqitur transformime të tilla ashtu që shpejtësia 
e dritës në të dy sistemet të mbetet e pandryshuar. 

Supozimi themelor i transformimeve të Galileut qëndron në nje- 
kohshmërine absolute. Koha në të dy sistemet është e njëjtë. Ajnshtajni 
këtu e përqëndrojë kritikën e vet. Nëse fillohet nga parimi empirik i 
vërtetuar për shpejtësinë konstante të dritës, atëherë sipas Ajnshtajnit 
duhet të hudhet kuptimi i njëkohëshmërxsë absolute. Relativizimi i 
kohës mund të shpjegohet me një shembull shumë të thjeshtë. 

Të mendojmë tre udhëtarë në tren i cili lëviz në mënyrë të njëtrajt- 
shme drejtvizore dhe vrojtuesin i eili qëndron jashtë tij pranë hinarë- 
ve të pa lëvizshëm. XJdhëtari i dytë në tren gjendet në mes ndërsa i 
pari dhe 1 treti në skaje, Le të emitojë udhëtari i dytë një sinjal drite. 
Shikuar nga vrojtuesi i jashtëm pranë binarëve të trenit i afrohet si- 
njalit të dritës, ndërsa ai në fillim të tij i largohet. Prandej, për vrojtu- 
esin e jashtëm sinjali më parë do të arrijë te udhëtar-i në fund të trenit 
se sa te ai në fillim të tij. Çka do të vërejnë udhëtarët brenda trenit? 
Duke u bazuar në parimin e relativitetit ata mund të mendojnë se nuk 
lëvizin fare dhe për ta njëkohësisht arrin sinjali në fund dhe në fillim 
të trenit. Nga ky shembull kuptojmë se ndodhia e njëkohshme ,për 
udhëtarët brenda trenit nuk është e njëkohshme për vrojtuesin e ja- 
shtëm pranë binarëve. Duke e relativizuar kohën Ajnshtajni 1 ndërpreu 
kuptimet e deri a-tëhershme. 
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3. EKSPEEIMENTI I MAJKELSONIT 

Në fund të shekullit të kaluar kërkohej ose zgjerimi i parimit te 
relativitetit në mekanikë edhe për procesi elektromagnetike ose zbulimi 
i sistemit absolut në të cilin shpejtësia e dritës është e njëjtë në-të 
gjitha drejtimet. Meqë zgjerimi i parimit të relativitetit në mekanikë 
nuk mund të zhatohej edhe për procesd elektromagnetike shpjegimi 
kërkohej në zgjidhjen e dytë. 

Qëllimi i eksperimentit ka qenë përcaktimi i shpejtësisë së Tokës 
ndaj sistemit absolut të koordinateve të lidhur me eterin. Shema e 
aparatit është paraqitur në fig. 161. Drita një ngjyrëshe del nga burimi 
J dhe bie me këndin 45° në pasqyrën gjysmë lëshuese S e cila e ndanë 
në dy pjese. Njëra pjesë duke kaluar nëpër vet pasqyrën arrin deri te 
pasqyra tjetër 0 X dhe këthehet prapa, ndërsa pjesa tjetër reflektohet 
nga S, arrin deri te pasqyra 0 2 dhe prap reflektohet nga kjo. Pasqyrat 
janë të larguara njësoj nga S për l Në pasqyrën gjysmë lëshuese tako- 
hen të dy rrezet dhe paraqitet interferenca e tyre. Pasqyrat janë të ven- 
dosura ashtu që figura interferenciale përbëhet prej vijave të ndriçu- 
ara dhe të errëfca paralele dhe njësoj të zhvendosura. Këta vija vërehen 
me teleskop ose fotografohen ne vendin ku gjendet teleskopi. 



Majkelsoni e vendosi krahun e interferometrit SO x në kahje të lë- 
vizjes së Tokës, ndërsa krahun S0 2 në kahje normale të iëvizjes së saj. 
Do të shënojmë shpejtësinë e lëvizjes së Tokes me v, ndersa të dritës 
me c. Kohen për të cilën drita duhet të kalojë rrugën SO x S e njehsojmë 
siç vijon 


c+v c~v 

sepse në rrugën në kahje »të lëvizjes së Tokës, sipas ligjeve ze mekani- 
kës shpejtësia është c + v, ndërsa në kahje të kundërt c ~r v. Këte kohë 
e shkruajmë në formën 
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2 tc ^ 2 1 

c z -v 3 ca-tn 


(i) 


A\ 

Këtu me p e kemi shënuar shkrutimisht herësin — . Do të kemi 

e 

f,= 21 a-p 2 )- 1 

c 

E zhvillojmë në seri të hinomit dhe marrim në konsiderim vetëm anë- 
tarin e parë 


t,= -~(l + P‘) (2) 

c 

Për përfitimin e kohës së përhapjes në rrugën SO z S duhet marrë në 
konsiderim se interferometri lëviz normal ndaj krahut S0 2 . Për deri sa 
drita përhapet nga S deri në 0 2> S do të zhvendoset per d. Për kaq do 
të zhvendoset edhe gjatë këthimit të dritës prapa. Prandej rruga ështe 

2l\, kurse nga figura shohim se = V V + d 1 . D o të kemi për kohë të 
përhapjes 


f 2 = 2Z >- = - 2 Vi' + d s (3) 

0 c 

Për përcaktimin e d shfytëzojmë proporcionin 

d ■ v o 
U c 


prej nga 


1 - p 2 

E zevendësojmë në (3) dhe fitojmë 


• 2 1 ^ Jl 

c V 1 - P 2 c 


a - p 2 )- 1 


dhe pasi ta zhvillojmë në seri do të kemi 

u = (i + ^ ) (4) 

Shihët se dritës i duhet kohë tjetër nga (2) që të kalojë këtë rrugë, 
Ndryshimi i kohëve është 



KYRJE NË TEORINË SPECIALE TË RELATIVITETIT 


717 


A t — — — p 2 

c 

dhe shkakton ndryshim në faaë të lëkundjes së dritës 

Ac& = v • At= (5) 

c 

Nga ky ndryshim faze vijat e interferencës janë të zhvendosura nga po- 
zita ku do të paraqiteshin sikur Toka të mos lëvizte. 

Pasi që Toka është në lëvizje as që mund të dihet pozita e këtyre 
vijave. Prandej Majkëlsoni e rrotulloi interferometrin për 90° ashtu 
që krahu SO z do të ketë kahjen e lëvizjes së Tokës, ndërsa SO, në kahje 
normale të lëvizjes së saj. Atëherë vlenë 

t\ = --- (l + - 1 - 3 

c V 2 

dhe 

t\ = -- (i + p 2 ) 
c 



ndërsa 

A0)'=V- A(t ', ■ Ç? (6) 

c 

Ky ndryshim faze do të shkaktojë zhvendosjen e vijave të interferencës 
në kahje të kundërt. 

Me rrotullimin e inte.rferometrit për 90° vijat e interferencës duhet të 
zhvendosen nga pozita e përcaktuar nga njëri ndryshim në pozitën tje- 
tër të përcaktuar nga ndryshimi tjetër i fazës. Kjo zhvendosje është 

p = A$ - AO' = 2 — ~ $ 2 (7) 

c X 

Nga vrojtimet astronomike shpejtësia e Tokës është e njohur dhe sipas 
(7) mund të përcaktohet zhvendosja e vijave interferenciale. Kjo zhve- 
ndosje është mjaft e madhe që ifcë vërehet. Mirëpo kur është kryer ma~ 
tja eksperimentale nuk është diktuar kurrfarë zhvendosje e vijave. Ky 
eksperiment është përsëritur disa herë me teknikë më të përsosur dhe 
gjithmonë nuk ka dhënë zhvendosje të vijave interferenciale. 

Të përsërisim edhe një herë se ky eksperiment ka treguar se për 
dritën nuk vlenë mbledhja e shpejtësisë së saj me shpejtësinë e siste- 
mit. Në këte rast shpejtësia e sistemit është shpejtësia e Tokës. Pra, 
shpejtësia e dritës në të gjitha sistemet inerciale është e barabartë. Kjo 
na tërhjek vërejtjen se drita nuk është dukuri mekanike dhe nuk le- 
johet të krijojmë për te të njëjtin kuptim sikurse për lëvizje të trupave 
mekanik. Mund të lëvizim sado shpejt pas dritës por ajo gjithmonë do 
të largohet prej nesh me të njëjtën shpejtësi. Kundër kësaj njeriu 
mund të ngritet, por natyra është e tillë. 
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4. TRANSFOEMIMET E LORENCIT 
a) Transformimet për pozitë speciale të boshteve të koordinateve 

Oo të përcaktojmë ato transformime të koordinateve për të cilat 
gjatë kalimit nga një sistem inercial në tjetrin shpejtësia e dritës mbe- 
tet e pandryshnar. Do të marrim specialisht rastin më të thjeshtë për 
boshte paralele të sistemeve të koordinateve, me boshtin x të përbash- 
kët. Këto sisteme të koordinateve janë paraqitur në fig. 162. 

Te mendojmë se kohën 
kur përputhen të dy origjinat 
e sistemeve është emituar një 
sinjal drite. Pas një kohe ky 
sinjal do të arrijë në pikën P. 
Bhpejtësinë e dritës në siste- 
min O e percaktojmë nga 
shprehja 



* 2 _ x* + y 2 4 - g 2 
t 2 

ndërsa në sistemin 0 r 




x' 2 4 y' 2 4 z ,% 
t' 2 


(1) 


(2) 


(3) 


Meqë boshtet e këtyre sistemeve janë paralele, duhet të marrim 

V' = y 
z' — z 

Ka ngeië fcë përcaktojmë shprehjet e fcransformimit të cilat i lidhin 
koordinatet x. Përveç kësaj do të marrim se koha’ në te dy sistemet nuk 
është e barabartë dhe duhet të ekzistoje ndonjë shprehje e cila e trans- 
formon kohën e një sistemi në kohë të sistemit tjetër. 

Çfarë lidhje duhet pritur në mes fcë këtyre madhësive? Kemi të 
bëjmë me sisteme inerciale. Sipas ligjit të inercionit pika materiale 
lëviz nëpër drejtëz, prandej gjatë kalimit nga një sistem në sistem tje- 
tër inercial drejtëza duhet të transformohet në drejtëz. E dijmë se 
drejtëza mund të shndërrohet në drejtëz me ndihmën e transformimeve 
lineare. Prandej lidhjen në mes të madhësive gjegjëse do ta marrim në 
formë të funksioneve lineare: 


x' ~ yx 4 U 
t ' ~ \LX 4 v£ 

Ka ngelë të përcaktojmë koeficientët e transformimifc. 
Qendra e sistemifc 0' në këte sistem e ka koordinaten 

x' = 0 


( 4 ) 


ndërsa në sistemin 0 
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X = V t 


Fër x' == 0 nga ekuacioni i parë i (4) rrjedh 


dhe duke i krahasuar fitojmë 


5 =— yv 


Qendra e sistemit 0 në këte sistem te koordinateve është 


ndërsa në sistemin 0' kjo pikë e ka koordinatën 


Për x = 0 nga (4) fitojmë 


x' =— x> V 


x' — 8t dhe V — vt 


x' = — t' 


Me krahasim fitojmë 


Duke e krahasuar me (5) kuptojmë se 


Në shprehjet për transformim kanë ngelë të panjohura edhe dy kon- 
stante. Pasi t'i zëvendësojmë vlerat e fituara në sistemin (4) do të fi- 
tojmë 

x' = y(x ~ v t) 

( 7 ) 

t' = \xx + yt 

Shprehjet e fundit dhe (3) i zëvendësojmë në (2) 

? __ f(x — v t) z +j/ 2 + z 2 
((xar + rO 2 

Nga (1) rrjedh 

y z + z z = cH z — x z 


ndërsa për shpejtësi të dritës kemi 
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c 2 (jji 2 2 2 + 2jayx t + y 2 £ 2 ) = y 2 (x z — 2 xtv + v z t l ) + cH 2 - x 2 
ose 

z 2 (cy - r 2 + i) + 2rte(jic 2 + y») + i 2 (c 2 r 2 - t? a r 2 - c 2 ) = o 

Pasi që kjo duhet të kënaqet për çfarëdo x dhe për çdo kohë t, atëherë 
koeficientët duhet të jenë te barahartë me zero 

cy - r* + i — o 

^e 2 + yv — 0 

cy - t> 2 r 2 - c 2 = o 

Nga ekuacioni i tretë rrjedh 

c 2 1 


ose r 


Nga ekuacioni i dytë kemi 


r = 

lTr 

jj* 


r 

c 2 


V 



c 2 



Kur këte e zëvendësojmë në ekuacionin e parë shohim se identikisht 
do të kënaqet. Shprehjet (8) dhe (9) i zëvendësojmë në (7) dhe marrim 
në konsiderim (3). Do të fitojmë transformimet e Lorencit 

x — v t 


y' = v 
z' - z 


t- x 


Nga sistemi (10) lehte mund të fitojmë transformimet inverze 

___ x' + v V 

X- J 
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hyrje në teorinë speciale të relativitetit 


v = y' 

Z — 2' 


( 11 ) 



Shohim se tracnsformimet inverze (11) ndryshojnë nga transformimet 
(10) vetëm pse madhësitë me apostrof dhe pa te i kanë ndërruar ven- 
det dhe shpejtësia t)eka ndryshuar parashenjim Kjo është plotësisht 
e arsyeshme sepse, nëse sistemi 0' lëviz relativisht kah sistemi 0 me 
shpejtësi v, atëherë sistemi 0 ndaj sistemit 0' lëviz me shpejtësi — v. 

Supozojmë se shpejtësia translatore e sistemit është mjaft e vogël 
në krahasim me shpejtësinë e dritës c. Në .këte rast anëtarët v/c mund 
t’i mos përfillim. Kur këte e zbatojmë për sistemin (10) fitojmë trans- 
formimet e Galileut (XXII. 1.3). Pra, transformimet e Galileut janë një 
formë e veçantë e transformimeve të Lorencit dhe fitohen për shpejtë- 
si të vogël v të lëvizjes së sistemit, Prandej mekanika jo relativiste e 
cila është invariante ndaj transformimeve të Galileut është rast i ve- 
çantë i mekanikës relativiste, e cila është invariante ndaj transformi- 
meve të Lorencit. Meqë specializimi kryhet për shpejtësi të vogla të sis- 
temit, përfundojmë se mekanika jo relativiste vlenë për shpejtësi të 
vogla në krahasim me shpejtësinë e dritës. Për shpejtësi të krahasuesh- 
me me këte, duhet të merren në shqyrtim shprehjet e mekanikës rela- 
tiviste për të cilat do të diskutojmë më vonë. 


b) Transformimet e Lorencit në forrnën vektoriale 

Më parë i fituam transformimet e Lorencit për pozitë të veçantë 
të sistemeve të koordinateve. Tani do të lirohemi nga kjo pozitë specia- 
ls e boshteve të koordinateve duke i shprehur transformimet në formë 
vektoriale. 

Pozita e pikës në sistemin 0 është e përcaktuar me vektorin e po- 

zitës 7 . Kahjen e lëvizjes së njërit sistem ndaj tjetrit e përcakton vek- 

tori i shpejtësisë v. E zbërthejmë vektorin e pozitës r në dy kompo- 

nente, prej të cilave njëra është paralele me vektorin e shpejtësisë v, 
ndërsa tjetra normale ndaj tij. Pra, 


ak MVrio rvB tftorike 


ru 
r . l 
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Komponenta paralele r\\ para- 



qet projeksionin e vektorit r në 
kahje të shpejtësisë së sistemit, 
prandej e gjejmë nga shprehja 


v 

Këte komponent do ta mendojmë 
si vektor. Që të fitojmë këte vek- 
tor intensitetin e tij duhet ta shu- 
mëzojmë me vektorin unitarë të 
— ► 

kahjes së v . Pra, 



v 


(rv) 

v 2 


( 12 ) 


Në fig. 163 janë paraqitur vektorët e pozitës dhe komponentet e 
tyre në të dy sistemet inerciale. Shihet se komponentet normale të kë- 
tyre vektorëve janë të barabarta 


r'_L = r x 


(13) 


Ka ngelur të përcaktojmë lidhmërinë në mes të komponenteve paralele. 
Këto i përgjigjen apsciseve të pozitës speciale të boshteve të koordi- 
nateve të përshkruar më parë. Prandej për to mund të zbatojmë shpreh- 
jen e parë të sistemit (10) e cila nga shkurtim shënimi 



do të ketë formën 


x' ~ - vt) 


Këtu në vend të x duhet të shkruajmë r n ndërsa në vend të x' vlerën 
r *\ i . Meqë këta vektorë e kanë kahjen e shpejtësisë njëkohësisht mund 
të shkruajmë edhe vektorët. 


r' n -y(r n -~vt) (14) 

Kjo eshtë shprehja për transformimin e komponenteve paralele të vek- 
torëve të pozitës. 

Nga (12) dhe (14) fitojmë 

r' — r' jl + r' S | .= r x . + YOhi ~~ vt) 
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ose 

r' “ r L + Tii + (y *“ 1 ) ru “ Y v t 

Dy anëtarët e parë të anës së djathtë janë të barabartë me vektorin e 
+ — ■* 

pozitës r, ndërsa për rn e zëvendësojmë vlerën e sajë nga (12) 


“♦ (r v) 

r' = r + (r “ 1) ---- v-yvt (15) 

v 2 

Kështu e kemi fituar shprehjen për transformimin e vektorit të pozitës. 
Ka ngelë të përcaktojmë shprehjen për transformimin e kohës. 

Nga sistemi (10) kemi 

t* ~ r (t ~ £ 

\ c 2 

ku: u dhe x janë të të njëjtës kahje, Meqë x paraqet projeksionin e vek- 
torit të pozitës r në kahje te vektorit v do të kemi 


x — r cos < ( rv ) 



prandej 


vx — vr cos < (v r) = v r 


dhe mund të shkruajmë 


V 




(16) 


Kesisoji edhe transformimi i kohës është shprehur në formë vektoriale. 


5. SHKURTIMI I OJATESIVE DHE ZGJERIMI I KOHËS 
a) Shkurtimi i gjatësive 

Në vazhdim do të shqyrtojmë disa rrjedhime të transformimeve të 
Lorencit. Së pari do të analizojmë çdo të ndodhë me g'jatësinë në sis- 
tem i cili lëviz me shpejtësi të madhe, 

Me nocionin gjatësi e cila qëndron në kahje të boshtit x kuptojmë 
ndryshimin e apsciseve të pikave të fundit dhe të fillimit. Natyrisht se 
apsciset duhet të shikohen në të njëjtën kohë. 

Të mendojmë se gjatësia e shqyrtuar pushon në sistemin 0\ Në 
te gjatësia është 
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lo = x\ - x\ (1) 

Këte e mendojmë si gj&tësi vehtjake. 

Vrojtuesi i cili po këte gjatësi e matë në sistemin 0 do të gjenë për 
te vlerën 


l — x 2 — Xj 


(2) 


Ndaj këtij vrojtuesi gjatësia lëviz me shpejtësi v në kahje të vet. Për 
shprehjen e lidhmërisë së këtyre vlerave, shfrytëzojmë transformimet e 
Lorencit (XXII. 4.10). Për zbatimin e tyre shënojmë shkurtimisht me 



( 3 ) 


Nga shprehjet (XXI 1,3 .10) kemi 


x\ 


x 9 - v t 


a 


dhe x\ = 


v t 


Paraqitja e të njëjtës kohë t tregon se apscisët lexohen njëkohësisht. 
I zëvendëso jmë në ( 1 ) 



a a 


ose 


l=ldX = lo Vi- (4) 

Shprehja e fundit tregon se gjatësitë e matura nga dy sisteme nuk janë 
të barabarta, por l < l Q . Pra, gjatësia në lëvizje eshtë më e shkurtër se 
gjatësia vetjake më sistem në të cilin kjo pushon. Dukuria njihet si 
shkurtim i gjatësisë. 

Ky shkurtim varet prej shpejtësisë së lëvizjes. Për shpejtësi të 
vogla, për të cilat v 2 /c 2 mund -të mos përfillet, shkurtimi i gjatësisë fare 
nuk ekziston. Duket theksuar se të gjitha shpejtësitë teknike janë aq 
të vogla sa që shkurtimi i gjatësisë nuk mund të diktohet. 

Gjatësia shkurtohet vetëm në kahje të lëvizjes. Sikur të lëvizte 
normal kësaj gjatësie do të vlenë 

U = Vt -vx’ = v%' -Vi’ = i 

çka do të thotë se shkurtim nuk ka. 

Nëse ndonjë trup lëviz me shpejtësi te madhe atij do t’i shkurtohet 
vetëm dimensioni në kahje të lëvizjes, ndërsa dimensionet tjera mhesin 
të pandi'yshuara. Kuptojmë nga kjo se edhe vëllimi i trupit duhet të 
zvogëlohet. Shprehja për zvogëlim të vëllimit është 
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ku me V 0 e kemi shënuar vëllimin vetjak të trupit i cili matet në sis- 
tem të koordinateve ndaj të cilit trupi pushon. 

Shprehja për shkurtimin e gjatësisë tregon se shpejfeësia e lëvizjes 
ndaj vrojtuesit është e kufizuar për shpejtësi 

v < c 

sepse për v = c fitohet gjatësia zero dhe më e vogël as që mund të jetë. 
Kjo tregon se shpejfeësia e trupit është e kufizuar me shpejtësi të dri- 
tës. Bhpej-tësia e dritës është shpejtesi kufitare dhe shpejtësitë tjera 
vetëm mund tl afrohen. Duke mos tentuar që të hyjmë në arsyetime 
më të thella do të cekim se shpjtësia konsante e dritës paraqet ligj na- 
tyror dhe shpejtësi tjera më të mëdha nuk mund të ketë në gjithësi. 

Tani mund të shpjegojmë edhe rezultatin e eksperimentit të Maj- 
këlsonit nga aspekti i rrjedhimit të shkurtimit të gjatësisë në sistem 
lëvizës. Duhet të merret në konsiderim shkurtimi i krahut të interfero- 
metrit SO x i cili qëndron në kahje të lëvizjes së Tokës, për hcc. Atëherë 
koha për të cilën drita e kalon rrugën SO t S është 

~ „ 2l 0 cc 2 iZo, „ 

1 c Vv c — v c 2 — v 2 c |l — — j ca 

= (1 - g2)- 7 = (l + — = t, 

c C \ 2 / 

Kjo është Iioha për të cilën drita e kalon rrugën në krahun S0 2 S. Pra 
sipas këtij përfundimi nuk ka ndryshim kohe, nuk ka ndryshim faze 
dhe nuk mund të ketë as zhvendosje të vijave të interferencës. 


b) zgjerimi I kohës 

Me kohën e zgjatjes së një ndodhie kuptojmë ndryshimin e kohëve 
të mbar imit dhe fillimit të saj. Që të dyikohët duhet të maten në të 
njëj'tin vend. 

Të mendojmë se ora pushon ndaj vrojtuesit O'. Atëherë ky do të 
matë zgjatjen e ndodhisë 

= i 

Nëse zgjatjen e të njëjtës ndodhi i matë vrojtuesi 0, atëherë ora gjendet 
në lëvizje ndaj këtij vrojtuesi sepse sistemi 0' lëvizë ndaj sistemit 0. 
Ky vrojtues do të matë kohën 

k. t — ti 

E shfrytëzojmë shprehjen e fundit të sistemit (XXII .411). Atëherë 
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rxdërsa 


ose 


t\ + -- x' 


v 


2 t\ + -- - X' 

C 2 c z 

dhe t x = — 

« a 




t\ -t\ ^ A£ 
a a 



Kjo formulë shpreh iidhmërinë kohore të zgjatjes së ndodhisë së vroj- 
tuar nga dy sisteme ineroiaie, Koha vetjake A t' përcaktohet në sistemin 
ndaj të cilit ndodhia pushon, Në sistemin tjetër ky i-neterval kohorë 
është më i gjatë. Dukuria njihet si zgjerim i kohës. 

Zgjerimi apo rrjedhshmëria më e ngadalshme e kohës është më e 
madhe sa më e madhe të jetë shpejtësia e lëvizjes. Për shpejtësi të 
vogla v z /c z mund të mos përfillet dhe zgjerim kohe nuk ka. Kjo është 
edhe arsyeja pse nuk mund të diktohet zgjerimi i kohës në lëvizjet me 
shpejtësi teknike të sotit. 

Por, rrjedhshmëria e ngadalshme e kohës është vërtetuar ekspe- 
rimentalisht për grimca të cilat lëvizin me shpejtësi të afërt me ate të 
dritës. 

Nga goditja e rrezeve kosmike me atome të shtresave të larta të 
atmosferës foiraohen m^mezonet Jeta mesatare e w?/-mezoneve në 
qetësi është 

t' — 2,1983 • 10~ 6 s 

Rrezet kosmike i prodhojnë m^-mezonat në lartësi prej 10 deri 20 km 
nga siperfaqja e Tokës. Sikur të mos ishte zgjerimi i kohës së jetës së 
tyre, my-mezonet do të zbërtheheshin -në elektrone dhe neutrine në rru- 
gën afro 0,659 km, nëse supozojmë se lëvizin me shpejtësi të afërt me 
të dritës. Meqë një numër i madh i tyre regjistrohet edhe në sipërfaqe 
te Tokes, kjo është e mundur vetëm pse jeta mesatare e tyre zgjatet 
për 10 deri në 30 herë ndaj W2/-mezoneve në qetësi. 


6. TRANSFORMIMI I SHPEJTËSIVE 

Të mendojmë se të njëjitit trup ia masim shpejtësinë nga dy siste- 
me të ndryshme inerciale të cilët njëri ndaj tjetrit lëvizin në mënyrë 
te njëtrajtshme. E shënojmë me u shpejtësinë e trupifc, ndërsa me v 
shpejfcësinë e sistemit. Vektorin e shpejtësisë së trupit e zbërthejmë 
hë komponente të veta 



727 


HYRJEJ3S TEOBIN E SPSCIALE T& RE LATIVIT ETIT 

dx 


u, = - 


u v 


M. Ui= M 

dt ' dt dt 

E njëjta shpejtësi në sistemin 0' i ka k omp onentet 


u/ 


dx' 

dV 


uV = 


dyi 

dV 


u/ « " 


dz' 


dt' 


(1) 


( 2 ) 


Do të përcaktojmë shprehjet për transformimin e komponenteve të 

shpejtësisë nga njëri në tjetrin. /vxrTT . 

Duke i derivuar transformimet e Lorencit (XXII .4.10) fitojme 


dx' - 


dx-v dt 


a 

dy' = d?/ 
= dz 


dt 


v 


dx 


dt' 


a 


Ndërsa për komponente të shpejtësisë së trupit kemi 

— _ v 

dxV dx-vdt _ dt 

dt' 


u' 


dt 


v 


dx 


c z c z dt 

dhe sipas ekuacionit të parë të sistemit ( 1 ) kemi 


u/ =- 


Ux/V_ 

V 


u. 


Në mënyrë të ngjajshme për komponenten tjetër fitojmë 

dy 


u v 


dt/ _ 
dt' 


dy 

dt - dx 
c z 


a - 


dt^ 

v dx_ 
c 2 dt 


(3) 


ose 


u v 


u/ 


1? 

c r 


c 2 


U x 


( 4 ) 


dhe për komponenten e tretë 
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Shprehjet (3), (4) dhe (5) paraqesin fomulat për transformim të 
shpejtesise nga sistem taercial në tjetrin. Për v/c -+ 0 këto shndërro- 
hen ne formula të njohura të mekanikës jo relativiste, 

u/ =u x -v u/ = u y u/ = u z 

Transformimet inverze i fitojmë duke i zëvendësuar madhësitë me apo- 
strof me madhesite pa te dhe duke e ndërruar parashenjën e shpejtësi- 
©6 S6 sistemit . Ittsl, 

U/+V 

u,= 

1 + — U/ 

& 


u y' I/ 1 “ 


Uë parë kemi cekur se nUk ekziston shpejtësi më e madhe se shneitë- 
sm e dntes. Do të tregojmë se kjo është në pajtim me formulat e tran- 

? pej if si S ë ' Të men d°jmë se në sistemin 0' shpejtësia e 
e toarafaarte me shpejtëstaë e dritës dhe e ka kahjen e fao- 

e (6) "Vra etS shpejtesi ne sistemin 0 e përcaktojmë nga formula e parë 


në .. s j stel J in 0 pa marrë parasysh shpejtësinë e sistemit 0' 

sistem?t e Si m ™ d të su P° z °j me se shpejtësia e 

sistemit eshte c dhe prap do të fitojmë 


c 
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Mund të përfundojmë se cilëndo shpejtësi që t’i shtojmë shpejtësisë së 
dritës prap fitojmë shpejtësi të dritës, por kurrë më të madhe. 

Do të përcaktojmë edhe shprehjet për ndërrimin e kahjes dhe 
intensitetit të shpejtësisë gjatë kalimit nga një sistem inercial në tjet- 
rin. Që njehsimi të jetë më i thjeshtë do të kufizohemi për rastin kur 
vektori i shpejtësisë qëndron në rrafshin xy. 

Supozojmë se shpejtësia në sistemin 0' e ka intensitetin u' dhe me 
boshtin x' e mbyllë këndin Atëherë komponentet e kësaj shpejtësie 
janë 

U' cos#' ' 
u' = u' sin&' 

0 

Në sistemin tjetër inercial le të jetë intensiteti i kësaj shpejtësie u, 
ndërsa <9* këndi të cilin e mbyllë me boshtin x. Komponentet e slipejtë- 
sisë në këte sistem janë 

u cosO' ' 

u ” u sinO- W 

,0 ) 

Lidhmërinë në mes të komponenteve e përcaktojnë formulat (6) në 
të cilat do t’i zëvendësojmë komponentet e shpejtësisë (7) dhe (8). 
Pra, 


u cosft 


u ' cosfr'+t? 
. vu' . 


cos^' 


u sinfr 


u' sinfl ' V 1 “ P 


E pjesëtojmë (10) me (9) dhe do të kemi 

u ' V~T=?w 1 (1 i) 

V + u' COS' 9 ’' 

Me ndihmën e kësaj shprehje mund të njehsojmë këndin e kahjes së 
shpejtësisë në sistemin 0 nga të dhënat e njohura të sistemit O'. Nëse 
(9) dhe (10) i ngrisim në katrorë dhe i mbledhim do të fitojmë 


u 2 ' + v 2 + 2 u'v cosfr' r u z ' sin^O’' 


i + ^ cosrV 



730 


HYRJE NE PIZIKË TEOEIKE 


ose 


u 2 


(u' + v ) 2 -~ ~ (v x u'Y 
c 2 


1 + 


_>_> \ 2 
vu' 

c z 


( 12 ) 


Kemi fituar katrorin e vierës së shpejtësisë në sistemin inercial 0. 

Më në fund do të shpjegojmë edhe eksperimenti e Fizos të cekur 
në (XXII.2). E vendosim sistemin e koordmateve 0' në ujë i cili rrjedh 
me shpejtësi v. Ky sistem do të lëvizë ndaj sistemit 0 me shpejtësi të 
rrjedhjes së ujit. Në sistemin 0' uji pushon, prandej shpejtësia e dritës 
në te është e barabartë me shpejtësinë e dritës në ujë të qetë. Pra, 


u' 


c 

n 


ku me n e kemi shënuar indeksin e thyerjes së ujit, Shpejtësinë e dri- 
tës në sistemin laboratorik 0 e gjejmë sipas (6) 


u x = = jLll = (JL + v ) U + V' 

1+ Uk' 1+ -®- V » / ' nc) 

c 2 


nc 


Faktorin e dytë e zhvillojmë në seri të binomit 


u x 


+ v 


n 


1 - 


nc 


Gjatë shumëzimit nuk e përfillim anëtarin me v 2 


u x 


— + V 
n 


n z 


ose 


u x 


n 


+ v { 1 




(13) 


Shohirn se shpejtësisë së dritës në ujë të qetë c/n duhet shtuar një pje- 
së të shpejtësisë v sikurse tregon faktori i dytë. I këtillë ishte edhe re- 
zultati i matjeve eksperimentale të Fizos. 


7. EFEKTI I DOPLERIT DHE ABERAGIONI I DRITES 

Nëse burimi i dritës afrohet apo largohet nga vrojtuesi, atëherë 
ky dikton se valët e ndryshojnë frëkuencën. Dukuria njihet me emrin, 
efekt i Doplerit. 
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Të mendojmë vrojtuesin, i cili lëviz normal ndaj kahjes së për- 
hapjes së valëve. Në këte rast vrojtuesi për shikak të lëvizjes së vet du- 
het ta mënjanojë teleskopin në kahje të iëvizjes së vet, përpara, që të 
mund të vërejë dritën. Kjo dukuri është difetuar në astronomi dhe nji- 
het si aberacion i dritës. 

Në të dy rastet feemi të bëjmë me lëvizjen relative të vrojtuesit ndaj 
valëve të dritës dhe duhet pritur që feëto dufeuri mund të shpjegohen 
nga aspekti i teorisë speciale të relativitetit. 

Sistemin e kordinateve e vendosim ashtu që, vala të lëvizë në rra- 
fshin xy. Vektori elektrife i saj është 

E = A cos Oc r - to t) = A cos<D 
feu me <1> e feemi shënuar fazën e saj 

$ = Jc r — o rt 

E shënojmë me 9 feëndin fcë cilin e mbyilë kahja e përhapjes së dritës 
me boshtin x. Atëherë komponentet e vektorit /c janë 

— cosO 

r u 

k = 

- 0> ~ sinO 
V u / 

ndërsa shprehjen për fazë të lëkundjeve mund ta zbërthejmë në kom- 
ponente 


<I> = x cos0 + ' (!) - y sin0 ~ co£ (1) 

u u 

Kjo është shprehja per fazë të valës në sistem ndaj të cilit burimi i va- 
lëve pushon. Të shqyrtojmë çdo të ndodhë në sistemin 0' në të cilin 
vrojtuesi lëviz ndaj burimifc të drites me shpejtësi v në feahje të boshtit 
x. Në këte sistem shprehja për fazë duhet të ketë formë të ngjajshme 

<I>' 0> . x' cos () ' + 0) y ' sinB' - ta't' (2) 

u' u' 

por, feëte shprehje mund ta fitojmë edhe nga (1) duke i shfrytëzuar 
transformimet e Lorencit 


x = 


x'+vt' 

a 


t = 


t' + X' 

f 

a 


I zëvendëso jmë në ( 1 ) 
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— — cos 0 + — cos 0 + — y' sin 0 ~ — - — — 
u a u a u a 


a& 


ose 




a> / a « tn 0)2/' . „ (o 

cos 0 — — 1 x' + — sm 0 — — 
ua \ c 2 / u a 


1 ~ — cos 0 
u 


)■■ 


Dufee i krahasuar koeficientët e kësaj shprehje me koeficientët gjegjës 
të shprehjes (2) fitojmë 


(rt' 


cos 0' 


ua 


cos 0 


U V 


<rt£ 


(3) 


sm i 


Jrt 


- sin 0 



£ 


COS 


Nga shprehja. e tretë e këtij sistemi do të gjejmë 


(rt' = 


( v 

1 cos 0 

u 



(4) 


lidhmërinë e frekuencave në dy sisteme inerciale, Shi-het se këto nuk 
janë të njëjta. Prekuenca të cilën e përcakton vrojtuesi ndaj të cilit lë- 
viz hurimi, varet prej shpejtësisë së lëvizjes dhe kahjes së valëve. 

Rasti më i thjeshtë paraqitet, për largim apo afrim kah burimi i 
dritës. Në këte rast duhet të merret 


6 =■ 0 ose 0 = 7u 


Nëse për shkak të shpejtësisë së vogël nuk e përxallim — , fitojmë 

c 2 

(o" - a> (5) 

Kjo është formula e njohur e efëktit të Doplerit në akustikë dhe op~ 
tikë. Nga dy shprehjet e para të sistemit (3) duke i pjesëtuar mund të 
eliminojmë frekuencën 


tg0' = 


a sin 0 


cos 0 


U V 


( 6 ) 
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Kjo shprehje tregon ndërrimin e kahjes së përhapjes së valëve, kur shi- 
kohen nga sistemi 1 cili relativisht lëviz nctaj burimit të tyre. 

Shprehjen e fituar mund ta*specializojmë për rastin normal të për- 

hapjes së valëve. Pra, 0 = dhe për « ~ 1 fitojmë 


Parashenja minus tregon se drita i afrohet vrojtuesit, pra shkon kah 
origjina e sistemit. Në boshllëk u~~~ c dhe do të kemi 

tge'-'S- <’> 

V 

Kjo ështe shprehja e njohur për aberacion të dritës. 

8. PARAQITJA GJEOMETRIKE NË TEORI TË RELATIVITETIT 

a) Interpretimi gjeometrik i transformimeve të Lorencit 

Transformimet e Lorencit shprehin lidhshmërinë në mes të ndry- 
shoreve x dhe t në dy sisteme inerciale. Varshmërinë në mes te x dhe 
t grafikisht mund ta paraQesim në një sistem koordinatesh dy dimen- 
sionale. Në boshtin e apscisës e paraqesim madhësinë x. Qe te para- 
qesim në bosht të ordinatës gjithashtu një gjatësi do te perkufizojme 
madhësinë 


e cila ka dimension e gjatësisë. 

Në sistemin e koordinate- 
ve (x, u) çdo pikë shprehet me 
apscisën e vet në të ciiën gje- 
ndet trupi dhe ordinatën që 
tregon kohën kur trupi gjendej 
në ate pikë. Faktin se trupi 
pushon në këte sistem të koor- 
dinateve e shpreh paralelja 
me boshtin e ordinates, sepse 
çdo pike të sajë 1 përgjigjet 
vlera konstante e x, ndërsa ko- 
ha rrjedh duke u zhvendosur 
nëpër paralele. Nëse trupi lë- 
viz njëtrajtesisht nëpër bosht 
x , atëherë këte lëvizje e tregon 
drejtëza e pjerrët ndaj x. Në të 
vërtetë nëse lëvizim nëpër kë- 
te drejtëz, atëherë apscisa ndërron proporcional me kohën. 


u~ct ( 1 ) 
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Do të shqyrtojmë si ndërron ky sistem i koordinateve kur kaloj- 
më nga një sistem inercial në tjetrin. Transformimet e Lorencit janë 

x'~v(x~$u) -- (2) 

c 

u' = y (u ~~ jta) 


Boshti i apscisës së sistemit 0' e ka ekuacionin 


dhe nga ( 2 ) kemi 


u' = 0 


(3> 

Në sistemin 0 kjo paraqet drejtëzën e eila kalon nëpër origjinë dhe 
me boshtin x mbyllë këndin 


tgcp=ig= — (4) 

c 

Boshti i ordinatës në sistemin 0' e ka ekuacionin 

x' = 0 

E zëvendësojmë në ekuacionin e parë të (2) dhe fitojmë 


u^ ~ x ( 5 ) 

Kjo gjithashtu në sistemin 0 paraqet drejtëz e cila me boshtin e ordi- 
nates e mbylle te njëjtin kënd q>. Në fig. 164 janë vizatuar boshtet e 
reja x dhe u'. Shohim se sistemi 0 ' nuk është sistem kënddrejtë, por 
i pjerret. Këndi në mes të boshteve të tij është 

TZ -y 

ku: 9 ~ arc tg 
2 c 

Pra, për shpejtësi të mëdha v të sistemit 0 ' këndi në mes të boshteve 
te tij do të jetë më i vogël. 

Duhet të përcaktojmë edhe pikat njësi në boshte të sistemit 0' Nea 
ekuacionet ( 2 ) rrjedh 

x /Z — u' 2 — x 2 ~~ u z ( 6 ) 

Në sistemin 0' pika njësi e boshtit të apscisës i ka koordinatet x' = 1, 
u' - 0 , dhe nga ( 6 ) do të kemi 

x 2 ~~ u 2 ~ 1 ( 7 >. 

Kjo na tregon Se pikat njësi të të gjitha apsciseve të mundshme të sis- 
temit 0' qëndrojnë në hiperbolën njëkrahëshe. Asimptotë e saj është 
drejtëza u~xe cila e përgjysmon këndin në mes të boshteve të siste- 
mit të koordinateve. 
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Nëse dëshirojmë të përcaktojmë pikën njësi në boshtxn u' } atëherë 
në (6) duhet të zëvendësojmë x 0, u' = 1. Fitojmë ekuacionin 

X 2 ~ U 2 =:~ 1 ( 8 ) 

Gjithashtu kemi fituar hiperbolë njëkrahëshe. 

Duke u bazuar në këte intërpretim gjeometrik, lehtë mund të shpje- 
gohet shkurtimi i gjatësisë dhe zgjerimi i kohës. 

Së pari të shqyrtojmë shkurtimin e gjatësisë. Të vizatojmë edhe 
një herë në (fig. 165 a) boshtet e koordinateve të të dy sistemeve dhe 
hiperbolën e pikave njësi. Njësia e gjatësisë e cila pushon në sistemin 

( x , u ) është paraqitur me segmentin Oi. Fakti se kjo pushon, shprehet 
me paralelen ndaj boshtit u. Kjo paralele e pret boshtin x' të sistemit 

ndaj të cilit lëviz në pikën B. Në këte sistem gjatësia e saj është OB. 
Njësinë e gjatësisë në sistemin {x' } u ' ) e përcakton prerja e hiperbolës 



Pig. 16S b 



me boshtin x' } prandej njësia e gjatësisë në këte sistem është OA'. Nga 
figura shihet qartë se 

OB < OA' 

Fra, në sistem i cili lëviz gjatësia është më e shkurtër se në sistem në 
të cilin pushon. Mund të merret edhe anasjelltas. Le të pushojë njësia 

e gjatësisë në sistemin O'. Në fig. 165b këte e shpreh segmenti OA\ 
Nëpër A' duhet tërhjekur paralelen me u'. Kjo e pret boshtin x në pi- 

kën B, prandej segmenti OB paraqet gjatësioë në sistemin 0. Nga fi- 

gura shihet se ky është më i shkurtër se OA. Pra, edhe në këte rast një- 
sia e gjatësisë është më e shkurtër në sistem lëvizës. 

Të shqyrtojmë tani zgjerimin e kohës. Marrëdhëniet janë paraqi- 
tur në fig. 166a. 
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Në te është paraqitur grafikisht njësia OA si njësi u = 1 ose kohe 

tss l J c ' N ë sistemin këte kohë e shpreh gjatësia OA'. Të me- 

ndojmë orën e cila pushon .në sistemin 0' dhe tregon njësitë kohore, 
Kur kjo orë shikohet nga sistemi 0, atëherë kjo do të tregojë njësitë 
kohore të paraqitura grafikisht me paralelen ndaj boshtit x nëpër pi- 
kën A'. Kjo e pret boshtin në pikën B. Figura tregon se intervali koho- 




rë OB është më, i rnadh se intervali OA në sistemin 0. Kezultati i njëjtë 
fitohet edhe nëse supozojmë se ora pushon në sistemin 0. Atëherë nëpër 
pikën A duhet tërhjek paralelen me boshtin x'. Kjo e pret boshtin u' 

në pikën B (fig, 166 b). Gjatësia OB shpreh madhësinë u' e cila i për- 

gjigjct njësisë së kohës në sistemin O. Nga figura shihet se OB > OA'. 
Edhe në këte rast intervali kohorë i cili i pergjigjet njësisë në sistemin 
lëvizës është më i madh se sa intervali gjegjës në sistemin në të cilin 
ora pushon. 

Interpretimi gjeometrik i transformimeve të Lorencit na shpie në 
sistemin e koordinateve të pjerrëta. Këte vështirësi matematike mund 
ta evitojmë nëse në vend të koordinatës reale u — ct e paraqesim koor- 
dinatën imagjinare 

Xt = iu~ict (9) 

dhe nëse shënojmë 

x, = x (10) 

atëherë për transformime të Lorencit (2) mund të shkruajmë 

= rxx~ -f- Py*. 

I 

=- rfa + Y 


X\ 

% 


% 
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ose 


x\ " y#i + if*Y x 4 
y ®i + 


( 11 ) 


Këto janë transformimet e Lorencit në sistem me bosht imagjinar ko- 
horë. 

I krahasojmë me shprehjet e njohura të rrotullimit të sistemit 
koordinativ kënddrejtë për këndin %, të cilat e kanë formën 

x\=*x t cos% + x 4 sinfr 

x\ x x sin& + x 4 cos+ 

Shohim se këto janë identike me (11) nëse vlenë 

cosO’ = y sinO’ = ipY (12 ) 


ose 


tg 0' = i p == i 


(13) 


Kuptojmë se transformimet e Lorencit paraqesin shprehjet transfor- 
muese të rrotullimit të sistemit të koordinateve kënddrejta (x lf x 4 ) për 
këndin imagjinar 

% = arc tg ~ j 


Gjatë kësaj nuk duhet harruar se edhe koordinata x 4 është imagjinare. 
Nëse sistemit (11) i shtojmë edhe dy koordinatet tjera 

x\ = x 2 


dhe 


X\ = 


fitojmë hapësirën katërdimenzionale në të cilën çdo pikë përkufizohet 
si grumhull 

X\i = (x,y, z, ict ) 


dhe njihet me emrin botë e Minkovskit. Në këte rast transformimet e 
Lorencit, duke shfrytëzuar shemën e koeficientëve gjegjës 


a = 


0 

0 

V" ig Y 


0 

1 

0 

0 


0 

1 

0 


m) 

0 

0 

Y / 


(14) 


shkruhen në formë të thjeshtë 


4? Hyrje në fialkë teorike 
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4 

X'\x. = £ «PvXv 

dhe sipas marrëveshtjes së Ajnshtajnit mund të mos e shkruajmë £ 

aiV ” ap* Ev (15) 

Transformimet inverze të Lorencit fitohen sikurse edhe në (XXII.4.11) 

Xy. «= « >x X'v 


b) Intervali 


Transformimet e Loreneit tregojnë se koordinatet hapësirore dhe 
koha janë të iidhura dhe formojnë një tërësi të pandarë, me çka teoria 
e relativitetit thelhësisht dallon nga mekanika klasike. Nga pa ndash- 
mëria e kohës nga hapësira këtu si nocion themelor përkufizohet ngjar- 
ja e përcaktuar me grumbullin (x, y, z, t). 

Për dy pika të kontinumit hapesirë — kohë Pi(x if y 2 , z u 0*) dhe 
P^iXz, th> z 2f S 2 ) mund të vendosim në korrespodencë shprehjen 

S 2 - (£ 2 _ Xi y 4. _ Vi y + (^ . 4. (0 2 ~ 0^)2 ( 16) 

dhe e quajmë interval në mes të pikave P x dhe P 2 . Duke shfrytëzuar vle- 
rën 0 ~ ict, shprehjen (16) mund ta shkruajmë në formën 

S 2 -- (^ - Xi y 4. (y a - Vi y 4. (g 2 _ Zi y __ C 2(^ _ ti y 

Nëse kryejmë transformimin e koordinateve dhe kohës sipas shpreh- 
jeve të Lorencit, relacioni i fundit në sistem tjetër do të ketë formën 

^ yXiXz-x,) (V2~~V0 2 + ) 2 - 


rV 


($2 ~ fj) ~ (o;* ™ xO 

c 2 


^[(^* (^-f) 


+ (2/2 “t/ 1 ) 2 + 


+ (^2 " Si ) 2 - (ar 2 - tfiP.-f" (2/2 " ^i ) 2 + <s 2 ” ~ c 2 (i 2 - tj 1 

prej nga përftmdojmë se 

s /2 = $ 2 (17) 

Çka do të thotë se madhësia s 2 është invariante ndaj transformimeve 
të Lorencit. Quhet invariantë themelore. Në vend të kësaj shprehje 
shpesh merret vlera negative e saj 
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« c z (t 2 “ tj 2 “ (x 2 - xj 2 - (y z ~ 2 / x ) 2 - (z 2 ” ^) 2 = c 2 A t 2 ~ r 2 (18) 

e clla është gjithashtu iuvariante. Kjo paraqet një madhësi ahsolute e 
cila karakterizon „largësinë” në mes të dy ngjarjeve dhe mund të jetë 
reale apo imagjinare. Nëse x 2 > 0 për këte themi se është interval i tipit 
kohor dhe në këte rast gjithmonë mund të gjejmë aso sistemi në të 
cilin ngjarja ndodhë në mënyrë sukcesive në të një jtin vend, pra për 
të cilin është 

c 2 A t 2 — r 2 ~ e 2 A t' 2 (19) 

Nëse është t 2 < 0 intervali është i tipit hapësiror dhe gjithmonë mund 
të gjejmë sistem të atillë në të cilin ngjarjet ndodhin njëkohësisht, për 
të cilat është 


r 2 “ c 2 A t 2 = r' z 


( 20 ) 


Nëse me t 0 e shënojmë kohën në sistemin O', kjo kohe në sistem i cili 
lëviz së bashku me trupin quhet kohë vehtjake. Për dy ngjarje shumë 
të afërta në këte sistem të cilat ndodhin në të njëjtin vend kemi 

dx 2 = c 2 dt 2 0 - - r 2 0 = c 2 ♦ dt 2 0 sepse r G = 0 

prej nga 

dU= ( 21 ) 

c 

Kuptojmë se koha vehtjake është invariante ndaj transformimeve të 
Lorenci-t dhe luan të njëjtin rol sikurse koha në mekanikë klasike. 
Koha vehtjake në sistemin 0' lidhet me kohën t në sistemin 0, ndaj të 
cilit trupi lëviz me shpejtësi v me shprehjen 





(21, a) 


c) Interpretimi gjeometrik i ngjarjes 


Do të kufizohemi për lëvizje njëdimensionale të grimcës përgjatë 
boshtit x. Për këte arsye në boshtin e apscisës e vendosim x ndërsa 
ne ordinatë madhësinë u = cf, sikurse në shqyrtimin gjeometrik nën a), 
(fig. 167). Ky sistemi i koordinateve na paraqet hotën e ngjarjeve, ash- 
tu që çdo ngjarjeje i përgjigjet një pikë e quajtur pikë botërore, ndërsa 
gjatë lëvizjes së grimcës pika botërore përshkruan të ashtuquajturën 
vijë botërore. Në figurë, drejtëza a paraqet grimcën e cila pushon, drej- 
tëza b lëvizjen e njëtrajtshme, ndërsa lakorja c lëvizjen e nxituar. 
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Për shqyrtimin e kuptimit të intervalit do të shikojmë lëvizjen e 
njëtrajtshme të grimcës me shpejtësi v duke i veçuar dy ngjarje: filli- 
mm e grimcës nga pika x = 0 në kohën t = 0 dhe arritjen e saj në pi- 
kën x në kohën t Këto ngjarje ,do t'i shënojmë me M dhe N sikurse 
tregon figura 168. Nëse ekuacionin e lëvizjes x = v t e shkruajmë sikur- 
se në (5) 


^ c 

u = c t == — x 

V 

kuptojmë se lëvizja e grimcës paraqitet me drejtëzën MN me koefi- 
cient të drejtimit 


tg+ = — 
v 

ku është këndi të cilin e mbyllë kjo drejtëz me boshtin x. 

Nëse v < c } që me të vërtetë paraqet lëvizje reale, 4» > — dhe drej- 

4 

tëza kalon nëpër I dhe II. Katrori i intervalit në mes të këtyre dy 
ngjarjeve sipas (18) është 


= (A f* — ( 22 ) 

dhe në këte rast do të jetë pozitiv, meqë ct > x. Prandej ky interval 
është i tipit kohor dhe nuk ka sistem ne të cilin këto dy ngjarje do 
të jenë të njëkohshme. Grumbull i të gjitha ngjarjeve në hapësiren I 
paraqet të ardhmën ahsolute, ndërsa grumbulli i ngjarjeve në II të 
kaluarën absolute ndaj ngjarjes M. 
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Në anën tjetër nga invarianca dhe vlera pozitive e (22) rrjedh se 

t > — dhe t' > — 
c c 

që do të thotë se sinjali i dritës nga ngjarja M në çfarëdo sistemi iner- 
cial do të arrijë deri te pika x perpara^se në te të ndodhë ngjarja N. 
Me f jalë tjera kjo do të thotë se, nëse në ndonjë sistem inercial ngjarja 
N ndodh pas ngjarjes M, edhe në çfarëdo sistemi tjetër inercial, ngjar- 
ja N do të ndodhë pas ngjarjes M. 

Nëse v - c që i përgjigjet përhapjes së dritës tg 4> = 1 dhe “ — • 

Në këte rast x^ ct dhe fntervali në mes të këtyre ngjarjeve është i ba- 
rabartë me zero, që paraqet vlerën kufitare të rastit të mëparshëm. 
Nëse v > c që nuk paraqet kurrfarë lëvizje reale, <|> do të jetë më e 

vogël se — dhe drejtëza do të kalojë nëpër hapësirën XII dhe IV. Në 
4 

këte rast x do të jetë më i madh se ct } prandej x < 0. Intervali do të 
jetë i tipit hapësinor dhe gjithmonë mund të gjenden sisteme të tilla 
në të cilët ngjarja e dytë është e njëkohshme, e më hershme apo e më- 
vonshme ndaj së parës. Në këte kuptim, mund të themi se grumbulli i 
të gjitha ogjarjeve në hapësirën III dhe IV paraqet të tanishmen abso- 
lute ndaj ngjarjeve në M. 


a) Masa në teori të relativitetit 

Supozojmë se pika materiale pushon në sistemin O'. E shënojmë 
me vn 0 masën e saj dhe do ta quajmë masë të qetësisë. Gjithashtu su- 
pozojmë se për kohën e shkurtër dt' në te vepron forca / në kahje të 
x'. Kjo forcë e nxiton pikën materiale ashtu që pas kësaj kohe do të 
ketë shpejtësivnë dv'. Sipas ligjit themelore të mekanikës ndërrimi i 
sasisë së lëvizjes është i barabartë me impulsin e forcës. Pra, 

m 0 dv'.— fdt' (1) 

E vrojtojmë të njëjtën dukuri nga sistemi 0. Ndaj tij pika materiale 
lëviz me shpejtësi v dhe e ka masën m. Prandej ky ligj shprehet 

dimv) = / dt (2) 

Në sistemin 0, pas veprimit të forcës pika materiale do të ketë shpej- 
tësinë v + dv të cilën e fitojmë nga shprehja për mbledhje të shpej- 
tësive 


v + dv = 


1 + 


dv '+v 
v dv' 
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E eliminojme emëruesinldhe nuk e përfiUim anetarin në të cilin para* 
qitet prodhimi dvdv'. Pra, 

v* 

v + dv 4- — dv' ~ dv' + v 


prej nga rrjedh 


dv’ 1 1- -■ | = dv 

nl 


ose 


dv' 


dv 


ku a 


F- f 


vi - F 


Përveç kësaj, sipas shprehjes për zgjerimin e kohës kemi 

■j , dt' 

a 

ose 

dt' =» adt 

I zëvendësojmë në shprehjen (1) 

dv , 

w ln ~ f adt 

a 


ose 


dv , 

m <} -fdt 

a 3 


Duke e krahasuar me (2) gjejmë se 


d(mv) ™ m 0 


dv 


( 3 ) 


Është e nevojshme që edhe anën e djathtë ta shndërrojmë në formë 
të diferencialit të funksionit. E dijmë se 


1 -- 


dhe 


da 


v dv 


( 4 ) 
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Shprehjen dv/x? mund ta shkruajmë edhe në formën 

dv L _ v 2 _ + t£_\ 
dv_ a \ c 2 c & / 

. ~ a a ” 


ose 

. . , u du 
a cfo + v 

dv_ _ __ ç 2 a _ g « 

a 3 ” a 2 « s 

Ana e djathtë paraqet diferencialin e thyesës, prandej shkruajmë 


dv - <z (-5-) 

a 3 \ a / 


dhe nëse në shprehjen (3) e shkruajmë konstanten m 0 nën shenjën e 
diferencialit, do të kemi 


i(»«=d («) 


prej nga rrjedh përfundimi se 


a 

Konstantja e integrimit është zero nëse duam që shprehja relativiste 
të shndërrohet në ate klasike për v « c. 

Pra 



Kjo është shprehja e njohur për varshmëri të masës nga shpejtësia. 
Kuptojmë se masa në lëvizje është më e madhe se sa masa në qetësi 
dhe varet prej shpejtësisë së lëvizjes. Kjo varshmëri i masës prej 
shpejtësisë diktohet vetëm për iëvizje të grimeës me shpejtësi e cila 
mund të krahasohet me shpejtësi të dritës. Nëse ajo lëviz me shpejte-, 
si të vogël ashtu që mund të mos përfillet v 2 / c 2 , atëherë është m — m a 
dhe masa nuk varet prej shpejtësisë sikurse merret në mekanikën jo 
relativiste. 

Fakti se masa rritet për shpejtësi të mëdha tregon se për nxitim 
të mëtejmë të grimcës nevojitet forcë më e madhe, për çka shpejtësia 
e saj vetëm mund t’i afrohet shpejtësisë së dritës. 
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Vlenë të ceket se R. Tolmani më 1912 e fitojë të njëjtën shprehje 
duke shqyrtuar goditjen e dy grimcave të cilat ndaj sistemit 0' lëvizin 
me shpejtësi \v' dhe - v', paralel me hoshtin Njehsimin e tij nuk 
do ta paraqesim, meqë fitohet i njëjti rezultat. 

Në eksperimentet basbkëkohore lëvizja e grkncave me shpejtësi të 
afërt me ate të dritës është dukuri e përditshme. Elektronet arrijnë 
një shpejtësi e cila është më e vogël se shpejtësia e dritës vetëm për 
30 km në sek. Rezultatet ;e matjeve gjithmonë e kanë vërtetuar var- 
shmërinë e masës nga shpejtësia ashtu si e propozon teoria e relati- 
vitetit. 


fo) Forca në teori të relativitetit 

Sasia e lëvizjes përkufizohet edhe në teori të relativitetit si pro- 
dhim i masës dhe shpejtësisë, por për masë duhet të merret shprehia 
relativiste (5). Pra, J 


p~mv- m Q y v — 


m 0 v 



( 6 ) 


Ligji i Njutnit për ; lëvizje 


d P S T 
dt 

vlenë edhe në teori të relativitetit. Nga (6) kemi 

f. (morv ) =7 

dt 

dhe pasi ta derivojmë, do të kemi 

dv . dr z' 

m 0 y + m 0 v = / 

dt dt 


(7) 


E njehsojmë shprehjen 


dt 



13 2 )- 


= a-r)-4 iM = r 3 |3|3 


m 0 'x 


W 4) . — * — » 

~ + w oY 3 ,3 ;3 2? - / 
dt 



dhe fitojmë 
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Shprehja e fundit tregon se forca nuk e ka të njëjtën kahje sikurse 

nxitimi dv/dt që vlenë për mekanikë jo relativiste. Në mekanike rela- 
tiviste forca përbëhet prej d.y anëtarëve, ashtu që njëri e ka kahjen e 
nxitimit ndërsa tjetri kahjen e shpejtësisë. 

Do t'i diskutojmë dy raste të veçanta, Të mendojmë së pari rastin 
kur forca qëndron normal ndaj shpejtësisë. Në këte rast kjo nuk mund 
ta ndërrojë intensitetin e shpejtësisë, prandej v = const . dhe P = const . 

Meqë (3 = 0 fitojmë 


Në këte rast nxitimi e ka kahjen e forcës dhe faktori- i proporcionali- 
tetit në mes tyre është masa m = m 0 y. 

Në rastin tjetër supozojmë se forca e .ka kahjen e shpejtësisë. Shi- 

» — * 

het nga (8) se edhe nxifeimi e ka të njëjtën kahje sikurse / dhe v dhe 
kjo shprehje vlenë edhe për intensitete të tyre. Pasi që = v/c do të 
kemi 



dv 

dt 


dhe anën e majtë të saj mund ta shkruajmë në formën 


dv . , v 2 dv 3 dv i l , v 2 \ 

m Y + ~r = m «T 3 :r* r + 

dt c 2 dt dt c 


dv 


v 2 , 


— — { 1 - — ” + 

dt \ c 2 c 2 


m a y 


3 

dt 


dhe për (8) vlenë shprehja 


, dv , 
m = / 
dt 


(9) 


Në këte rast nxitimi është proporcional me forcën. Faktori i propor- 
cionalitetit 

m t = m 0 y 3 (10) 

quhet masë gjatësore aongitudinale), për ndryshim nga masa tërthore 
(transverzale) në rastin e mëparshëm. Në raste tjera nxifeimi nuk ëshfeë 
proporcional me forcën. 
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Kur forca / vepron në rrugën d l, ajo kryen punë 


dA -=~fdl 


Për këte element të punës është rritur energjia e përgjithshme 
pit. Pra, 

dE = fd 1 

Për forcë vlenë shprehja 


ku është 


dt 


p — mv 

ndërsa për zhvendosje d l mund të shkruajmë 

d l — vdt 


I zëvendësojmë dhe fitojmë 

dE dp 

Diferencialin d p e njelisojmë nga (11) 

— 1> - •> ► 

dp ~ v dm + mdv 

dhe nga (12) do të kemi 


dE = v % dm + m v d v 


Për masë shfrytëzojmë shprehjen (5) 


m = 


77lo 

<x 


dm^- da 
a 2 


e tru- 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


prej nga 
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Sipas (4) 


dm 


m it vdv 


m 


vdv 




c*a 


prej nga fitojmë vlerën 

mvdv~ c z oi 2 dm = c 2 - “• j 




ose 


mv dv — 


(c 2 - u 2 ) dm 


E zëvendësojmë në (13) dhe fitojmë 

d# = c 2 dm 


dhe me integrim, duke pasur parasysh se konstantja e integrimit është 
zero. 


E — mc 2 


(14) 


Kjo është foi-mula e Ajnshtajnit për energji të trupit. Këte mund ta 
shkruajmë edhe në formën 



Nga kjo shihet se trupi ka energji të caktuar edhe kur gjendet në qe- 
tësi. Energjia e qetësisë ësntë 

E 0 = m 0 c 2 

Pas zbulimit të lidhjes së masës me energji nga ana e Ajnshtajnit, u 
tregua se rezerva të mëdha të energjisë mëshifen në bërthama atomi- 
ke. Ishte e mundur matja eksperimentale e ndryshimit që pëson masa 
e qetësisë së sistemit si rezultat i lirimit të energjisë së brendshme që 
shoqëron modifikimin e bërthamave atomike gjatë reaksionit bërtha- 
mor. Energjia kinetike si energji e lëvizjes është e barabartë me ndry- 
shimin në mes të energjisë së trupit dhe energjisë së qetësisë 


T ~ E ~~ E 0 '= 



- m u c 2 


ose 



T = m 0 c 2 
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Për shpejtësi relativisht të vogla mund ta zhvillojmë në seri të bino- 
mit dhe të mos përfillim shkailët e larta të v z /c\ Pra, 

T = m„ c 3 |'l+ ^ - A 
\ 2c / 



Kemi fituar shprehjen për energji kinetike të mekanikës jo relativiste,. 
sikurse edhe duhet të jetë. 


d) Lidhja e masës me energji dhe defekti i masës 

Sipas shprehjes (14) energjia dhe masa janë të lidhura ngushfcë- 
sisht njëra me tjetrën. Eritja e njërës madhësi shoqërohet me zma- 
dhimin e madhësisë tjetër dhe anasjelltas. Pra, çdo ndryshim i masës 
së fcrupit dm shoqërohet me ndryshimin e energjisë dE në bazë të re- 
iacionit 


dE~c i 2 dm ( 17 ) 

Në lidhje me shprehjen (14) paraqien dy pyetje nga të eilat njëra është 
tërësisht e gabuar ndërsa tjetra e ka përgjegjen negative. Pyetja e parë 
ka fcë bëjë me interpretimin idealist të transformimit të materies në 
energji. Gabimi, logjikisht është i ngjajshëm si ai në shtruarjen e pyet- 
jes: A mund të transformohet sendi në një cilësi të tij? Të themi, me 
fjalë tjera, a mund të transformohet shufra në gjafcësi të saj? Pyetja 
tjetër ka të bëjë me kalimin e masës se grimcës në energji të saj. Këtu 
përgjegjja është negative, sepse shprehja tregon proporcionalitet të 
madhësive dhe ndryshi-mi i njërës është i shoqëruar me ndryshimin, 
me të njejtën shenjë të tjerës, sipas (17). 

Shprehja (15) mund të zbatohet edhe për lëvizje fcë trupit të përbër 
nga një nu-mër i madh i grimoave. Në këte jrast me masë duhet kup- 
tuar tërë masën e trupit ndërsa energjia m 0 c 2 fcë cilën mund ta quajmë 
energji të brendshme është gjithmonë pozitive sepse masa është pozi- 
tive. Gjithashtu është pozitive edhe energjia totale e trupit 


i cili si tërësi lëviz me shpejtësi v. Kësisoji arrijmë deri te përfundimi 

se në mekanikën relativiste energjia e sistemit të mbyllur është gjith- 
monë pozitive, përkundër ikuptimit i cili ekziston në mekanikë klasike 
ku mund të jetë si pozitive ashtu edhe negative. 

Energjia e brendshme e trupit m u c\ përmban në vetveti nërveç 
energjisë së grimcave të veta në aetësi edhe energjinë kinetike të tyre 
dhe energjinë e veprimit reciprok në mes tyre. Me f jalë tjera m 0 c 2 riuk 
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ësbtë e Toarabartë me S m oi c 1 e as masa m Q e barabartë me S m oi . Pra- 

i * 

ndej në mekanikë relativiste nuk vlenë ligji mbi ruajtjen e masës, 
sepse masa e trupit të përbërë nuk është e barabartë me shumën e ma- 
save të grimcave të veçuara të tij. Por, vlenë ligji mbi ruajtjen e ener- 
gjisë në të cilin paraqitet edhe energjia e qetësisë së grimcave. Ndryshi- 
mi A m 0 = m,, - 2 m„, i masës së trupit dhe grimcave përbërëse të tij 

I 

quhet defekt i masës, ndërsa madhësia A m 0 c 2 quhet energji e lidhjes 

së trupit. . , , .. 

Ligji mbi ruajtjen e energjisë së trupit i cili pushon ne sistem re- 

ferimi dhe zbërthehet në mënyrë spontane në masat m ol dhe m 02 të ci- 
iat lëvizin me shpejtësi v, dhe v 2 shprehet në formën 


m a c 2 = 


m ol c 2 



+ 


m 0± c 2 _ 



3Sfë -anën e djathtë të kësaj shprehje qëndron prodhimi i çdo njërës ma- 
së dhe c 2 të cilët shumëzohen me numrin 

1 


i cili është më i madh se 1, Prandej për rast të përgjithshëm mund të 
përfundojmë se 

m u ^ m 01 + m 02 + ... + m on 



3 


gjegjësisht 


m 0 > m 01 + m oz + . , . + m 0 „ 


prej nga për defekt të masës fitojmë 

fi 

m„ - (m„, +m M + ... + m m ) = m„ - 2 m oi > 0 

i 


vlerën pozitive. Kjo do të thotë se trupi ka veti të zbërthimit spontan. 
Në të kundërtën për trup stabil 

m Q < ( m ol + m o2 + . . . + m 0 „) 
defekti i masës është negativ. 


e) Funksionet e Lagranzhit dhe Hamiitonit në teori te relativitetit 

Fillojmë nga ekuacionet e përgjithsuara të Lagranzhit për lëvizje 

d dt ^ 0 

dt dX dx 
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dhe në mënyrë të ngjajshme për dy koordinatet tjera. Ky ekuacion du- 
het të jetë identik me ekuacionin e lëvizjes së pikës materiale në fushë 
të veprimit të forcës konservative 

dpx _ BU _ 

ku: U është potenciali i forcës. 

Duke i krahasuar gjejmë se 

bl 

~ Px — fUo yx ( 18 ) 


dhe 


dL __ d U 
dx Bx 

Shprehja e fundit tregon se pjesa e funksionit të Lagranzhit e cila nuk 
varet nga komponentja e shpejtësisë është e barabartë me ~ U. Që të 
fitojmë edhe pjesën tjetër e cila varet nga shpejtësia, duhet të integro- 
het (18) sipas komponenteve të shpejtësisë. 

/ m Q y x dx 

Meqë 


T = ( 1 ~^)“T 


dhe 


rrjedh se 


prandej 


g 2 _ __ 

c a c 2 




2x 

c 2 


dx 



-- d(l - S3 2 ) 
2 


ndërsa integrali do të ketë formën 

~ m L , ~~~~ f (1 - P 2 )” t d(l ~ p 2 ) -- (1 ~ p 2 ) y =- m 0 c 2 VI ~ P 2 
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Përfundojmë se Lagranzhlani për grimcë relativiste e ka formën 


rrtn c 


1 


U(x, y , z) 


(19) 


Punksioni i Hamiitonit njehsohet nga shprehja 

H = p x v x + pyV v + p?v z - L 

I zëvendësojmë shprehjet relativiste për komponente të sasisë së lë- 
vizjes 


Px = m 0 yv x p y - m 0 yv y p t - m 0 ^v z 


dhe fitojmë 

H = m 0 YV z — L 

Për Lagranzhian e shfrytëzojmë (19) 

H = m 0 yv z + m a c 2 — + U(x, y, z) = m 0 y c 2 /g 2 + -A + U(x, y, z) = 

r \ r / 


Pra, 


— m Q y c 2 (p 2 + 1 — t 8 2 ) + U(x, y, z) 


H = m 0 r c 2 + K7(x, y, z) (20) 

Anëtari i parë paraqet energjinë totale prandej 

H = E + U(x, y, z) (21) 

Në funksion të Hamiltonit të gjitha madhësitë duliet të shprehen në 
varshmëri prej koordinateve dhe komponenteve të sasisë së lëvizjes. 
Prandej energjinë totale duhet ta shprehim me ndihmën e komponen- 
teve të sasisë së lëvizjes në këte mënyrë. I ngrisim në katrorë, energji- 
në dhe sasinë e lëvizjes 


E z = m 2 0 r 8 c 4 


p z = m z 0 r v 


prandej 


E 2 - p z c z = m z 0 f c 4 



= m z 0 c 4 


prej nga 


E = V P 2 c 2 + m 2 0 & 


( 22 ) 
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Shprehjen e fituar e zëvendësojmë në (21) dhe fitojmë formën përfun- 
dimtare të funksionit të Hamiltonit 

H — V p 2 & + m 2 0 c 4 + U(x, y, z) (23) 

për pxkën materiale në fushë konservative në teori të relativitetit. 


10. PEOBLEMI I KEPLEEIT NE TEOEI TE KELATIVITETIT 

Do të shqyrtojmë lëvizjen e grimcës relativiste rreth qendrës tër- 
heqëse nën veprimin e forcës e cila është proporcionale e zhdrejtë me 
katrorkx e largësisë nga kjo qender. 

Forca e këtillë paraqitet në lëvizjen e planeteve rreth Diellit dhe 
njihet me ernrin problem i Keplerit. Përveç kësaj, ky problem paraqi- 
tet edhe për lëvizje të elektronit rreth bërthamës së atomit nese lëvizja 
përcaktohet me metodat e mekanikës klasike. Prandej për forcë do të 
marrim shprehjen 


/=- rr r ° (l) 

r 2 

Këtu me k e kemi shënuar konstanten e proporcionalitetit. Për lëvizje 
të planeteve kjo përmban masën e planetit dhe Diellit, apo në përgji- 
thësi trupit qendror, ndërsa për lëvizje të grimcës elektrike, sasinë e 
elektricitetit të qendrës tërheqëse dhe grimcës e cila iëviz rreth saj. 
Që të përfshijmë njëkohësisht të dy problemet këte konstant nuk do ta 
konkretizojmë. Forca (1) është konservative dhe potenciali i saj është 

U=- - (2) 

r 

Për njehsim të mëtejmë eshtë e preferuar që në vend të ndryshores r 
të paraqesim vlerën e saj reciproke në formën 

p= 1 (3) 

r 

ndërsa potenciali shkruhet kësisoji 

U ~ kp (4) 

Për energji kxnetike shfrytëzojmë shprehjen relativiste. Ajo është e ba- 
rabartë me -ndryshimin e energjisë së trupit në lëvizje dhe energjisë së 
qetësisë, Pra, 


T = 772 c 2 - m 0 c z 

dhe pasi që m ~ m 0 r 
do të jetë 
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T — m 0 c 2 (r “ 1) 

Ligjin për ruajtjen e energjisë e shkruajmë në këte mënyrë 

m«c 2 (Y - 1) — fep “ E 

prej nga 

Y * = | 1+ E + k ^ 


m.,c 2 

Që të zhvillojmë anën e majtë fillojmë nga përkufizimi i faktorit 

P ! = 'T 

c 2 

Shpejtësinë e zbërthejmë në komponente polare të rrafshit 

v 2 = f 2 + r'Y 

prandej 

Q2 -L ( r * + r^p a ) 

c z 

E paraqesim lidhmërinë në mes të r dhe <p në formën 

dr 




9 


dhe fitojmë 


Nga shprehja (3) kemi 


c z 


m' 

\d<o / 


dr = dr dp 
dy dp dç 


+ r 2 


1 dp 

p 2 d(ç 


ndërsa (8) do të jetë 


JL (dp\* + J. 

„4 \ / r.2 


(5) 


( 6 ) 


lp 4 l ck 


(7) 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


Duhet të eliminojmë kohën nga faktori 9* Lëvizjen të cilën po e sh^yr-- 
tojmë është lëvizje qendrore. E dijmë se per levizje te ketilla momen- 
ti i sasisë së lëvizjes është konstante. E shënojme me L dhe sipas per- 
kufizimit është 
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L— mv<?= 77i 0 yT(ç 


m 0 y<ç 


ndërsa për 9 fitojmë 


E zëvendësojmë në (10) 


|3 2 


9 


U 

m 0 2 x z c* 


JpL 

m 0 y 


dp 

d<p 


Faktori i fituar |3 gjendet në shprehjen 


1 -? 


k 
f 


ose 


y 3 = 1 + p 2 r 2 

E zëvndësojmë në këte shprehje vlerën (12) 


r 2 = 1 + 


u 


m 2 c 2 




Shprehjen e fundit e zëvendësojmë në ( 6 ). Do te kemi 


1 + 


U 

m<?c 2 


m ♦> 


1 + 


E + fep \ a 

■oC* / 


m, 


E derivojmë këte shprehje sipas 9 , 
V 

m Q z c 2 


(11) 


( 12 ) 


2 JtL *P + 2p *SL 

d<p dcp 2 dcp 


2 ( 1 + B+k p \ * je. 
\ m a c 2 / m 0 c 2 d<ç 


ose 


<fp _ km 0 

<V 9 1 ? 


\ m 0 c 2 / 


k 2 

+ P 


772 0 C Z / L 2 C 2 
E shkruajmë shprehjen e fundit në këte formë 


d 2 p 


- + /i_ _e_) p= Mk( 1 + _*^ 
dcp 2 \ L 2 c 2 / U \ m Q c 2 / 


(13) 


Shënojmë shkurtimisht me: 
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Mh. ^L\ 

V- \ m 0 c z ) 


= A 


dhe fitojmë ekuacionin diferencial 

-■^+tfp = A (14) 

d<p 2 

Ky ekuacion diferencial është jo homogjen. Ekuacionin gjegjës homo- 
gjen e zgjidhin funksionet trigonomefrike, prandej duhet të gjejmë edhe 
një xntegral partikularë të tij. Meqë ana e djathtë është konstante edhe 
integrali partikularë do të jetë konstant dhe e ka vlerën A/oy z për çka 
mund të hindemi lehtë duke e zëvendësuar ne (14). Integrali i për- 
gjithshëm i ekuacionit (14) është 

A 

p — C x cosa):<p + C 2 sinoocp + (15) 

co 2 

Njërën konstant të integramit e përcaktojmë ashtu që : boshtin polarë 
e vendosim në ate pikë të rrugës e cila është më afër qendrës tërheqëse. 
Në këte pikë e cila'quhet perihel, rruga është normale ndaj rreze vek- 
torit, prandej vlenë 


dhe nga (7) e (9) rrjedh 


Këte e njehsojmë nga (15) 


=— CjO) sincocp + C z oy cosaycp 
dcp 

për ç = 0 dhe “• ~ 0 fitojmë vlerën 
dcp 


v,- = r 0 



dco 


C a = 0 


Konstanten tjetër e shënojmë me 



dhe (15) do të këte formën 

1 A 

P — -A- ss — - (1 + £ coscoq?) 
c o z 


r 
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ose 


= _A _ 

H* G cosoxp 

Që të përcaktojmë kuptimin gjeometrik të këtij rezultati do të shënoj- 
më me 

$ ~ CDCp 

dhe për (16) do të kemi 

co 2 

1 4- £ C0S<1> 

Ky është ekuacioni i elipsës periheli i së eilës fitohet për 

$ = 0, 2tu, . . . n • 

Prandej periheli i parë gj endefc për këndxn 


(16) 


(17) 


(18) 


ose 

Periheli tjetër fitohet për 


= 0 




ose 




Pasi që ne shprehjen e perkufizimit për oo 
shihet se gjithmonë 

<o < 1 

periheli tjetër gjendet për 
^ > 2iz 

Pra, periheli i elipsës zhvendoset gjatë ko- 
hës së një rrotullimi të plotë për këndin 



Prandej, grimca relativiste lëviz rreth qe- 
ndrës tërheqëse nëpër elipsë, hoshti i madh 
i së cilës lëviz ngadalë ashtu që periheli i 
saj pershkruan vijë rrethore. Themi se pe- 
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rlheli kryen precesion rreth qendrës tërheqëse. Rruga e shikuar nga sis- 
temi i palëvizshërn e ka formën e rrozetës sikurse tregon fig. 169. 

Precesioni i perihelit është diktuar te lëvizja e planeteve rreth Die- 
Uit. Vierën më te madhe e ka planeti i Merkurit i cili gjendet me se 
afërmi nga Dielli. Kjo vlerë është 43" gjatë një shekulli. Nëse zevende- 
sohen vlerat numerike për këte planet në njehsimin e meparshem fito- 
het vlera 7". Përputhshmërinë në mes të vlerave të vrojtuara dhe teo- 
rike e paraqet teoria e përgjithshme e relativitetit. 

Në teorinë e Bohrit për atom të hidrogjemt, Zomerfeldi e shfryte- 
zojë njehsimm e mëparshëm për shpjegimin e strukturës së imtë të vi- 
jave spektrale të hidrogjenit. 


IX. VEKTORËT KATËRDIMENSIONALE (4 — VEKTORËT) 
a) Përkufisimet themelore 

Në fizikë zakonisht shfrytëzohen vektorët në hapësirën tridimen- 
sionale. Këta vektorë mund të zhërthehen në tri komponente në kahje 
të tri boshteve të koordinateve. 

Dituritë e njohura për vektorë shumë lehtë mund t’i zgjerojmë për 

hapësirën katërdimensionale, Të mendojmë se në hapsirën katërdimen- 

sionale i kemi vendosur katër drejtëza në mes veti normale për boshte 

— > — > 

të koordinateve. Vektorët unitarë të këtij sistemi i shënojmë me a u a z 
a 3 dhe ose shkurtimisht në formën au ; j.t - 1, 2, 3, 4. Çfarëdo vektori 
A i ka katër komponentet e , veta 

( A i) 

A 3 

\aJ 


dhe mund ta shkruajmë me ndihmën e vektorëve unitarë 


A — CJjAj 4“ a^A z "I - a 3 A 3 4" a^A^ 


( 1 ) 


ose shkurtimisht 


A — )] ap- A\>- 

}i«/ 


(la) 


Për ndryshim nga vektorët në hapësirën tridimensionale, vektorët në 
hapësirë katërdimensionale i quajmë kuadrivektorë ose 4 — vektorë. 

Mbledhja dhe zbritja kryhet në mënyrë të ngjajshme sikurse për 
vektorë të zakonshëm por këtu paraqitet një anëtarë më tepër. Pra, 
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B + A~ Z ajx ( B\i + A\\) (2) 

}A V.v / 

Gjithashtu mund të përkufizojmë prodhimin skalarë të dy 4- vektorëve 

' » 4 

B A = £ Bv- Ay. (3) 

i *-/ 

Nëse prodhimi skalarë i dy 4~ vektorëve është i barahartë me zero atë- 
here ata qëndrojnë në mes veti normal. Nëse 4~ vektori shumezohet 
me vetvehten, fitojmë katrorin e vlerës absolute të tij 

= £ BV (4) 

Faktin se dy vektorë unitarë të sistemit koordinat janë normal e shpre- 
him në mënyrën 


| 0 për |.t =5* y 

1 1 për jji ~ v 


(5) 


Prodhimi vektorial në hapësirën katërdimenzionaie nuk është vektor 
por tenzor, sepse i ka 6 komponente e jo 4. Shkruajmë 


B X A~ { 1 B% Bz \ 

A 2 A z AJ 

Nga kjo matricë mund të ndërtojmë gjashtë kombinime 
shtylla të cilat i marrim si determinante 


( 6 ) 

me nga dy 


(Bxi) ia 
(B x A) 1S 


(B x A) m 


A 

Bz \ 
A, \ 

B^A 2 

B z Ai 

A 

Bn l 

A * 1 

= B t A* - 

~b z a 


B a B 4 

3 ;!=M"5A 

At A< j 


(7) 


Lehtë është të kuptojmë se kemi gjashtë këso kombinime. Të përkuj- 
tojrne se në mënyrë të ngjashme përcaktohen edhe komponentet e pro- 
dhimit vektorial në hapësirën tridimensionale. Por në ate hapësirë kemi 
vetëm tri determinante, prandej kemi mundur t’i paraqesim si vektorë. 
Nese përkujtojmë se prodhimi vektorial në hapësirën tridimensionale 
perkunzohet si sipërfaqe e orientuar, atëherë komponentet e tij para- 
qesm projeksionet e asaj sipërfaqs në rrafshe koordinatesh, prandej 
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prodhiihi vektorial i lca tri komponente. Në hapësirën katërdimensiona- 
le ndonjë sipërfaqe të orientuar mund ta projektojmë në gjashtë rraf- 
she të koordinateve dhe nga këtu kuptohet se prodhimi vektorial ne 
këte hapësirë i ka gjashtë komponente. 

Në hapësirën e tridimensionale, kur vektori lshte funksion 1 vendxt 
e kemi përkufizuar operatorin nahla me komponente të harabarta me 
derivatet parciale sipas koordinateve. Në mënyrë të ngjashme edhe ne 
hapësirën katërdxmensionale mund të përkufizojmë operatorin vekto- 

rial nabla 


□ 



+ a 2 


d 

dx 2 





( 8 ) 


Kur ky operator vepron në funksion skalarë prej 4 koordinatesh, fitoj- 
më gradientin katërdimensional 


grad t]> == □ cp - 


a<!> 

CKv 

az v 


(9) 


Nëse ky operator vepron në 4~~ vektorë fitojmë divergjencën katërdi- 
mensionale 



( 10 ) 


Mund të marrim se ky operator vepron në 4- vektorë në formë të pro- 
dhimit vektorial. Fitojmë rotorin katërdimensional 


—4 

rot A - 


□ x A = 


J d_ JJ 

dx z dx z dXt 

A± A 2 A 2 A^ j 


(11) 


Komponentet e këtij rotori janë 


(rot AV 


3Ay _ dAp, 
a^v 


( 12 ) 


Botori në hapësirën katërdimensionale është tenzor antisimetrik me 
gjashtë komponente, 

Në mënyrë të ngjajshme sikurse në hapësirë tridimensionale, për 
Laplasian në hapësirë katërdimensionale e pëx'kufizojmë opeiimin 


4 



V 


□ 2 4 > = 


(13) 
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Sikurse shihet nga kjo që u cekë deri tani, për 4- vektorët vlenë për- 
gjithësimi i madhësive në hapësirën tridimensionale. Vienë të ceket se 
sipas -konvencës së Ajnshtajnit nuk duhet shkruar shenjën e shumës, të 
të cilën do ta respektojme edhe këtu. 

Le të jenë (x lt x 2 , . . , , x n ) dhe (x'i, x \, . . . ,x' n ) koordinatet e të njëjtës 
pikë në dy sisteme të hapësirës n — dimensionale, në mes të cilave ek- 
ziston relacioni i formës 

tt (X u X 2t ...,X n ) (14) 

dhe supozojznë se mund të zgjidhen sipas koordinateve të vjetra 

(x i, x 2 , . . . , x' n ) ( 15 ) 

Këto shprehje përkufizojnë transformimin e koordinateve nga niëri 
sistem në tjetrin. J 

Si më të rëndësishme te cekim transformimet lineare homogjene 

~ 6 |iv x )t (16) 

lcusipas konvencës së Ajnshtajnit nuk e shkruajmë shenjën për mble- 
anje Ketu me h^ v i kemi shënuar koeficientët gjegjës të transformi- 
mit. Në (16) shuma kryhet nga 1 deri në n sipas v, ashtu që për çdo |ji 
merret nga 1 deri në n. Për hapësirën 4 dimensionale shprehia (16) e 
ka formën 


X'i* 

~ ^\\Xi 6^X2 &13X3 4 * &i 4 X 4 

(IA = 

= 1,V- 

1 , 2 , 3 , 4 ) 

*.<. 2 ~ 

hjjXi 6 22X3 "I - X3 4 624X4 


= 2 , v - 

: 1 , 2 , 3 , 4 ) 


= & 31 Xi + b 3z x z + h 33 x 3 4 b u x. 


= 3,v- 

1 , 2 , 3 , 4 ) 


~ + ~b\%X z 4 - 643X3 4 644X4 


= 4, v = 

1 , 2 , 3 , 4 ) 


Të mendojmë grumbullin prej n madhësive A |t , Nëse këto madhësi 
gjate transformimit të koordinateve (14) transformohen sipas ligjit 


ku sipas konvencës së Ajnshtajnit kuptojmë 
v, grumbulli A v . quhet vektor kontravariant. 
homogjene (16) kemi 


mbledhjen sipas indeksit 
Për transformime lineare 


dx* it 


= h 


v» 


dhe shprehja e mëparshme do të ketë formë të thjeshtë 

A' p — bjtv A v 

Transformimet inverze shprehen në formën 




A' 

dX\ 
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Nëse kemi n madhësi A t , të cilat transformohen sipas ligjit 


dx v 
Bx 


(18) 


ky grumbull quhet vektor kovariant. Transformimet inverze shprehen 
në formën 


dxp 

Duhet cekur se grumbulli i n madhësive paraqet vektor, vetëm nëse 
ato madhësi transformohen sipas njërit prej ligjeve -të cekura, Ne te 
kundërtën grumbulli në përgjithësi nuk paraqet vektor. 

Nga shprehja për diferencial total të koordinateve 


eteV =- dX '' 1 etav (jx. v = 1,2 n) 

dxv 

mund të përfundojmë nga (17) se ky grumbull transformohet sipas li- 
gjit të velctorëve kontravariant. Si shembull tjetër mund të cekim gru- 

mbullin e derivateve parciale të skalarit sipas koordinateve . Sipas 

oX jt 

rregulles së derivetit të përbërë kemi 


dy ___ 

dx't axv dx'v 


dhe transformimet inverze e kanë formën 


3<p _ 9*^1. 

dx\ dx^ 

dhe nga (18) kuptojmë se kjo bashkësi është vektor kovariant. 


b) Invarianca dhe kovarianca e ekuacioneve në fizikë 

Një madhësi quhet invariante në fizikë nëse nuk e ndërron vlerën 
gjatë transformimit të koordinateve. Themx se ajo është invariante ndaj 
atij transformimi të koordinateve. Në mekanikën jo relativiste madhesi 
e këtillë është largësia në mes të dy pikave në dy sisteme për te cilet 
vlejnë transformimet e Galileut, Ndërsa, në fizikën relativiste intervali 
hapësirorë — kohorë është invariant ndaj transformimeve të Lorencit. 
Këte edhe e kemi vërtetuar matematikisht. 

Ekuacionet të cilat gjatë transformimit të koordinafceve mhesin të 
pa ndryshuara në ate mënyrë që anëtarët e tyre mbesin invariant qu- 
hen ekuacione invariante. 

Ekuacionet të cilët edhe pse anëtarët e tyre nuk janë invariant por 
ata transformohen sipas ligjeve të njëjta quhën ekuacione kovariante. 
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12. PARAQITM KAT^BDIMENSIOK ALE E- MEKANIKE^ 
RELATIVISTE 

a) Transformimi i 4- vektorit 

Në teori të relativitetit, gjatë kalimit nga një sistem inercial në tiet- 
rin, paraqitet shprehja 


x z + y z + z 7. 


c z t* 


( 1 ) 


si invariant themelore, sepse shpejtësia e dritës në të gjitha sistemet 
eshtë e barahartë. 

Sikurse e kemi cekur edhe më parë, Minkovski propozoi idenë e 
paraqitjes së koordinateve katërdimensionale 


Xi = X 

x 2 ^y 
x d =^z 
Xi — ict 


( 2 ) 


dhe invarianta themelore do të ketë formën e; thjeshtë 

^ + + ^ (3) 

Prandej duhet pritur që shprehjet në teori të relativitetit do te marrin 
forme të thjeshtë, nëse në vend të koordimateve dhe kohës, paraqiten 
koordmatet katërdimensionale (2). Kësisoji fitojmë një kontinum ka- 
terdimensxonal i cili njihet si hotë e Minkovskifc. Çdo pikë e këtij kon- 
tinumi paraqet një ngjarje, sepse në vetveti përmban edhe të dhënat 
për pozitën në hapësirë por edhe kohën e ndodhjes së ngjarjes. 

Duke njohur matricën e Lorencit (XXII.8.14) çdo 4- vektor A 
mund ta transformojmë nga një sistem inercial në tjetrin. Le të ketë 
në sistemin 0 4— vektori këto komponente 


a~ A- 


(A) 

A 2 

a 3 

\aJ 



Komponenfcet e këtij 4 — vektori ne sistemin O' i fitojmë nga shprehja 


fA',' 


{ r o o 


(AA 

A\ 


o 

o 

o 


a 2 

A '> 


0 0 10 


A 3 

\A\) 


V-i^Y 0 0 v ) 


\aJ 


ashtu që pas shumëzimit do të kemi 
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A' x — yCAi + i gA 4 ) 

A' Z ^A Z (4) 

A ' 3 ~ 

^L' 4 “ Y(-4* ~ * P-^i) 

Këto janë shprehjet për tansformimin e komponenteve të 4 — vektorit. 
Transformimet inverze fitohen sikurse edhe në rastet e cekura më parë. 


b) 4 — vektori i shpejtësisë 

Vektori i pozitës së ndonjë pike në botën e Minkovskit përkufizo- 
het në formën 


x 5 i ~(r>ict) (5) 

Në hapësirën tridimensionale, vektori i shpejtësisë fitohet duke i de- 
rivuar komponentet e vektorit të pozitës sipas kohës. Por, koha dt nuk 
është invariante ndaj transformimeve të Lorencit. Për këte arsye shfry- 
tëzojmë kohën vehtjake të sistemit dt 0 . Nga ( XXII. 8.21 a) kemi 

dt 0 ^adt~ dt (6) 

■ Y 

Prandej 4 — vektorin e shpejtësisë e përkufizojmë si derivat të 4 — vek- 
torit të pozitës sipas kohës vehtiake. Këtu shpejtësia e sistemit 0' është 
e barabartë me shpejtësinë e grimcës 

U„ = &! ' (7) 

dt 0 

I shqyrtojmë komponentet e këtij 4 — vektori. Do të kemi 

_ dx i 


ose 


dx 

Ui = y - ’x x sepse x 
dt 

dhe në mënyrë të ngjajshme fitojmë edhe dy komponentet 

Tri komponentet e para të 4 — vektorit të shpejtësisë i quajmë kompo- 
nente hapësirore dhe shohim se janë proporcionale me komponentet e 
shpejtesisë së zakonshme, ,E njehsojmë edhe komponenten e katert. 
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u 4 


dx 4 

... -.1 = 2 C 
dt n 


M 

dt 


tyc 


Shihet se kjo komponente është imagjinare dhe proporcionale me 
shpejtësinë e dritës. 

Për intensitet të 4 — vektorit të shpejtësisë litojmë 

U\ + u\ + u\ + u\ = r a [(i* + V 2 + s 2 ) “ c 2 ] =- c 2 


C 2 

që paraqet invariantë në botën e Minkovskit. 


c) 4 — vektori i impulsit 

Me ndihmën e 4 — vektorit te shpejtësise mund të përkufizojmë 
4 — vektorin e impulsit 

P s * - m 0 

Komponentet hapësirore të tij janë 

Pi = m 0 u y = m 0 yx = m o: (9a) 

Pz^my 

Pt-mz 

identike me komponentet e impulsit në hapësirën tridimensionale. Kom- 
ponentja e katër është 


Pa - m Q u 4 -i xcm 0 = 
dhe meqe E = mc 2 fitojmë 


77Z c 2 
c 





(9b) 


Shihit se komponentja e katër e 4 — vektorit të impulsit është propor- 
cionale me energjinë totale të grimcës. Këte lidhmëri do ta shqyrtojmë 
më gjërësisht nën e) 


d) 4 — vektori i nxitimit 
Sipas shprehjes së përkufizimit 

w = du\x 

' ” ■ dt 0 

për komponënte të 4 — vektorit të nxitimit kemi : 
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= §Ë>. M. =v Mf*>- = Y * fx + r* 


W ' dt„ dt dt„ 


dt 


dhe në mënyrë të ngjajshme 


w 2 ~ Y 2 


W 3 = Y 2 


y + r 


2 Miiv) 


2 + Y 


2 g 




dt 0 dt 0 


{i y c) 




di 

dt dt 0 

ivv c 
t ° 


Y “ Y c) 
dt 
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( 10 ) 

( 11 ) 

(12) 


(13) 


Katrori i nxitimit është 


V)'\ + W z z + W 2 3 + id 2 a > 0 (H) 

Tani mund të fitojmë një përfundim shumë të rëndësishëm për pozi- 
tën reciproke të 4 — vektorit të shpejtësisë dhe 4 vektorit të nxiti- 
mit. E dërivojmë shprehjen (8) sipas t a . Fitojmë 

du > = 2u, &*- = 0 
dto dto 

dhe meqë sipas përkufizimit të 4 — vektorit të nxitimit 


V)^ 


du> i 
dt 0 


fitojmë 


u lx w>, = 0 


(15) 


ose 


U X U) i + u 2 w z + U{W 2 + U A Wt - 0 

Në mënyrë të ngjajshme sikurse në hapësirën tridimensionale edhe 
këtu mund të përfundojmë se 4 — vektorët e shpejtësisë dhe nxitimit 
gjithmonë qëndrojnë normal njëri ndaj tjetrit. Duhet theksuar se ky 
lloj ortogonaliteti nuk mund të konkretizohet gjeometrikisht në formë 
të dy segmenteve ortogonale, sepse asnjëri prej tyre nuk mund të pa- 
raqitet gjeometrikisht me një segment të orientuar. 
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e) 4 — vektori i energjisë dhe impulsit 

Do të përkufizojmë forcën 4 — dimensionale e njohur si forcë e 
Minkovskit, në formën (shpejtësia e sistemit 0' është e barabartë me 
shpejtësinë e grimcës. 


Fh 


dp^ d , 

— - = — ' (m 0 u, K ) 
dt Q dt 0 


(16) 


Koha t 0 nuk varet nga sistemi i referimit. Komponentet e forcës së 
Minkovskit janë: 








§PI _ 

- m 

dt 


d 


dt 

dt 0 

T 

dt 

_ 


dt . 

“ Y 

d 

dt a 

df 


dt 

dp, _ 

. 

cff 

- V 

d 


df 

dto 

dt 

dp, = 

. dp, 

dt 

= T 

d 


df 

dt Q 

dt 


(17) 


(i c m 0 y) 


Shihet qartë se komponentet hapësirore të forcës së Minkovskit nuk 
përputhen me komponentet e forcës së zakonshme në hapësirën tri* 
dimensionale. Nga (XXII .9 ,7) për forcë të zakonshme relativiste kemi 

dt 

ku t është koha në sistem të referimit ku studiohet iëvizja. Nëse këte 
forcë e projektojmë në boshte të koordinateve kënddrejta do të gjej- 
më komponentet e saj 


(m 0 fx) 


F v 


d_ 
dt 
d , 

— (m 0 yy) 
dt 


d 

dt 


(m 0 yz) 


dp x 

dt 

dpy 

dt 

dPz 

dt 


(18) 


Nëse i krahasojmë komponentet e forcës së Minkovskit nga sistemi 
(17) me ekuacionet (18) mund të diktojmë lidhmërinë në mes tyre. 




y-i 


F, 


(19) 


etj. 
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: Relacionet (16) janë invariante në lidhje me transformimet e Lo- 
rencit, prandej në të njëjtën formë paraqiten edhe në sistemin O'. Pra, 

P'„ = - ft - = - d - (m 0 u\) 
dt a dt 0 


Për v « c këto shndërrohen në ekuacionet e njohura të mekanikës jo 
relativiste, prandej quhen ekuacione të dinamikës relativiste. 

Nëse (16) e shumëzojmë me4- vektorin e shpejtësisë dhe 
shfrytëzojmë (15) do të fitojmë 


U v 


< Km 0 U p) 
dta 


= Fp % = 0 


ose 


UyF i + u 2 F z u$F 3 "t Ut\F 4-O 

I zëvendësojmë komponentet e 4 — vektorit të shpejtësisë 


Fj yx + F t yy + r^ + icr = 0 
Nga shprehja (19) dhe dy shprehjet e ngjajshme fitojmë 
F x y 2 i + F y fy + F z y 2 s =- ic F 4 r 


(20) 


ose 



prej nga fitojmë komponenten e katërt të forcës së Minkovskit 


F 4 


E harazojmë komponenten e 
kemi 

r ” (zm 0 cr) 


iFv 



katërt të sistemit (17) me (21) dhe 





( 21 ) 
do të 



(22) 


prej nga fitojmë 
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Ana e djathtë e barazimit paraqet punën e kryer të foreës në njësi 
kohe mbi grimcën, ndërsa në anën e majtë kemi ndryshimin e ener- 
gjisë në njësinë e kohës, prandej energjia e plotë e grimcës është 



Po këte shprehje e kemi fituar në (XXII.9.15) por me ecuri tjetër. Më 
në fund do të tregojmë se si transformohen komponentet e 4 — vekto- 
rit të energjisë dhe impulsit gjatë kalimit nga një sistem inercial në 
tjetrin. 

Supozojmë se sistemi 0' lëviz në mënyrë të njëtrajtshme drejtvi- 
zore ndaj sistemit 0 me shpejtësi v. Për këte shfrytëzojmë shprehjet 
(4), (9a) dhe (9b). Komponentet e 4 — impulsit mun d t'i shkruajmë 
në formën 


Pitojmë 


3 % = 


(px, p y , Vz, i 

V c I 



ose 



P/ = Vy> Vz' = Pz, E' = 


E-v p x 



(23) 


Transformimet inverze të ekuacioneve (23) fitohen në mënyrë të lehtë 
nëse madhësitë me apostrof zëvendësohen me madhësitë pa te dhe 
shpejfcësia e ndërron parashenjën. 
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13. PARAQITJA KATËRDIMENSIONALE E ELEKTRODINAMIKES 


a) Ekuacioni i kontinuitetlt 


Në bazë të dhënave eksperimentale sasia e elektricitetit nuk varet 
nga sistemi në të cilën ajo matet. Për sasi të elektricitetit vlenë shpre- 
hja 


dq~ pdx ( 1 ) 

ku p është dendësia e elektricitetit. Elementi i vëllimit gjatë kalimit 
nga një sistem në tjetrin ndërron sipas shprehjes 



ku me dx 0 e kemi shënuar elementin e vëllimit vehtjak, iNga (1) fi- 
tojmë 

dq — ap dx 0 

Për sistem në të cilin elektriciteti pushon vienë 

dq po d/X 0 


prej nga përfundojmë se 



Kjo formulë shpreh lidhmërinë në mes të deiidësive të elektricitetit në 
sistemin inercial lëvizës dhe sistemin në të cilin elektriciteti pushon. 

Për 4 — vektorin e dendësisë së rrymës, në mënyrë të ngjajshme 
sikurse në hapësirën e zakonshme kemi 

jx = PoUii 

ku me u e kemi shënuar 4 — vektorin 
hapësirore, të këtij 4 — vektori janë 

h ** ii “ poU x - «p 

h - h *= 9oV. 

jz “ 7*3 P® 

identike me komponentet e dendësisë së rrymës në hapësirën tridimen- 
sionale. Komponentja e katërt është 

ji - p<> «« = <xp yic ~ pic (5) 

imagjinare dhe për nga madhësia e barabartë me prodhimin e dendë- 
sisë së elektricitetit dhe shpejtësisë së dritës. 


(3) 

e shpejtësisë. Tri komponentet 
sepse “ 1 
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Ekuacioni i kontinuitetit në eiektrodinamikë, në hapësirën tridi- 
mensionale sipas (XIV.3.1) është 

do 

+ div j ~ 0 (6) 

ot 

Nga (4) dhe (5), për dendësi të rrymës në botën e Minkovskit mund 
të shkruajmë 

h = 1» pic) 

ndërsa (6) do të ketë formën 

= o n = 1 , 2, 3, 4 

ku x A = icl Edhe këtu nuk e shkruajmë shenjën e shumës 2 duke zba- 
tuar konvencën e Ajnshtajnit. 

Duke zbatuar shprehjet (XXII.12.4) për transformim të çfarëdo 
4 — vektori do të kemi për transformim të 4 — vektorit të dendësisë 
së rrymës 

ix' = Y + cp) 
i? = h 

iz = iz 

icp' = rdcp “ i fii x ) 


ose 



iy' iy 
iz' = u 


7) 



Kuptojmë se edhe kur nuk ekziston rrjedhje e rrymës në njërin sis- 
tem, në tjetrin trupi nuk do të jetë neutral. 


b) Poiencialet elekiromagnetike 

Kemi mësuar se burimet e fushës elektromagnetike janë dendësitë 
e elektricitetit të shpërndarë dhe dendësitë e rrymës, Më parë mësuam 
se interpretimi katërdimensional i bashkon këto burime në 4 — vekto- 
rin e dendësisë së rrymës elektrike 
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Kë elektrodinamikë kemi treguar gjithashtu se potencialet e fu- 
shës elektromagnetike janë të lidhur me burime të fushës. E dijmë 

se ekzistojnë dy potenciale: vektorial A dhe skalar V. Për komponen- 
te të potencialit vektorial në boshllëk vlejnë ekuacionet diferenciale 

A A- — (7) 

c' dt 

dhe 

AV _ _1. 9!IL = _ _£_ =- [lo c 2 p (8) 

C 55 dt 2 £o 

sepse nga c 2 = — rrjedh * ™ |x 0 c 2 . 

SclP'O 

Në anën e majtë të ekuacionit (7) gjenden komponentet hapësiro- 
re të 4 — vektorit . Në ekuacionin tjetër djathtas mund të fitojmë 

i 

komponenten kohore itë 4 — vektorit (5) nëse e shumëzojmë me — 
Fitojmë 

A v'i -- -- -- - { -- v) =- (i„ (i p c) (9) 

\ c / c z dt z \ c / 

Prandej mund të ndërtohet 4 ™ vektori i potencialit elektromagnetik, 
tri komponentet kohore të të cilit janë të barabarta me komponentet 

e potencialit vektorial, ndërsa komponenta kohore është ^ V. Pra, 
4 — vektori i potencialit i ka komponentet 

Af. = (a» A,, vj (10) 

Ky 4 — vektor në veivete i bashkon të dy potencialet e fushës elektro- 
magnetike. Ekuacionet (7) dhe (8) me ndihmën e tij mund t’i shkru- 
ajmë’ në formën 

AA,. — 1 ?- A * — (11) 

c 2 9t 2 


Në anën e majtë në vend të kohës e paraqesim koordinatën e katërt 
kësisoji 
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dhe 


d* o d 2 

=— <? ose 

dt 2 dx\ 


i a 2 . 

c 2 dt 2 


d * 
dx\ 


ndërsa ekuacionet (11) i shkruajmë në formën përfundimtare 

d^A^ 
dx\ 




( 12 ) 


Kjo është forma (XXII. 11.13) por nuk është shkruar shenji i shumës 
sipas konvencës së Ajnshtajnit. Mbledhja kryhet sipas v. 

Duke shfrytëzuar 4 — vektorin e potencialit (10) konditën e Lo- 
rencit (XIV.11.3) 


ose 


div A + e 0 [jt 0 


div A + 


^•=0 

dt 


dv 

dt 


— - 0 


(13) 


mund ta shakruajmë në këte formë 


Mi + M>: + Mi + _ 

9* 9 y dz 


H *) 


J 

C 

d(ict) 


0 ose 


Ml 

dX tl 


0 


(13a) 


Ka ngelur të përcaktojmë lidhmërinë në mes të intensiteteve të vekto- 
rëve të fushës dhe 4 — vektorit të potencialit. E dijmë se në hapësirën 
tridimensionale kjo lidhmëri shprehet në formën 

— > 

B — rot A 
E~~- A- grad V 

I përcaktojmë komponentet dhe i shndërrojmë në komponente të 4 
— vektorit 


B, 


B, - - 


B 7 


a a z 

dAy 

3A, 

- J4 ; 

= ( rotA lx ) 

dy 

9 2 

dXi 

9* s 

9-4 _ 

dA z 

dA, 

dA$ 

~ (rot A,,) ; 

32 

dx 

9*8 

BXi 


9 A, 

dAx 

94 . 

dA, 

= (rof Ari) ; 

dx 

dy 

3Xi 

dx% 
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E v 


dA x _ 


< ic ^ 

_ c 3 A 4 

. ( 3 A* 
= ic 

_ Ml) 

— ic ( rot A, iL ) 

3 1 

dx 

dX t 

i dx x 

\ dXi 

dxj 


d_Aj _ 

av = 

-ic ^ - 

c dA 4 

= icpA 

dA,) 

| = ic (rotA {l ) : 

3 1 

3 y 

■ dx* 

i dx z 

Vax 2 

3 xj 


§A f _ 

dV ^ 

l 

«1 

0 

'<S> 

1 

. ? M* 

= ic I - — 


= ic (rot A^) 

3 1 

dz 

dx t 

i dx z 

\dx z 

dxj 



E 7 


Shohim se gjashtë komponentet e fushës mund të shprehen si rotor i 
4 — vektorit të potencialit. E dijmë se rotori i 4 — vektorit është ten- 
zor Nga rangu i tenzorit dhe numri i komponenteve kuptojmë se ky 
tenzor është antisimetrik. E shënojmë me $ këte tenzor të fushës dhe 
i përkufizojmë komponentet e tij kështu 


$ 


{iV 


l 

O 

B z 


- E x 
c 

-B z 

O 


- 

c 

By 

~B X 

0 

- 

c 

“ E x 

\ c 

- £ v 

c 

1 

c 

O 


(14) 


Ky tenzor quhet tenzor i fushës elektromagnetike dhe i hashkon inten- 
sitetet e fushës elektrike dhe magnetike që tregon se këto janë re- 
ciprokisht të lidhura. 

c) Ekuacionet e Maksvelit 

Në hapësirën tridimensionale dhe boshllëk ekuacionet e Maksvelit 
e kanë formën 


rot + SojAo 


dE_ 
d t 


rotE =‘ 


dJB 
3 1 


(15) 


dlvE 


A. 


div B = 0 

Për formulimin e këtyre ekuacioneve në hapësirën katërdimensionale 
e paraqesim grumbullin e madhësive nga (XXII. 11 .12) 
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x, — &Av d-Aji 

*■" m> 
E derivojmë këte shprehje sipas x w dhe fitojmë 

9<£[iv d z dAv 

— ~ L ( 17 *) 

axv dxp a*» a^ 2 v 

Shfrytëzojmë shprehjet (12) dhe konditën e Lorencit (13a). Do të ke- 
mi, pasi që anëtari i parë i anës së djathtë është i harahartë me zero 
Mbledhja hëhet sipas v, 

adv 

(18 ) 

Shprehja e fundit paraqet ekuacionin e parë dhe të tretë të Maksvelit 
në hoshllëk në formën katërdimensionale. 

E derivojmë shprehjen (16) sipas kua#(i,v dhe^ fitojmë 


0'^jtv __ 

d 2 A v 

- 014* 

dXrs 

asi> ax 3 

axv ax. 

xk do të gjejmë 


= 

d'A, _ 

d‘Av 

dx ,i 

9xv 9x,, 

axv axv 

„ 

_a , 4 f _ _ 

a 2 A„ 

1 

> 

H 

ro 

dXcdXv 



I mhledhim dhe fitojmë formën katërdimensionale të ekuacionit të 
dytë dhe të katërt të sistemit (15) 


cl ) T ranst'ormimi i komponenteve të f ushës elektrike clhe magnetike 
Çfarëdo tenzori antisimetrik për të cilin vlenë 

=~A v ,l (20) 

gjatë transformimeve të Lorencit i ka këto komponente 

A- 12 Y(Ai% i ) t A i3 Y(Ai3 i j3i4 34 ), A'^ — A H 

A' 23 - A^, A'm = r(Au + % jb4 I2 ), A ' 34 - y(A Si + l jl4 ls ) (21) 

Shihet se këta tenzor i kanë vetëm gjashtë komponente të pavarura sep* 
se nga (20) për v — jr A^— 0. E dijmë se komponentet e fushës elek- 
tromagnetike (14). Për të mundur më lehtë tl lexojmë komponentet 
gjegjëse do të shkruajmë tahelën 
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A IZ 

a 12 

A \ 

-«•14 

Azi 

A zz 

a 2 $ 

■ 4.24 

An 

A 3Z 

■ 4.33 

■ 4-34 

\ 

Ai Z 

4-43 

4.44 / 


( 22 ) 


Nëse e krahasojmë (22) me (14) shihet qarfcë se për v = ç f = 0. 
Duke i krahasuar komponentet gjegjëse të (22) dhe (14), për (21) do 
të kemi 





- * E z + i V ( — B y ) 
c c 



Prej nga fitojmë shprehjet e transformimit të komponenteve të fushës 
elektrike dhe magnetike. 


E'x — E'y 


Ey V r»/ 

■'J _■ , & z 


1 - 


E, + v B v 


By + 


E* 


B, “ 




5-^ 


= B xy B'y 


B' 


v z 

c z 


(23) 


Nga këto shprehje shohim se gjatë transformimit të komponenteve të 
fushës nga një sistem inercial në tjetrin komponentet në kahje të lë- 
vizjes reciproke të sistemeve mhesin të pa ndryshuara ndërsa tjerat 
transformohen ashtu Që çdo komponent e njërit vektor përbëhet nga 
komponentet e të dy vektorëve. Shihet gjithashtu, edhe nëse në ndonje 
sistem inercial nuk ka fushë elektrike apo magnetike, në sistemm tje- 
tër do të paraqiten. 
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14. hmiZSA E GKIMCËS SE ELEKTRIZUAR NE FUSHE 
HOMOGJENE ELEKTRIKE 

Për lëvizje të grimcës së elektrizuar në fushë elektrike dhe mag- 
netike vlenë ekuacioni i lëvizjes 


d 

dt 


( m Q v \ 



— e E + e(v x B) 


( 1 ) 


Këtu me v e kemi shënuar shpejtësinë e lëvizjes së grimcës. Duke mos 
u thelluar në vërtetimin rigoroz, cekim se forca e Lorencit, përkatësisht 
forma e saj është në pajtim me ligjet e përgjithshme të transformimit 
në teori të reiativitetit. Këtu do të bëjmë krahasimin e shqyrtimit dhe 
rezultateve të lëvizjes së .grimcës së elektrizuar në fushë homogjene 
elektrike në aspektin jo relativist dhe relativist. Nëse fusha është e ori- 
entuar në kahje të boshtit 2, ndërsa grimca e elektrizuar lëviz në kahje 
të boshtit x t normal ndaj drejtimit z nga (1) do të kemi 


dimvx) 

dt 


d(m 3> =e£ 

dt 


( 2 ) 


prej nga fitojmë ekuacionin e rrugës (XXIII.12.11) të shqyrtuar në 
aspektin jo relativist 


Në trajtimin relativist të të njejtit problem duhet të merret ne konsi- 
derim se masa në ekuacionet (2) ndërron me shpejtësinë e lëvizies së 
grimcës. Nga (2) kemi 


p x ~ Vo dhe p z — e Et 


(4) 


ku 
t = 


® kemi shë^nuar sasinë e lëvizjes së grimcës në momentin 
0. Nga shprehja (XXII.9.22) për energji totale të grimcës kemi 


W = c^/m 0 c 2 + p 2 (5) 

Këtu jemi të detyruar të përdorim simbolin W për energji që të mos 
e ngatërrojmë me komponenten e fushës elektrike E. 

Nga (4) fitojme 


P z = PV + p*z = p\ + (e E t ) 2 
E zëvendësojmë në (5) vlerën e fituar 

W = 0 y/m o c 2 -t p z0 + (eEt)* (6) 
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Në momentin t .« 0 kjo energji është 

W a = c 
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(7) 


E dijmë se impulsi është 


v W 



prej nga 


v = 


p c s 
W 


( 8 ) 


Komponentet e shpejtësisë i fitojmë nga shprehja e fundit 




dz 

dt 


p, • 


c 2 eEt 


W c^/m 0 c 2 + p 2 0 + (cKt) 2 
Pas integrimit fitojmë « — komponenten 

1 


c 2 e Et 

V#r+ CecjËt) 3 


z 


eE 


VW 2 o+ (ee#0 2 


(9) 


Për komponenten tjetër kemi 


v x ~ 




Pas integrimit fitojmë 


P*C 3 = _ poC 2 _ 

w' Vwr+Tecl0 2 


p 0 c . 

ara s/i “ — 
eJS W 0 


( 10 ) 


Ekuacionet (9) dhe (10) paraqesin ekuacionet parametrike të rrugës 
së grimcës së elektrizuar në fushë homogjene elektrike. Pasi të elimi- 
nohet koha nga këto fitojmë 


W 0 , e E X 

ch 

eE cp 0 


( 11 ) 


Shihet se rezultatet përfundimtare të trajtimit klasik (3) dhe relati- 
vist (11) ndryshojnë ndërmjet veti. Ky dallim është i theksuar për 
shpejtësi të mëdha të grimcës, sepse atëherë (11) mjaft devijon nga 

parahola (3). .. ^ 

Në fund do të cekim se, në fizikë paraqiten teori te ndryshme qe 
shumica e tyre janë teori konstruktive. Zakonisht ato fillojnë nga një 
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fonmlizëm toaze dhe pastaj ndërtojnë një fignrë të dukurive komplëk- 
se. Keshtu p.sh. , teoria kinetike e gazrave tenton t'i redukojë dukuritë 
mekanike, termike dhe difuze ne lëvizje të molekuleve, pra t'i konstruk* 
tojë nga hipoteza e lëvizjes molekulare. 

Por, ekziston edhe një klasë tjetër e teorive. Kjo klasë quhet teoria 
e parimeve. Këto teori nuk përdorin sintetizim, por parimet prej të 
cilëve rrjedhin kriteriumet e formuluar matematikisht, që duhet t'i 
permbushin dukuritë e veçanta. Kështu, termodinamika, nga rezultati 
i pergjithshëm empirik se „perpetum mobile” është e pamundshme, 
kërkon në mënyrë analitike që të 'zbulojë lidhjet të cilat dukuritë e 
veçanta duhet Vi kënaqin. Pavarësisht nga karakteri i një teorie, për 
vertësinë e saj fjalën e fundit e jep gjithmonë praktika — matja eks- 
perimentale. 

Teoria e relativitetit, si e cek vet Ajnshtajni bën pjesë në teorinë 
e parimeve. Qe të kuptohet ajo së pari duhet kuptuar parimet në të 
cilat bazohet. Ti cekim edhe një herë 

1. Të gjitha ligjet e natyrës janë të njëjta në të gjitha sistemet 
koordinative që lëvizin në mënyrë të njëtrajtshme drejtvizore ndaj 
njëri-tjeri dhe 

2. Drita në boshllëk gjithmonë e ka një shpejtësi të caktuar të 
perhapjes pavarësisht nga vlera e shpejtësisë dhe gjendja e burimit të 
dritës. 

Përvoja i pranon këto parime, por nuk kanë qenë logjikisht të li- 
dhura në mes veti. Bashkimi i tyre logjik ështe dhënë në teorinë spe- 
ciale të relativitetit. 



SH. 1. PËRKUFIZIME THEMELORE NGA ANAUIZA VEKTORIALE 

— > 

1. Prodhimi skalarë i vektorëve A dhe B shprehet në formën 

A B = A B cosa 

ku a është këndi në mes të vektorëve. 

— > — » 

2. Prodhimi vektorial i vektorëve A dhe B është 

AXfl = C 

intensiteti i të cilit/është A B sina, ku a është këndi në mes tyre. Ky 
prodhimi gjithashtu është vektor i cili qëndron normal ndaj rrafshit të 

cilin e përcaktojnë vektorët A dhe B dhe i orientuar 'ashtu që vekto- 

rët A, B dhe C formojnë sistenim e djathtë koordinativ. 

3. Mjaft të rëndësishme janë edhe këto shprehje: 

A(B X C) = 6(2 x B) = B(C x A) 

A X (B XC) — B(A C) ~ C(A B) 

A X (B x.C)-CX (BXA)^BX (AXC) 

4. Gradienti, grad. Madhësia e dhënë varet vetëm prej vendit në 
hapësirë. Ky është skalari ? = ¥>(£, y, «)• Ekuacioni 

<ç(x, y, 2 ) = const. 

shpreh ekuacionin e sipërfaqeve ekuipotenciale. Ndërrimi më i madh i 
skalarit <p është në kahje normale të sipërfaqes ekuipotenciale 



ku l është koordinata në kahje normale të sipërfaqes ekuipotenciale, 

ndërsa n vektori unitar i normaies. Grady është vektor i cili ka kahje 
të normales në sipërfaqen ekuiskalare. 
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5. Diverg jenca, div. Madhësia e dhënë varet nga pozita në hapësirë 
dhe ka kahje. Madhësia e tillë quhet funksion vektorial. Fluksi i ndonjë 

vektori A nëpër sipërfaqe S shprehet në formën 

<i> = / A dS - / An dS 


ku n është vektori unitarë i normales në sipërfaqen S. Kjo sipërfaqe 
eshte e mbyllur dhe brenda saj gjendet vëllimi V i shqyrtuar. Vektori 


n shikohet nga hapësira e shqyrtuar. Fluksi nëpër këte sipërfaqe është 

<f>= / AndS 

$ 


Shprehja 


AndS 

hm ■ ■ 

v — >o y 


~ div A 


quhet divergjencë e vektorit A, Paraqet fluksin e vektorit A në vëllim 
te caktuar në njësi të atij vëilimi. Sipërfaqja S e mbyllë këte vëllim, 
ndersa V tenton në zero. Nëse divergjenca e ndonjë vektori është e 
ndryshme nga zeroja, atëherë ai në ate vend do të ketë burimin e vet 
apo humnerën. 

6. Rotori, rot. Madhësia e dhënë është vektor i ciii varet nga vendi 
në hapësirë. Integrali vijorë i vektorit A në rrugën l është 

f Adl = R zx 

i 

Nëse vektori A shpreh forcën, atëherë integrali vijor paraqet punën e 
kryer të saj në rrugën e dhënë. Nëse rruga është e mbyllur /atëherë 
shkruhet në formën 


CirA=$tAdl 

dhe quhet cirkulim i vektorit. Rotori i vektorit A përkufizohet në këte 
mënyrë 


r CirA 

hm 

S 


lim 

S ~~>0 


$i A d l 
S 


■■ n rot A 


Lakorja l paraqet konturën e sipërfaqes S. Vlera e rotorit të vektorit 
është e barahartë me cirkulimin maksimal të tij në njësi të sipërfaqes 
kur kjo tenton në zero, ndërsa cirkulimi përcaktohet në konturën e 
saj. Atëherë rotori i vektorit është vektor i cili e ka kahjen e normales 
në sipërfaqen elementare S, 
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B = rot A = |rof ^l • n 
7. Duke shfrytëzuar operatorin e Hamiltonit 

v =7-2- +7 ? +7 9 


prad! 9 = i 




roti~ 7+ (^-M 

\ 9J/ 32 / \ 32 3a: 



, “7 dq> 

+ j 

+ ps. 

dX 

dy 

32 

3 A x 

+ Q—z + 

dA z 

dX 

32/ 

dz 


aj fe 


\ a# a« / \ aa? a* / \ dx dy > 

B. Operatori i Laplasit, Sikurse edhe operatori 1 Hamiltonit edhe 
ky operator është diferencial dhe shprehet 

A - V • V - V 2 

Nëse operatori i Laplasit zbatohet në skalarë kuptimi i tij është 

h m dS 

Ac o “ div grady ~ lim — 

Y Y v~*o v 

k U: paraqet ndërrimin e skalarit <? në njësi të gjatësisë në kahje 

dn 

normale të sipërfaqes S e cila e mbyllë vëllimin V. Rezultati i veprimit 
të operatorit të Laplasit në skalarë <p është prapë skalar. Nëse i njëjti 
operator vepron në vektor, rezultati i këtij veprimi është 

AA = grad div A — rot rot A 

që do të thotë se fitohet vektor. Në koordinate kënddrejta vlenë: 


Acp = J3 p. + JV + . aa 

dx‘ 3 y z dz‘ 


d 2 A + d z A + tfA 
dx 2 dV z 3 & 


SH. 2. OPEBACIONET VEKTORIALE Tfi PERBËRA 

1. grad. (cp +• 4>) = grad<p + gradfy 

2. div (A + B) ~ div A + div B 

3. rot (A + B) = rot A + rot B 
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4. grad (<p * <\>) ” <j> 9 ra $ <P + 9* gradty 

5. div (y - A) ~ A grad cp + cp div A 

■»— * . ..■■■ » 

6. roi (9 il) = ^rac^ cp x ^4 + <p r ot A 

7. UV)fl = U I (a n V)B, paraqet prodhimin e intensitetit të vek- 
torit A dhe derivatit të vektorit B në drejtim të vektorit A. 

8. grad (AB) = (B V ) A + (2 V ) B + A x rotB + Bx roM 

9. dit) (A x B) =■ S rot A - A rot B 

10. rot (2 x B) = (B V)2~ (2 V)i + idwi-5dwZ 

11. grad (c cp) = c ^rad cp c = konstant. 

12. (c A) = c div A 

13. ro£ (eA) = c rot A 

14. grad (C4) — (CVM + Cx rot 2, C ~ vektor konstant 

15. div (C cp) = C grad <p 

16. dit; (C x 2) =•- Croii 

— ► *— 

17. rot (C cp) = grrad <p x C 

18. roi (CX4)=- (C V )2 *f C div A 

19. rot grady - 0 

20. rot A = 0 

21. grad f(r) = | [/(r) rj = /'(r) rl, r 0 është vektor unitar i pozitës. 


+ (v V ) A, v është shpejtësia e vrojtuesit të vektorit 
3 1 


23. U V >9 — u4 grad cp 
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f(r ) 

24. div [/(r) . r 0 ] = 2 --- + f'ir) 

r 

25. rot[/(r)r 0 ] =0 

26. A(<p • 4>) ~ cpAtj> + cj;Acp + 2 firmdcp gradty 

27. gfraci (<p A) = S'mdcp diu A + cp grad A + 

+ g'radcp x roi 4 + (AV) gracfcp + (grady V )A 

28. roi rot (cp A) = fifratfcp x rot A - AAcp + (i V) gradcp + 

+ cp rot roi A + grad c p A ~ (gfradcp V ) A 

: '"'jgH. 3 MAERËDHËNIET E INTEGEALEVE TE FUNKSIONEVE 

VEKTOKIALE 

1. Teorema e Gausit. Integraii sipërfaqësor i vektorit A kryhet 
nëpër sipërfaqe S e cila e mbyllë vëllimin V* në të cilin integrohet di- 
vergjenca e të njëjtit vektor. Pra, 

f div A dx ~ <f AndS 

V s 

2. Teorema e Stoksit. Integrali vijor i vektorit A kryhet nëpër ia- 
koren l e cila paraqet konturën e sipërfaqes S në të cilën integrohet 
rotori i të njëjtit vektor. Pra, 

/ rot A n dS = § A d l 

S . - t 

3. Teorema e Grinit. Për dy funksione skalare cp dhe cp vlenë 

/ (cp A + grady gradty) d%~ <$ cp — dS 

v . » dn 

Këtu ^ paraqet ndërrimin e skalarit $ në njësi të gjatësisë së vendo- 
dn 

sur në kahje të normales në sipërfaqen S, e cila e mbyllë vëllimin V. 
Nëse cp dhe 4> i ndërrojnë vendet e tyre fitojmë formën e dytë të teore- 
mës së Grinit 


/ (cp A 4> = <|> A cp)dx = / (cp ~ \ dS 

v ■ * \ dn dn/ 
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SH. 4. DELTA FUNKSIONI 


Ndryshe quhet funksion i Direkut. Përkufizohet në formën 

y = 8(2 ~~ a) 


dhe gëzon këto veti: 


8(2 - a) = 


f 0 për 2 ^a 
1 oo për x = a 


si dhe 


GO 

/ 8(2 - a) cZx ■= 1 

— oo 

Impulsi kënddrejt kalon në delta funksion nëse gjërësia e tij tenton në 
zero, ndërsa lartësia tenton në pambarkn, ashtu që sipërfaqja i mbetet 
konstante. Vetitë tjera të delta funksionit janë: 

co 

1. / /(2) 8(2 — a ) dx = f(a) 

— oo 


co 

2. f b(x) f(x~ a) dx~ f(- a) 

oo 


oo 

3. / /(2) 8 7 (2 - a) dx~- f'(a) 

— co 

|. 8(~2) = 8(2) 


Apostrofi tregon diferencimin 
sipas x 


5. Uax) « 5(2) 

|ai 


6. 8(x 2 ~ a 2 ) = [8(2 " a) + 8(2 + a)] 

2 a S 


8. / 5(a - x) 5(2 — b) dx — 5 (a - £>) 


— oo 

8. Pozita e dy pikave në hapësirë është e përcaktuar me vektorët 
e pozitave r dhe r'. Në këte rast vlenë 

8(r r ' ) = 8(2 x ~ 2 t 0 8(2 2 - 2/) S(2 a “2/) 


nëse vektorët e pozitave i shkruajmë m formën 

‘ 

. r ■“ 2| 2<5i + 2j 2^2 + 2g 2 os 



SHTESË MATEMATIKE 


785 


r' = Xi' a? 01 + x/ a: 02 + x 3 ' x oi 

— -< — ♦ — ► 

ku Xoi> x oi dhe x 03 janë vektorët unitarë në kahje të koordinateve. 

9. j $(r ~+ r') d% — l nëse V përmban pikën r = r' 

V 

/ 5(r - r') efc = 0 nëse F nuk përmban pikën r=r'. 

V 

Delta funksioni matet në njësi të vëllimit reciprok pa marrë parasysh 
sa dimensione i ka hapësira. 

10. Duke zbatuar delta funksionin, grumbulli i sasive pikësore të 
elektricitetit shprehet me dendësinë hapësirore 

p(r) = t 9* 8(r “ r») 

k 1 

Këtu kemi n sasi pikësore të elektricitetit, ndërsa lokaliteti i këtyre 

pikave është i përcaktuar me vektorët e pozitave r&. 

11. Densiteti i rrymës të sistemit të n grimcave të ngarkuara shpre- 
het në formën 


j (r) = ^QkVkSir-n) 

ku: k është indeksi i grimcës, n rreze vektori i saj, Vk shpejtësia e saj, 
ndërsa r është rreze vektori i pikës ku e kërkojmë densitetin. 

12. Delta funksioni mund të shprehet edhe në formën 

1 oo 

5(x) = “ / dk 

2 7Z -oo 

ku: k — — * 

X 

SH. 5. operatorët vektorial NË koordinate kënddrejta 

TË VIJËPËRKOLTA 


a) Gjatësia e harkut 

Në fizikë duhet zgjedhur sisteme të atilla të koordinateve, për zgji- 
dhje analitike të problemit, në të cilët konditat kufitare kanë formë sa 
më të thjeshtë. Për këte arsye shfrytëzojmë sisteme të ndryshme të 
koordinateve të cilët janë në pajtim me konditat e dhëna të problemit, 
Është e preferuar që edhe sistemet e reja të jenë kënddrejta, që do të 
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thotë se vektorët unitarë të koordinateve të qëndrojnë normal në mes 
veti. Në fig a, është paraqitur një sistem i këtillë, në të cilin vektorët 


unitarë a it a* dhe a 3 në kahje të boshteve të koordinateve x lf x z dhe x 3 

janë normal ndërmjet veti. Renditja është e atillë që vlenë a x x a 2 ~ a 3 . 

E dijmë se sistemi i koordinate- 



ve të Dekartit është kënddrejt, 
boshtet e të cilit zakonisht shë- 
nohen me x, y , z ndërsa vektorët 

unitarë në kahje të tyre me i, j, 

k . Renditja është e atillë që vle- 
në 

%x j — ic 

Duhet të përcaktojmë marrëdhë- 
niet e sistemit të zgjedhur kënd- 
drejtë me sistemin e koordina- 
teve të Dekartit. 

Në përgjithësi, koordinatet e 
ndonjë pike në sistemin e zgje- 
dhur kënddrejtë janë funksione 
të koordinateve x, y, z. Pra, 

Xi = Xi ( x , y, z) 


Gjithashtu ekziston varshmëria e kundërt e shprehur në formën 


x - /i(Xi, x 2 , x 3 ), y = / 2 (x x , xt, x 3 ), z- / 3 (Xj, x 2 , x 3 ) 


Kjo varshmëri funksionale kushtëzon edhe diferencialet totale të cilët 
për një koordinatë shprehen kësisoji 


dhe 


dx, = dx + 

dx dy 


dy + 


dXi 

dz 


dz 


( 1 ) 


dx = Ml dx x + dx 2 + — dx 3 (2) 

axx dx 2 dx 3 

Gjatësia e harkut duhet të jetë e njëjtë në të dy sistemet e koordina- 
tave. Në koordinatat e Dekartit gjatësia e harkut është 


ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 ( 3 ) 

E zëvendësojmë shprehjen (2) dhe dy shprehjet e ngjajshme dhe ri- 
kujtojmë se prodhimet e dyfishta janë të barabartë me zero, meqë ke- 
mi të bëjmë me koordinata kënddrejta. Fitojmë 





b ) Operacionet vektoriale 


Meqë e kemi përkufizuar gjatësinë e harkut, tani mund të përcak- 
tojrnë operacionet vektoriale në sistefnin e zgjedhur kënddrejtë. Sipas 
shprehjes së përkufizimit të gradientit kemi 


gradty = 


dSi 


1 

hi 


dXi 


( 6 ) 


Divergjencen e ndonjë vektori A e përfitojme duke shfrytëzuar teore- 
mën e Gausit e cila thotë se integrali vëllimor i divergjencës së ndonjë 
vektori është i barabartë me fluksin total të'atij vektori i cili del nga 
vëllimi i shqyrtuar. Për vëllim shfrytëzojmë hapësirën brenda prizmës 
në fig. a. Pra, 

divA • ds.ds^ds^ — (ds^ds^dsi + ~~~~ (ds^dsMds, + 

dSi ds 2 

4- ( ds l ds 2 A z )d$ 3 

as 3 

Zëvendësojmë shprehjet (5) dhe do të fitojmë 

diz? & = — ~ — f*-- — + (hjijij) 4- (hjijij) (7) 

hji z h z ldx x dx z ax 3 J. 

Rotori në sistemin e ri fitohet duke zbatuar teoremën e Stoksit e cila 
thotë se integrali sipërfaqësor i ndonjë vektori është i barabartë me 
integralin vijorë të atij vektori nëpër kohturën që e mbyllë ate sipër- 
faqe. Duhet të zbatohet nëpër anët e prizmës te fig. a. Pra, 
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rot x A ds z ds $ 


Pl 

(dsMd$ 2 - - -- (ds 2 A 2 ) d$i 


ds 2 a§ ; 

Zëvendësojmë shprehjet (5) dhe do të kemi 


rot x A 


h 2 h z 


( M a ) 
a^ 2 


0#3 


(M*> 


Komponentet tjera të rotorit i fitojmë me permutimin ciklik 

1 


roU A = 


roL yl = 


hji z Idx, 


1 


9 (Mi> - 9 - (U) 


(U) 


ar 5 

a 


h)h 2 [ aar, a^2 

Operatorin e Laplasit e fitojmë nga shprehja 

A<p = div grradp 

Acp = — — 


(ZljAj) 


( 8 ) 


( 9 ) 



/ h 2 h z 

JSl\ 

+ - 9 - 

/ h t h z 


+ -iL 


Jtp \ 

8afi 

\ h x 

3x,/ 

dx 2 

\ h 2 

a* 2 / 

a^3 

\ K 

dx,f_ 


e) Sistemi i koordinatave cilindrike 


L Koordinatet 

-r koordinata radiale 
x 2 = %> koordinata tangjenciaie 
= » koordinata aksiale 

2. Vektorët unitarë 

r Q radial 
io tangjencial 
z 0 aksial 

3. Gjatësitë e harqeve 

dSj = dr 
ds z = r d% • 
ds z — dz 

4. Koeficientët e harqeve 

h t ~l 




d) Sistemi i koordinatave sfenke 
L Koordinatat 

x t — r koordinata radiale 
x 2 = koordinata tangjenciale 
x 3 = oc koordinata azimutale 

2, Vektorët unttarë 

r 0 radial 
L tangjencial 
a 0 azimutal 
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3. Gjatësitë e harqeve 

dSi — dr 
ds 2 = r 

c?s 3 ~ r sinfr da 

4. Koeficientët e harqeve 

K = 1 

hi-r 
K ~ r sin-0' 

5. grady = r„ + £ - — d<f ■ 

d r rd& rsinO-aa 


6 . div A = - 


£ <r 2 sin0’*4-> + - a - <rsinO'A»)+ — (rA*> 

• dr av’ 3a 


r 2 sin6’ 

7. roM = r 0 rot r A + T 0 rot{> x + a 0 ro4 2 
rot, A = 


1 


roh A-~ 
rok -4 


r sinO- [ 30- 
1 r 1 dA f 


— (sinO 1 Aa ) “ 


r LsinO’ 3a 
3 


0r 


9a 


<r A*) 


i[ 


(r4») - 
dr 39- 


8 . Acp = — / r 2 , 

9'f \ j. __t 

a 

( sinO- - S ^'j 

\ aai 


i a^ 

r* gr 1 

ar/ r^sinO’ 06 - 

1 + >• 

sin 2 0’ 8a 2 

9. AA =7oA^4 + XA 9 

A + a 0 Ai 





A,l“= A.A,- Mc _ 

2 ctgrO’ , 

r a 

_ 2 

a^g. 

2 

dA 

r 2 

r 2 

aO’ r* sinO- 

dfr 

A^. ,4, “ AA<> + 

2 a4 r 


2cosa 



r 2 aft r 2 

sin^ 

r 3 sin 2 ^ 

aa 



A, A~ AA X + .? Mr 4« + 2cos-9 QAn 

r*sin» 3a r J sin 1 .') r* sin^ a« 
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e) Ndarja e fushave vektoriale 

Duke u bazuar në vlerat e divergjencës dhe rotorit fushativektoria- 
le mund t’i ndajmë në katër grupe: 

1. Fushat potenciale ose pa shtjella, për të cilat në të gjitha pikat 

ë fushës rotl = 0, por 'së paku në ndonjë pikë të tyre div A * 0. 

2. Fushat solenoidale apo shtjellore, për të cilat në të gjitha pikat. 

e fushës div A = 0, por së paku në ndonjë pikë rotA^ 0. 

3. Fusha e Laplasit, për të cilat në të gjitha pikat e fushës vlenë 

divA = 0 dhe rot A = 0. Për ,këto fusha Acp = 0, prej nga e marrin emrin. 



4. Fusha e përhërë, për të cilat së paku në ndonjë pikë div A^0 
dhe rot A ^ o. 

ShemhuU: tishtë e dhënë fusha vektoriale 

~A J + ? f :+ k & 
a) percakto llojin e fushës 
h) përcakto konditën për fushë të Laplasit, 

Zgjidhje: Shihet lehtë se 

rot A = 0 div A — 2(r + y + s) ^ 0 

prej nga përfundojmë se fusha është potenciale. Në çdo pikë të saj 
divA^ 0 përveç në rrafshin 

X H- y + g — 0 

që do të thotë se fusha është e Laplasit në rrafshin! 

x 4- y + z = 0 

SH. 6. DISA VETI TË MATUSCAVE 

Matrica paraqet një sistem të numrave të cilët mund të renditen 
në formë të shumës 


/ A 

A n 


• 

As) 

A i 

^21 

A iZ 

..... 

..... 

A zs 1 

• 1 

\ Aji 

A S z 

: 

• 

A„ / 


Cdo element i matricës është i shënuar me dy indekse. I pari tregcxn ne 
cilin rend gjendet elementi, ndërsa i dyti në cilen shtylle. 
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matike 1 ^ matrica A dhe B mund të Perkufizojmë disa operime mate- 

1. Shuma e dy matricave 

A + B = C 

përkufizohet ashtu që çdo element i shumës është i barabartë me shu- 
men e elementeve te matricave gjegjëse 

@mn Amn 

2. Prodhimi i dy matricave katrore 

P^AB 

përkufizohet si matricë elementet e së cilës janë 

Pmn “ S A mi B in 

i 

Për shumëzim të dy matricave vlenë ligji i shoqërizimit dhe grupimit 

A(BC) = ( AB)C 
A(B + C) = AB + AC 
Por nuk vlenë ligji i komutimit 

AB*BA 

Nëse shumëzohen tri matrica 

P = ABC 

atëherë elementet e prodhimit të tyre janë 


por meqë 


fitojmë 


Pmn '£A m t(BC)i n 

I 


(SC),„ = 2 BijCjn 


Pnm S2 A„,i B tj Cj n 

» j 


3. Matrica zero kënaq konditën 

^ • 0 ~ 0 dhe 0 * A = 0 

kUpt0jmë Se elem ® n ^ e saj 
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4. Matrica njëshe kënaq konditën 

Al-A dhe 1 A = A 
Nga përkufizimi i prodhimit kemi 

A mlt ^ X A. m { 1/ft 
j 

Kjo mund të jetë e kënaqur vetëm nëse vienë 

lt« ~ 

ku Sj»t është simholi i Kronekerit i cili iështë i barabartë me një nëse 
indekset janë të njëjtë dhe zero mëse indekset janë të ndryshëm. Të gji- 
thë elementet e matricës njëshe janë të barabartë me zero përveç aty- 
re në diagonale, sikurse shihet në shemën vijuese 

[l 0 0 ) 

0 1 o 

,0 0 1 

5. Matrica diagonale i ka të gjithë elementet e barabartë me zero, 
përveç ata në diagonale të cilët mund të kenë çfarëdo vlere. Për ele- 
mentet e saj vlenë 

m 8»m 

p.sh. 

f 3 0 0 

0 1 0 

1 0 0 1/2 / 

6. Matrica me një shtyllë shërben si një prej mënyrave të paraqi- 
tjes së vektorit në hapësirën n — dimensionale. 
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